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RESUMO

POMMER, W. M. A Construcio de Significados dos Numeros Irracionais no
Ensino Basico: Uma proposta de abordagem envolvendo os eixos constituintes dos
Numeros Reais. 2012. 235 f. Tese (Doutorado). Faculdade de Educacao, Universidade
de Sao Paulo, Sdo Paulo.

Considerando-se como fonte primdria os manuais escolares brasileiros de Matematica, o
saber a ser ensinado ainda situa uma apresentacdo dual, polarizado no viés pragmatico
ou tedrico, a0 que se segue um procedimento tematico padrdo que privilegia o
desenvolvimento operatorio envolvendo contextos exatos, finitos e deterministicos. Em
particular, essas caracteristicas se acentuam gravemente no momento de introdu¢ao dos
nimeros irracionais no ensino basico, o que ocasiona uma abordagem restritiva. Para
superar este quadro, Bruner (1987) fundamenta que ndo devemos adiar o ensino de
assuntos essenciais com base na crenga de que sdo dificeis demais, pois as ideias
fundamentais de qualquer assunto podem ser ensinadas na escolaridade bésica, porém
demanda um trabalho para além dos aspectos técnicos, o que equivale a retomada de
caracteristicas ligadas a compreensao. Neste trabalho, tivemos por hipotese que os pares
discreto/continuo; exato/aproximado; finito/infinito, presentes na andlise da evolucao
epistemologica dos nimeros reais e descritos em Machado (2009), se constituem em
pilares conceituais essenciais para fundamentar um panorama favordvel a uma
abordagem significativa do tema dos numeros irracionais, de modo a compor um
amalgama entre os aspectos técnicos e semanticos. Em face da necessaria reflexdo, em
nivel educacional, em torno de tal tema, delimitamos inicialmente um contexto
investigativo pautado em um estudo qualitativo orientado pela questdo ‘Como sdo
abordados os nimeros irracionais no ensino basico, considerando-se como fonte o livro
didatico de Matematica?’, a fim de mapear a apresenta¢do deste assunto no Ensino
Fundamental II e no Ensino Médio. O fundamento metodologico se inspirou nos nucleos
de significagdo, descritos em Aguiar&Ozella (2006), que buscou apreender os sentidos
que constituem o conteudo do discurso expresso nos textos dos livros didaticos. O
‘percurso dos nucleos de significagdo’ confirmou que, nos livros didaticos analisados, a
apresentacdo dos numeros irracionais ocorre de modo polarizado: alguns optam por um
viés empirico e outros pela defini¢do formal. Verificou-se que, apdés uma abordagem
inicial, ndo ocorre intercdmbio destas opgdes, o que acarreta um rapido esgotamento das
ferramentas para se desenvolver as tematicas, limitando a compreensao da complexidade
dos niimeros irracionais no ensino basico. A partir das hipoteses e da pesquisa empirica,
nos propusemos a delinear as contribuigdes presentes no movimento dialético entre os
pares discreto/continuo, finito/infinito e exato/aproximado, cujas mutuas conexdes
permeiam um ‘espaco de significagdes’, um campo que possibilita organizar, tecer e
ampliar a rede de significados, conforme Machado (1995), favorecendo um quadro de
maior compreensao a apresentagao dos numeros irracionais. O enfoque epistemologico
realizado revelou uma multiplicidade de relagdes envolvendo os nimeros irracionais e
diversos assuntos do curriculo de Matematica, ndo devidamente caracterizadas e
exploradas no ensino bdasico, o que serviu de mote para a apresentagdo de algumas
situagdes de ensino para ilustrar os aportes orientadores sugeridos. Acreditamos que o
caminho epistemolégico trilhado viabilizou uma abertura para ampliar o quadro de
significados em relacdo a outros topicos presentes na Matematica Elementar,
considerando-se como suporte a potencialidade presente nos eixos discreto/continuo;
exato/aproximado; finito/infinito, assim como no par deterministico/aleatério.

Palavras-Chave: Numeros Irracionais; Significado; Discreto/continuo;
Exato/aproximado; Finito/infinito.



ABSTRACT

POMMER, W. M. The Construction of Irrational Numbers Meaning on Basic
School: And approach proposal involving Real Numbers Axes constituents. 2012. 235
f. Tese (Doutorado). Faculdade de Educacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo.

Considering Brazilian mathematics school textbooks as a primary research source, the
knowledge to be taught still has a dual presentation, polarized in a pragmatic or
theoretical way, what follows a thematic procedure pattern that favors an operational
development involving exact, finite and deterministic contexts. In particular, these
characteristics are seriously accentuated by the time of irrational numbers introduction
at basic education, which leads to a restrictive approach. To overcome this situation,
Bruner (1987) states that we should not postpone teaching key issues based on the belief
that they are too hard, because the fundamental ideas of any subject can be taught at
basic education, but it demands a work that overcome technical aspects, considerations
that are equivalent to the resumption with aspects related to understanding. In this work,
we had by hypothesis that the tension inherent on discrete/continuous,
exact/approximate, finite/infinite pairs, extracted from analyses on real numbers
epistemological evolution and described at Machado (2009), constitutes an essential
conceptual pillar to establish a helpful framework to enable a significant irrational
numbers approach, in order to compose an amalgam between technical and semantic
aspects. Considering the necessary educational discussion involving this theme, we
initially delimited an investigative context based on a qualitative study guided by the
question ‘How irrational numbers are approached in basic education, considering
mathematics textbook as a source?' in order to map this subject presentation at Middle
and High School. The methodological foundation was inspired in ‘meaning core’,
described in Aguiar and Ozella (2006), which aims to capture the sense that constitutes
the speech content expressed inside mathematics scholar textbooks. The analysis from
‘meaning core route’ reveals that, in the textbooks examined, the most known irrational
numbers introduction occurs in a polarized way: some opt for a pragmatic bias and
others by formal definition. However, it was found that after an initial approach, there is
no further relationship between these options, which causes a rapid depletion of the
tools to develop these themes, which limits the complexity understanding of irrational
numbers in basic education. From the hypotheses and the empirical research, we
intended to delineate contributions presented on the dialectical movement between
discrete/continuous, finite/infinite and exact/approximate pairs, whose mutual
connections permeate a 'space of meanings', a field that allows to organize, to weave
and to expand a ‘network of meanings’, as Machado (1995), favoring a framework for
better understanding the irrational numbers development in basic school. The
epistemological approach performed revealed a multiplicity of relationships involving
irrational numbers and various subjects of mathematics curriculum, not properly
characterized and exploited in basic education, references which served as contexts for
the presentation of some teaching situations to illustrate the contributions guidance
suggested. We believe that the epistemological path trodden enables an opening to
increase possibilities of meanings in relation to other topics of Elementary Mathematics,
considering as support the capability constituents presented in discrete/continuous,
exact/approximate, finite/infinity axis, as well as in deterministic/random pair.

Keywords: Irrational ~ Numbers; Meaning  Camp; discrete/continuous;
exact/approximate; finite/infinite.



RESUMEN

POMMER, W. M. La Construccion de los Significados de los Niimeros Irracionales
em la escuela basica: Una propuesta de abordagem envolvendo los ejos constituintes
de los Numeros Reales. 2012. 235 f. Tese (Doutorado). Faculdade de Educagao,
Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo.

Teniendo como fuente primaria los libros brasilefios de ensefianza de las matematicas, el
saber que se ensefia tiene una presentacion polarizado en el viés pragmatico o teorico, al
qué si sigue un estandar tematico que favorece el desarrollo de los aspectos operativos
expuesto en contextos exactos, finitos y deterministicos. En particular, estas
caracteristicas se acentuan en el momento de la introduccion de los nimeros irracionales
en la educacion primaria y secundaria, lo que conduce a un enfoque mas restrictivo. Para
sobrepasar esta situacion, Bruner (1987) sefiala que no debemos posponer la ensefianza
de temas esenciales sobre la base de la creencia de que son demasiado dificiles, porque
las ideas fundamentales de cualquier tema se puede enseflar en la escolaridad bésica,
pero exige un esfuerzo de trabajo para mas alld de aspectos técnicos, lo que significa la
recuperacion de los rasgos de la comprension. En este trabajo, tenemos por hipdtesis que
los pares discreto/continuo, exacto/aproximado, finito/infinito, regalos en la andlisis de
la evolucién del epistemologica de los numeros reales, descrita en Machado (2009), si
constituyen en los pilares conceptuales esenciales para basar un panorama favorable a
un importante enfoque del tema de los niimeros irracionales, para componer una
amalgama entre los aspectos técnico y semantico. En vista de la necesaria discusion, en
nivel de la educacion, en torno a este tema, inicialmente se establecid un marco de
investigacion sobre la base de un estudio cualitativo, guiado por la pregunta. ;Cémo se
abordan los niimeros irracionales en la educacion basica, teniendo en cuenta el libro de
texto como una fuente?, con el fin de asignar la presentacion de este tema en la
Educacion Primaria y Secundaria. El referencia metodolégico estd inspirado en los
‘nacleos del significados’, como se ha descrito en Aguiar&Ozella (2006), que busco
captar los significados que constituyen el contenido del discurso expresado en los textos
de los libros didacticos. El ‘camino de los nticleos de significados’ confirmé que en los
libros didacticos examinados, la introduccion de los nimeros irracionales se produce de
una manera polarizada: algunos optan por un sesgo empirico y otros hicieron uso de la
definicion formal. Se encontré que, después de la presentacion inicial, no hay
intercambio de estas opciones, lo que provoca un rdpido agotamiento de las
herramientas para desarrollar los temas, factor que limita la comprension de la
complejidad de los niameros irracionales en la educacion basica. De las hipotesis y de la
investigacion empirica, nos dispusimos a delinear los regalos de las contribuciones en el
movimiento dialético entre los pares discreto/continuo, exacto/aproximado,
finito/infinito, cuyas mutuas conexiones impregnan un ‘espacio de significados’, un
campo que hace posible organizar, tejer y extender la red de significados, sefialdé en
Machado (1995), a favor de un marco para una mejor comprension de la apresentacion
de los numeros irracionales. El enfoque epistemoldgico realizado revel6 una
multiplicidad de relaciones que implican los numeros irracionales y diversos temas del
curriculo de las matematicas, pero no esta bien caracterizado y explotado en la escuela
basica, que sirvido como tema para la presentacion de algunas situaciones de ensefianza
para ilustrar a guisa de las contribuciones que se sugieren. Creemos que el enfoque
epistemologico permeado hace posible una apertura para extender la proposicion de los
significados en relacion con otros temas presentes en matematicas elementales, teniendo
en vista la actual potencialidad y capacidad de los ejes discreto/continuo,
exacto/aproximado, finito/infinito, como en par determinista/aleatorio.

Palabras-clave: Numeros Irracionales; Espacio de los significados; continuo/discreto,
finito/infinito; exacto/aproximado.
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APRESENTACAO: A Pesquisa sobre os niimeros irracionais

Platao considerava que nenhuma arte € nenhum conhecimento podem prescindir
da ciéncia dos niimeros. A Aritmética ¢ um campo primordial no desenvolvimento da
Matematica e presente ha muito tempo nas escolas. Os niimeros, o tema central da
Aritmética, representam uma ideia fundamental da Matemadtica, ocupando histérica e
logicamente uma posicao privilegiada e essencial para o desenvolvimento da propria

Matematica e das diversas Ciéncias.

No ensino atual de matemadtica, ¢ usual a apresentacdo dos numeros como
elementos oriundos do registro pictdrico, que evoluiram para os algarismos e formaram
0s sistemas posicionais, originando assim processos de contagem e medida de natureza
pragmatica', regidos por certas leis de combinagio, se comportando de maneira
prédeterminada e previsivel em processos operatérios proprios desta disciplina. Estas
caracteristicas podem ser sintetizadas numa concepg¢ao funcional:

[...] onde o calculo ¢ tudo. [...] Desapareceram irremissivelmente todas
aquelas particularidades, aquele carater multicolorido, que os nimeros
apresentavam aos olhos dos gregos, para quem tinham mesmo um
significado fisico ¢ uma personalidade (KARLSON, 1961, p. 45).

O movimento do ensino direcionado aos aspectos operatdrios, exatos,
deterministicos e finitos consiste numa tendéncia que encobre aspectos importantes e
significativos envolvendo os nimeros. Em particular, para compreender o contexto
relacionado aos nimeros irracionais, foco desta pesquisa, no ciclo basico, ¢ fundamental
retomar alguns aspectos ligados a no¢do de numero, ocorridos ao longo do

desenvolvimento histérico.

O amadurecimento do conceito de nimero ocorreu ao longo dos séculos, através
de indagagdes e buscas provenientes de leigos, filésofos e mateméaticos. No caminho
marcado pelo desenvolvimento histérico surgiram alguns conjuntos numéricos de
destaque, como os nimeros naturaisz, 0s numeros inteiros’ , 0S NUMmeros racionais4, 0s

niimeros irracionais’ e 0s nimeros reais.

! Pragmatico: Do grego pragmatikos e do latim pragmaticu, ¢ um adjetivo relativo aos atos suscetiveis a
acgoes e aplicacdes praticas, segundo Aurélio (2003).

20 conjunto dos nimeros naturais € representado por N= {0, 1,2, 3,4, 5,6, ....}.

0 conjunto dos nimeros inteiros ¢é representado por Z = {..., -4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,6, ....}.

4 . , . . ~ . .
O conjunto dos niimeros racionais tem representantes na forma a/p, onde a e b sdo inteiros e b # 0, ou,
de modo equivalente, sdo numeros na forma decimal exata ou dizima periddica.

> Os numeros irracionais sio usualmente apresentados como a colegdo de todos os numeros reais que
‘ndo’ sdo racionais. Esta defini¢do circular, por exclusdo ou negagdo, embora correta, inibe a exploracio
de algumas relagdes essenciais entre os nlimeros racionais € os irracionais, no ensino basico.
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O surgimento destes conjuntos numéricos’ ndo foi linearmente construido ao
longo do percurso sdcio-historico-cultural. O desenrolar do conhecimento matematico
revela imbricagdes ou conexdes entre estes conjuntos numéricos, originadas e
orientadas ora pelas atividades de subsisténcia do ser humano, ora pelas atividades de

natureza intelectual, presente em civilizagdes, como o antigo povo grego.

No ensino, estes conjuntos sdo apresentados numa sequéncia que, em alguns
momentos, difere da ordem cronoldgica do surgimento e do percurso ocorrido no

movimento historico de desenvolvimento deste campo de conhecimento’.

Para localizar o movimento de constru¢ao e reconstru¢cdo dos conceitos numeéricos
ao longo do processo historico, optamos por expor uma panoramica, perpassando o
conhecimento matematico envolvendo os numeros reais. Esta opcdo tem como
finalidade reconstituir o percurso e pontuar a problematica dos nimeros irracionais,
como campo de saber a ser ensinado, na escolaridade basica. Este encaminhamento
possibilita compor um painel em relagdo ao atual ensino deste tema, situando as
consequéncias advindas das escolhas constituidas ao longo do tempo e, assim, propor

um referencial alternativo norteador de situagdes de ensino, no ciclo basico.

Como quadro inicial retomamos os primordios da histéria do homem, no periodo
paleolitico®, onde as pinturas nas cavernas se destacaram, revelando uma boa percepgao
do mundo bidimensional dos objetos geométricos como representacdo do espago

tridimensional. Em tal periodo ndo houve alusdo aos aspectos numéricos.

Foi somente na transi¢ao do paleolitico (da caga e pesca) para o neolitico (idade da
pedra polida), marcada pelo surgimento da agricultura e o pastoreio, ha cerca de 10.000
anos atras, que surgiram as primeiras manifestacdes dos numeros, de carater qualitativo,

caracterizada pela distingdao de um, dois, trés e muitos’.

No referido percurso surgiram linguagens menos rudimentares € o
desenvolvimento de termos numéricos simples, uma das ideias mais abstratas que o

pensamento humano foi capaz de conceber.

Desde o seu aparecimento na terra, o homem tem recorrido a
Matematica: calculava, contava e media, mesmo no periodo em que seu
espirito ndo tinha consciéncia de si mesmo e quando ainda sobre tais
assuntos nao existiam conceitos e convengdes (KARLSON, 1961, p. 3).

%0 ensino de Matematica Elementar também aborda os nimeros complexos, assunto importante, mas que
ndo ¢ escopo deste texto.

7 Neste texto utilizamos conhecimento como sinénimo de saber.
¥ Idade da pedra lascada, termo proveniente da fusdo do grego paleo (antigo) e lithos (pedra).

? Ifrah (1989) destaca que trés se associa a ideia de muitos, como, no francés trois (trés) e trés (muito).
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Em relagdo a historia da Matematica, Caragca (1970) aponta que os aspectos
envolvendo as agdes de contar ¢ medir formaram a base dos conhecimentos envolvendo
os numeros. Estes emergiram em decorréncia do desenvolvimento econdmico e cultural
dos povos antigos, em situagdes pragmaticas ligadas as atividades de subsisténcia do ser
humano como a agricultura, a criacdo de animais e a divisao das terras. Posteriormente,
o aprimoramento das atividades de natureza monetaria, tributdria e mercantil incentivou

o desenvolvimento de calculos operatorios e a evolugdo na simbolizacdo dos nlimeros.

Uma referéncia de destaque na evolugao do campo numérico se encontra no antigo
Egito, onde eram arrendadas terras aos nobres, o que provocou a necessidade da
medicdo para remarcar os limites das propriedades, devido as enchentes periddicas do
Rio Nilo. Os padrdes de medidas oportunizam o fato de que ¢ raro a unidade:

[...] caber um nUmero inteiro de vezes na grandeza a medir. Os
medidores de entdo reconheceram que o instrumento numérico
conhecido — os nimeros inteiros — era insuficiente para exprimir as
medidas o mais aproximado possivel do real. [Entdo] foi forgoso
subdividir a unidade num certo nimero de partes iguais. Tem-se ai o
surgimento das fra¢cdes da unidade. [...] Para suprir a impossibilidade
dos numeros inteiros ante a medida, cria-se um novo instrumento
numérico (LIMA, 1986, p. 82).

Os numeros racionais foram introduzidos por necessidades praticas, como no caso
citado em relagdo a criagdo de sistemas de leis para controlar e fiscalizar propriedades.
De modo geral, o campo dos nimeros racionais emergiu nas antigas grandes
civilizagdes, como no caso do povo egipcio e mesopotdmio, num viés utilitario, tendo

como contexto o conhecimento empirico'’.

Diferentemente dos diversos povos antigos, que utilizavam os niimeros como
ferramenta envolvendo calculos, os gregos concebiam os nimeros inteiros como
entidades abstratas e tedricas'', com propriedades merecedoras de um estudo para muito
além do pragmatico.

Um caracteristico representante desta época foi Pitdgoras, fundador da seita onde
todas as coisas podiam ser associadas aos niimeros. A escola pitagérica acentuou um
significado mistico, considerando os numeros naturais (exceto o zero € 0 um) como

originarios dos deuses e imersos numa relagdo de direcionamento de todos os objetos.

O conhecido lema ‘tudo ¢ niumero’ expressa para os pitagoricos a restricdo € a

associacdo de nlimeros somente aos inteiros ou a uma relagdo entre nlimeros inteiros.

1% Empirico: Do latim empiricu ¢ do grego empeirikés, ¢ um adjetivo relativo a situagdes vivenciadas
apenas na experiéncia ou relativo ao conhecimento oriundo da observagao da realidade.

11 fe s . . \ . . , ~

Teorico: adjetivo relativo a teoria, termo que provém do grego theoria, denotando a acdo de
contemplar, examinar, estudar ou depurar, de modo a compor conhecimento especulativo, meramente
racional, em sentido oposto ao conhecimento empirico, oriundo da observagao da realidade.
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Uma situagcdo de fundamental importincia para a compreensdo dos numeros
irracionais surgiu no estudo da relagdo entre a diagonal e o lado do quadrado, no século
V a.C., momento que os pitagdricos perceberam que estes segmentos ndo eram
comensuraveis. Dois segmentos sdo ditos incomensurdveis se a razao entre estes ndo

puder ser expressa como uma razao de nimeros inteiros (com denominador ndo nulo).

O problema da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado nao
sintonizava com a concepg¢do filosofica grega, onde todo numero ¢ inteiro ou ¢
composto de uma relagdo simples entre inteiros. Para tal povo esta situagdo era indizivel
ou indenominavel, ou seja, impossivel de ser expressa com palavras e também
inimaginavel, pois ndo podia ser representada numa razdo de niimeros inteiros, uma
premissa essencial para os pitagoricos. Este episddio representou um momento que,

bem posteriormente, foi denominado ‘A Crise dos Incomensuraveis’.

Gongalves e Possani (2010) consideram a hipotese de que os antigos gregos
lidavam com razoével naturalidade para a questdo da relacdo entre a medida da diagonal
e o lado do quadrado. Os autores apontam evidéncias, tomando como suporte fontes
histéricas, ponderando que a atual denominagao ‘Crise dos Incomensuraveis’ se situa
mais como “[...] uma criacdo historiografica do que como um relato fidedigno”
(GONCALVES; POSSANI, 2010, p. 21), relativizando a descoberta da

incomensurabilidade como um fator de crise para tal povo.

Independentemente desta questdo'?, os pitagdricos contornaram o impasse gerado
por esta situacdo com uma solugdo que veio constituir-se como caracteristica tipica da
cultura matematica grega da época: a relagdo entre a diagonal e o lado do quadrado nao

deveria ser expressa por um nimero, mas por meio de elementos geométricos.

Uma referéncia a esta concepcao cultural grega se encontra em Bekken (1994),
que retrata um trecho dos Didlogos, de Platdo, onde Socrates desenhou um quadrado de
dois pés de lado (ver figura la) e pede ao escravo de Menon que lhe mostre um

quadrado com o dobro da érea.

A 0
E D
Figura la Figura 1b Figura Ic Figura 1d

Figura 1: Representagdes do didlogo entre Socrates e um escravo [Fonte: Bekken (1994, p. 34-35)].

12 . . L. . .

A abordagem dos autores, no citado artigo, pode se constituir em aporte didatico para ilustrar e
desenvolver conceitos em cursos de licenciatura de Matematica, e, eventualmente, em alguns niveis mais
avanc¢ados de desenvolvimento de conhecimento dos nimeros irracionais no Ensino Médio.
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No relato de Platdo, o escravo argumentava que o quadrado deveria ter lado quatro

pés e Socrates desenhou esta resposta (figura 1b), o que revelaria que a éarea
quadruplicaria. Ao perceber que a area tinha aumentado mais do que o solicitado, o
escravo corrigiu a resposta, argumentando que o quadrado deveria ter lado trés pés
(figura Ic), o que ainda nao resolvia a questdo. Diante do impasse do escravo, Socrates

desenhou a solucao do problema (figura 1d).

A narrativa de Sécrates, presente nos didlogos de Platdo, ilustra a cultura tipica
dos gregos classicos. Ao ser tragcada a diagonal, o tridngulo ADO resultante, retangulo e
isosceles, possui metade da area do quadrado original. A construgdo proposta ¢
composta de quatro tridngulos retangulos e isésceles, equivalentes entre si. Entdo, a area

do quadrado ¢ equivalente ao quadruplo do tridangulo ADO, ou seja:

Area ABCD =4* Area ADO = 4 *% * Area AEOD = 2* Area do quadrado original.

Pode-se interpretar que a ‘Crise dos incomensuraveis’ propiciou uma alternativa, a
moda grega, de articulagdo entre a Aritmética e a Geometria, representando a superacao
inicial, no ambito historico, de uma tensdo presente na percepcao da existéncia dos

segmentos incomensuraveis pelos pitagoricos.

Bekken (1994) argumenta que esta solugdo geométrica encaminhada no didlogo
entre Socrates e o escravo de Menon, descrita em Platdo, modernamente representa a
solugio da equacio algébrica x* = 2. E se o foco se centrar na descoberta da medida do

lado do quadrado, a situagao recairia em um numero irracional.

O confinamento dos niimeros irracionais a Geometria promoveu imenso debate
em relacdo a questdo: os antigos gregos tinham a no¢ao dos irracionais como nimeros?
Diante desta polémica, Schubring (2005) pontua como negativa a resposta por grande

parte dos matematicos e historiadores atuais, posi¢do que adotamos neste texto.

A crenga nos numeros inteiros impeliu os gregos a ocultar os nimeros irracionais.

Este tipo de abordagem da cultura matematica grega gerou o conceito de nimero:

\

[...] ligado & Geometria. Somente o0s numeros inteiros eram
considerados numeros, enquanto que os outros numeros eram
considerados areas; particularmente as fragdes eram tidas como
quantidades; e Euclides entendeu que até os numeros inteiros eram
concebidos geometricamente, como segmentos de reta. Naquele
tempo a Aritmética grega fazia parte da Geometria” (SCHUBRING,
2005, p. 17, traducao nossa).

B[...] tied to geometry. Only the integers were understood as numbers (a—rijmdf) at all, while other number

areas; in particular fractions, were understood to be quantities; and Euclid understood even the integers
geometrically, as segments of straight lines. Arithmetic, at that time, formed an integral part of geometry.
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Ao se depararem com a existéncia dos irracionais, os pitagdricos lhes atribuiram
uma representagdo através da Geometria, contemplando em termos filoséficos os

segmentos incomensuraveis como uma imagem concreta de algo inimaginavel. Assim:

[...] todo ntimero podia ser expresso por um comprimento, mas existiam
comprimentos que ndo correspondiam a nenhum numero. [...] Jamais o
[ntimero] irracional teve na Grécia o valor de um numero, € 0s gregos
ndo possuiam simbolo para esta espécie de grandeza (KARLSON,
1961, p. 104).

Posteriormente, apds muitos séculos, a relagao entre a diagonal e o lado de um

quadrado foi representada pelo simbolo V2 , conforme se observa na figura 2.

A B

AC_ 1
AD

ol
D C

Figura 2: Relagdo entre a diagonal e o lado do quadrado.

Desde o surgimento da denominada ‘Crise dos Incomensurdveis’, por muitos
séculos 0s numeros irracionais permaneceram marginalizados e incompreendidos na
Matematica. No entanto, “[...] hd um consenso que até o século dezoito ndo houve um
esforco matematico para conceituar de modo satisfatério os nUmeros reais”

(SCHUBRING, 2005, p. 16).

O tratamento, regulacdo e sistematizagdo do conjunto dos niimeros reais e, por
consequéncia, 0s nimeros irracionais no campo do saber matematico se consolidou ha
pouco mais de 100 anos. Porém, o mesmo ndo ocorreu no campo do ensino basico da

Matematica, o que demanda alguns esclarecimentos sobre o tema.

O saber, elemento mediador do processo de ensino e aprendizagem'®, ¢ passivel
de ser repensado em nivel escolar. O conhecimento matemdatico dos numeros
irracionais, adquirido através do movimento histdrico e sistematizado pela comunidade
de matematicos, sofreu uma transposi¢ao didatica'® para ser ensinado em sala de aula.
Além do conhecimento em si, para se efetivar esta tarefa sdo necessarios referenciais

que permitam orientar ¢ fundamentar o modo como pode ocorrer tal tratamento.

' A interagdo no sistema de ensino ocorre segundo o sistema didatico stricto sensu, que comporta trés
elementos - o aluno, o professor e o saber - partes constitutivas de uma relagao dindmica e complexa - a
relagdo didatica - que leva em consideracdo as interagdes entre professor e alunos (elementos humanos),
mediadas pelo saber, elemento nao-humano que ¢ fundamental para a forma como as relagdes no sistema
didatico se estabelece, conforme sintetizam Chevallard; Bosch; Gascon (2001).

15 Segundo Chevallard, Bosch e Gascon (2001), transposicdo didatica ¢ o conjunto das transformagdes
que sofre um saber cientifico, para se constituir em objeto de ensino compreensivel ao aprendiz.
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Leviathan (2004) nos relembra que os numeros inteiros e racionais sao estudados
cuidadosamente na escola basica. No Ensino Fundamental II, os niimeros racionais
usualmente sdo apresentados como uma relagdo entre numeros inteiros ou expressos na
forma de um numero decimal exato ou por um numero decimal na forma periddica

(dizima periddica).

E usual, nos livros didaticos do ensino basico, a introdugdo dos numeros
irracionais por meio de trés caracterizagdes basicas, que sao:

(a) Um ntimero ¢ irracional se ndo puder ser escrito na forma a/b com
a,b € Z e b ndo-nulo [ou] Irracional ¢ o niimero que ndo pode ser
escrito na forma de fragdo; (b) Irracional € o nimero cuja representagao
decimal ¢ infinita e ndo-periddica [ou] Todo niimero escrito na forma
de um decimal infinito ndo-peridodico ¢ um nimero irracional; (¢) Os
nimeros irracionais positivos representam medidas de segmentos que
sdo incomensuraveis com a unidade (RIPOLL, 2001, p. 1).

A anadlise de livros didaticos presente em Santos, J. (2007) e Silva (2011b) indicou
que, quando o assunto ¢ abordado, a apresentacdo dos nimeros irracionais geralmente
enfoca situagdes pragmaticas, envolvendo a aproximagdo de resultados expressos

através de calculadora.

Em caminho oposto, as autoras observam que certos manuais preferem a
apresentacao tedrica, ora expondo um numero irracional como sendo uma dizima nao
periddica, ora definindo como niimeros irracionais 0s que ndo podem ser exXpressos por

meio de uma razao entre nimeros inteiros.

E usual a crencga que os caminhos para a introdugéio dos nimeros irracionais no
ensino basico pressupdem a necessidade de uma “[...] completa compreensdo dos
nimeros racionais pelos alunos”!¢ (VOSKOGLOU;KOSYVAS, 2011, p. 129, tradugao
nossa). Ponderamos que essa observagdo dos referidos autores reforca uma posigao
simplista e incompleta da problematica, pois implicitamente incorpora uma
desnecessaria ‘concepcdo negativa’, colocando os nUmeros irracionais como oS

nimeros nao-racionais, um ponto de vista insuficiente para caracterizar este tema.

Uma dificuldade para a compreensdao dos nimeros irracionais esta relacionada ao
modo como o ensino realiza a transposi¢ao didatica do tema dos nimeros reais, exposto
como a unido de dois conjuntos disjuntos: 0os nimeros racionais € 0s numeros

irracionais (LJ =@ [ Irracionais). Porém, muitas vezes, logo em seguida, os numeros

irracionais sao apresentados como os numeros reais que nao sao racionais. Esse € o

quadro da circularidade: quem sao os numeros reais? Quem sao 0s nimeros irracionais?

19 1...] a complete understanding of rational numbers by students.
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Rezende, W. (2003) destaca que esta apresentacao circular envolvendo os numeros
irracionais e os nimeros reais representa uma simplificagao, limitando o entendimento e
ndo esclarecendo a importancia do campo numérico dos irracionais e, consequentemente,

dos numeros reais, ao ensino da Matematica.

O ensino dos numeros irracionais ainda se encontra imerso em um mistério
profundo, expressdo de Palis (2005) que nos relembra a necessidade de maiores estudos
envolvendo tal tema. A ampliagdo do sistema dos niimeros racionais para o sistema dos
nimeros reais ¢ inicialmente abordado no 8° ou 9° ano do Ensino Fundamental. A
introducdo e tratamento dos nuameros irracionais requerem “[...] um trabalho
investigativo que abrange uma reflexdo sobre como ensinar € como ensinar a ensinar

nimeros reais, uma das ideias fundamentais da matematica” (PALIS, 2005, p. 5).

A etapa de transicdo dos numeros racionais para os numeros reais nao pode

ocorrer sem a apresentacao dos nimeros irracionais. Neste sentido, como seria:

[...] possivel passar do sistema dos nimeros racionais para o conjunto
dos niimeros reais sem descrever o conjunto dos nimeros irracionais?
Os numeros irracionais sdo parte de um sistema e ficam incompletos
sem a conceituagdo dos nlimeros reais. Renegar os niimeros irracionais
¢ suficiente para derrubar todo o sistema. Isto ¢ o que acontece hoje em
dia'” (FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995, p. 30, tradugio nossa).

Em relagdo as apresentacdes usuais presentes nos manuais didaticos, outra situacao

problemadtica em relagcdo aos nimeros irracionais € que tais colegdes geralmente:

[...] pressupdem a existéncia de outros numeros além do universo
trabalhado até o momento pelos alunos (a saber, o de numeros
racionais) - o que ja ¢, no minimo, incoerente, quando o que se quer ¢
ampliar o conjunto dos niimeros; fica pressuposta também a capacidade
de um manejo com tais numeros que os permitam saber decidir se eles
podem ou nao ser escritos na forma de fragdo (RIPOLL, 2001, p. 1).

A autora destaca problemas com a abordagem circular envolvendo os nimeros
irracionais e os reais quando ao aluno sdo apresentados outros numeros. Na pesquisa

realizada no 9° ano do Ensino Fundamental, Ripoll (2001) destaca que alguns alunos

erroneamente afirmam que +v—1 ¢ um nimero irracional, pois ndo pode ser escrito na

forma de fragao.

Em situagdes que envolvam os numeros complexos, no Ensino Médio, podem
ocorrer problemas. Por exemplo, os “[...] nimeros imaginarios ndo podem ser escritos

na forma de fragdo, e nem por isso sdo irracionais” (RIPOLL, 2001, p.1).

'71...] possible to pass from the rational numbers to the set of real numbers without describing the set of
irrational numbers? The irrational numbers are a part of the system and without them the concept of real
numbers is incomplete. It suffices to neglect the irrational numbers and the whole system falls apart. This
is what happens today.
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Vale relembrar que os nimeros irracionais, tema desta pesquisa, representam uma
ideia matematica sofisticada, ndo trivial e pouco intuitiva, dificultando a abordagem
deste assunto em sala de aula. Esta intrinseca caracteristica tedrica remete a uma
necessaria busca de recursos didaticos e epistemolodgicos para discutir a problematica de

introduzir esse campo numérico de modo significativo, no ensino basico.

Pouca atencdo ¢ dada aos numeros irracionais na Matematica
Elementar. A principal razdo, em nossa opinido, ¢ que a matematica da

4

escola basica ¢é essencialmente concebida como um conjunto de
aplicagdo de técnicas'® (FISCHBEIN; JEHIAM; COHEN, 1995, p. 29,
traducdo nossa).

Referéncias contidas nos PCN, Brasil (1998) citam que o trabalho com nimeros
irracionais no ciclo basico se encontra simplificado, limitando-se a apresentacao de
algumas raizes enésimas irracionais, na exposicdo de propriedades de radicais, em

calculos operatdrios com radicais e na apresentacgao de .

O mesmo documento recomenda que, no decorrer do ensino, o conhecimento deve

ser construido num processo em que se enfatizem os nimeros como instrumento:

[...] eficaz para resolver problemas, e também como objeto de estudo
em si mesmo, considerando-se, nesta dimensao, suas propriedades, suas
inter-relages e 0 modo como historicamente foram constituidos. Nesse
processo, o aluno percebera a existéncia de diversos tipos de niimeros
(naturais, negativos, racionais e irracionais), bem como de seus
diferentes significados, a medida que deparar com situa¢des-problema
envolvendo operagdes ou medidas de grandezas, como também ao
estudar algumas das questdes que compdoem a histéria do
desenvolvimento do conhecimento matematico (BRASIL, 1998, p. 50).

Diante de tais sugestdes e reflexdes surgem alguns questionamentos sob o ponto
de vista didatico e epistemoldgico. Se os niumeros reais sao pontuados como um objeto
de estudo, em si mesmo, por que hd uma tendéncia de tratamento como ferramenta no
ensino bésico, num viés de operagdes muitas vezes permeadas de regras, sendo pouco

destacados os aspectos essenciais de sua concepg¢ao, estrutura e natureza?

Esta questao requer uma apreciavel gama de pesquisas, em virtude da importancia
dos ntimeros reais ¢ dos numeros irracionais para o ensino basico. Porém, no campo

académico, existem poucos trabalhos envolvendo estes temas no ciclo basico.

Destacamos, a seguir, os resultados apontados nas principais investigagdes
realizadas em torno da tematica dos numeros irracionais € dos nimeros reais, de modo a

situar as abrangéncias e as contribui¢des com relagdo ao ensino bésico.

'8 Little attention is paid to the irrational numbers in school mathematics. The main reason, in our
opinion, is that school mathematics is essentially conceived as an ensemble of solving techniques.
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Pesquisadores como Fischbein; Jehian; Cohen (1995), Soares; Ferreira; Moreira
(1999), Rezende, W. (2003), Zazkis;Sirotic (2004), Boff (2006), Sirotic;Zazkis (2007),
Costa, L. (2009) e Silva (2011a) relatam a pouca énfase dada ao ensino dos irracionais e
também os escassos estudos e pesquisas educacionais focando explicitamente a
conceituagdo de numeros irracionais no ciclo basico, se considerarmos a inerente ¢

complexa problematica da aprendizagem do referido assunto.

Fischbein, Jehiam e Cohen (1995), pesquisaram as dificuldades na conceituagdo
dos irracionais em estudantes concluintes da educacdo basica e outros iniciantes do
curso de Licenciatura em Matemadtica, em Telaviv. A pesquisa diagnosticou que a
maioria dos estudantes apresentou concepgdes erradas com relacdo ao tema,
descrevendo niimero irracional como sendo aquele que possui uma representagdo
decimal infinita, porém periddica, ou como um nimero negativo, ou um nimero que
ndo ¢ inteiro. As respostas indicaram que os alunos pesquisados geralmente nao

diferenciaram numeros racionais de irracionais.

Os autores tinham como hipodtese que a percepcao das grandezas incomensuraveis
e a propriedade de densidade'’ dos numeros reais se constitufam em obstaculos a
compreensdo do conceito, tal como ocorreu na histéria do conhecimento matematico.
Os pesquisadores observaram que os resultados das pesquisas ndo confirmaram tal
conjectura, permitindo aqui elencar uma questao: os resultados e obstaculos da histéria
da matematica, por si sO, podem constituir base para conceber situacdes de ensino, sem

referenciais norteadores?

Outra recomendacgao se faz com relagdo ao entendimento conceitual dos diversos

tipos de numeros, de modo que os autores consideram inaceitavel que o curriculo de:

[...] Matematica para o Ensino Fundamental ¢ Médio ndo provém o
conhecimento necessario em rela¢do aos sistemas numéricos. Em nossa
opinido, os conceitos de nimeros naturais, racionais, irracionais e reais
devem ser explicitamente e sistematicamente ensinados. Mas ndo
estamos nos referindo somente aos conhecimentos técnicos, defini¢cdes
e procedimentos operativos. Também consideramos que a resolugdo de
problemas propicia aflorar o pensamento intuitivo, sem o qual a
Matemadtica se torna um mero esqueleto (FISCHBEIN; JEHIAM;
COHEN, 1995, p. 43, tradugdo nossa). 20

' A densidade é uma propriedade raramente abordada no ensino basico brasileiro. Segundo Caraga
(1970), um conjunto numérico ¢ denso se “[...] entre dois dos seus elementos quaisquer existe uma
infinidade de elementos do mesmo conjunto” (p. 56).

20 «[..] Mathematics for middle and high schools do not provide the basic knowledge of the number
system. Our opinion is that the concepts of natural, rational, irrational and real numbers should be
explicitly and systematically taught. But we do not refer to mere technical knowledge, definitions and
solving procedures. We refer also to the problems raised by the intuitive background without which
mathematics is a mere skeleton”.
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A posicdo de Fischbein, Jehiam e Cohen (1995, p. 37, tradug@o nossa) € que o
estudo dos niimeros reais requer a compreensao do papel da estrutura matematica, pois
“[...] o entendimento exato e formal do termo ‘nimero irracional’ ¢ perdido na

totalidade da estrutura conceitual®'”.

Ponderamos que este parecer ndo encerra a complexidade da dificuldade da
abordagem dos numeros irracionais na educagao basica, pois a transferéncia do critério
matematico (exato e formal) para o ensino também requer uma reflexdo perante as

possibilidades inerentes ao intrincado campo didatico, histérico e metodoldgico.

A pesquisa de Arcavi et al. (1987 apud Sirotic;Zazkis, 2007) com professores,
relata que os entrevistados acreditavam que o conceito de irracionalidade repousa
exclusivamente sobre a representacdo decimal. Além dessa restrita concepg¢do, os
resultados revelaram dificuldades dos professores no reconhecimento da racionalidade
ou irracionalidade de um nUmero. Estes resultados da referida autora causam
preocupacao € nos motivam para a discussdo da necessaria ampliacdo do repertorio de

significados com relagdo ao tema dos nlimeros irracionais.

Peled e Hershkovitz (1999 apud Sirotic;Zazkis, 2007) realizaram pesquisa
envolvendo licenciandos em Matematica. Os autores concluiram que estes conheciam a
defini¢ao formal e as caracteristicas de numeros irracionais, mas falhavam em tarefas
que exigiam o uso com diferentes representacdes, assim como em situagdes envolvendo

o valor limite de um processo.

Considerando-se agora a pesquisa de Dias (2007), esta visou observar e
compreender as relagdes que “[...] pode haver entre a formacdo da imagem conceitual
de numero real, elaborada pelo professor, ¢ os fundamentos logico-histéricos do
desenvolvimento conceitual dos niumeros reais que configuram as atividades de ensino

[basico]” (p. 22).

Adquirir um conceito, para Tall ¢ Vinner (1981 apud Dias, 2007), ¢ formar uma
imagem conceitual deste, que pode ser expressa por meio de representagdes mentais,
impressdes, experiéncias e propriedades, constituidas na estrutura cognitiva do
individuo. Para Dias (2007, p. 21), “[...] € necessario um estudo que supere os limites da

psicologia cognitiva realizada por Tall e Vinner”.

1 «[...] the exact, formal understanding of the term ‘irrational number’ which is missing in the entire

conceptual structure”.
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A autora prop0s o desenvolvimento da reta real na perspectiva logico-histdrica,
visando a apropria¢do e objetivacdo dos conceitos tedricos dos numeros reais, sob os
pressupostos da atividade orientadora de Moura (1996 apud Dias, 2007), que busca a

compreensdo do desenvolvimento humano organizado pelo meio sécio-historico.

A referida pesquisa, na perspectiva Historico-Cultural, utilizou a intertextualidade
como meio de captar e evidenciar o movimento da imagem conceitual dos nimeros
reais. A andlise situou que o pensamento numérico perpassa pelo discreto-denso-

continuo; comensuravel-incomensuravel; finito-infinito; cardinalidade-ordenagao.

A pesquisa revelou contraposi¢des no movimento do pensamento dos professores:
analise/sintese; aparéncia/esséncia; empirico/tedrico; forma/contetdo; intuicao/dedugao;
logico/historico. O trabalho realizado apontou indicios sobre as dificuldades, pelos
professores, na abordagem conceitual e didatica desse assunto. No processo de
conscientizacdo do modo de produgdo, a autora inferiu que “[...] por algumas
manifestagdes nas discussdes ¢ avaliagdes, houve ao menos uma tomada de consciéncia

desse processo” (DIAS, 2007, p. 243).

As dificuldades apontadas em Dias (2007) sdo preocupantes, pois as atividades
foram aplicadas a professores com certa bagagem em relacdo aos numeros reais. E
como se situariam as mesmas atividades perante alunos que desconhecem os numeros
reais? Ainda, os referenciais situados seriam suficientes para trabalhar os nimeros

irracionais como saber a ser ensinado?

Os relatos de pesquisa realizada por Pinto e Tall (1996) e por Silva e Igliori (1998)
com alunos do Ensino Superior, assim como o trabalho de Silva e Penteado (2010) junto
a professores universitarios, apresentaram resultados similares. Em particular, houve a
indicagdo que poucos sujeitos de pesquisa conseguiram exemplificar, como nimero

irracional, as raizes enésimas irracionais ou o nimero PI.

Voskoglou e Kosyvyas (2011) realizaram pesquisa com alunos do ciclo
secundario, tendo como hipotese que as dificuldades intuitivas com relagdo ao
entendimento e compreensdo dos numeros irracionais estavam vinculadas as

representacdes semidticas.

Um primeiro pressuposto dos autores foi que os alunos deveriam conhecer a
equivaléncia entre as dizimas periddicas e as fragdes. O segundo quesito era que a
defini¢do de segmentos incomensuraveis deveria ser apresentada com grande cuidado e
austeridade, a fim de evitar a incompreensdo, pelos alunos, de que a operagdo de

aproximagao ndo corresponde a um niimero irracional.
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A referida pesquisa, ao situar a hipdtese na questdo da semidtica, limitou a
possibilidade de encaminhar modos alternativos para ensinar o tema dos nimeros
irracionais. Esta concep¢ao de Voskoglou e Kosyvyas (2011) ndo leva em consideragdo
que a palavra e os signos devem caminhar lado a lado para significar determinado

conhecimento, conforme propde Vygotsky (1998a,b).

Os pressupostos citados na pesquisa se distanciam de uma perspectiva realista de
conhecimentos dos alunos. Deste modo, questionamos a posicdo do autor em
considerar, como condi¢ao imprescindivel, que o aluno deva dominar os conhecimentos
prévios, no caso 0S numeros racionais, para acessar um novo conhecimento.
Acreditamos que ¢ possivel estabelecer relagdes entre os novos conhecimentos e os
anteriores, numa relacdo que permita a introdu¢do do novo conhecimento associado a

compreensdo ¢ ampliagdo de conhecimentos diversos e prévios.

Souto (2010) realizou pesquisa diagndstica em livros didaticos envolvendo o tema
dos numeros irracionais ¢ dos nimeros reais. O objetivo foi analisar de que modo o
conceito de niimero irracional e de numero real ¢ organizado nos livros didaticos
utilizados na escolaridade basica, no Brasil. O fundamento metodoloégico centrou-se na
Teoria de Registros de Representacao Semiotica, de Duval (2003), para verificar quais
registros de representacdo sdo empregados e na Teoria Antropoldgica do Didatico, de
Chevallard (1999), a fim de constatar como a organiza¢do do livro didatico propde a

promocao da aquisicdo dos nimeros irracionais € dos nimeros reais.

A referida pesquisa pontuou a posi¢ao de Chevallard (1999), onde a aquisi¢ao de
conhecimento (ou de toda atividade humana) ¢ condicionada a uma vivéncia de

organizagao praxeologica. Esta perspectiva considera essencial que as tarefas propostas:

[...] nos livros didaticos valorizem ndao somente técnicas de solugdo,
mas algum discurso racional que justifique e que esclareca tais
técnicas, ¢ que tal discurso racional esteja fundamentado em um
discurso teodrico, possibilitando assim a constru¢do de uma
organizagdo praxiologica completa (SOUTO, 2010, p. 41).

O autor destacou que, “[...] de forma geral, nossa analise sugere que a abordagem
dos livros didaticos privilegia: defini¢des baseadas na representagao decimal; tarefas
envolvendo procedimentos como classificagdo em numero racional e irracional e
determinagdo de fracdes geratrizes; registros de representagdo simbolico-algébricos;
notas historicas enfocando nomes e datas. Entretanto, tais atividades sdo tratadas de

forma mecanica e com pouco ou nenhum aprofundamento conceitual” (SOUTO, 2010,

p. ix).
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Souto (2010) pontuou a elevada frequéncia da exposicdo de exemplos para
justificar conceitos e propriedades, recurso principalmente utilizado na apresentagao dos
numeros irracionais, o que pode levar a uma falha de entendimento e conceitualizacao.
Também, Souto (2010, p. 100) relatou que “[...] a praxeologia relacionada as tarefas
envolvendo os numeros irracionais e reais ¢ incompleta, valorizando técnicas

relacionadas ao saber fazer”.

Passamos agora a considerar a pesquisa de Boff (2007), que prop0ds a construgao
dos niimeros reais pela régua decimal infinita, em atividades desenvolvidas a alunos do
Ensino Fundamental e Médio, na propria sala de aula da pesquisadora. A régua decimal
infinita parte da concepgao da extensdo do conjunto dos niimeros racionais, utilizando a
representacdo decimal pelo algoritmo da divisdo e realizando truncamentos por

aproximacao, de acordo com a acuracia desejada.

Este procedimento construtivo ¢ um método de preencher intervalos numéricos,
permitindo escrever uma lista infinita e ndo periddica pela insuficiéncia dos niimeros
racionais, segundo os referenciais teéricos expressos em Ripoll (2001)*. A ideia é
utilizar a nogdo de convergéncia de uma sequéncia de truncamentos numa expansao
finita, seguida da representacdo na reta real. Leviathan (2004) considera que a régua
decimal infinita alia o rigor matematico a uma apresentacdo construtiva e intuitiva,

permitindo acessar conhecimentos prévios e introduzir novos conceitos.

Na sequéncia da pesquisa, a professora declarou: “J4 sabemos que a diagonal de
um quadrado de lado unitario ndo pode ser expressa por uma fracdo [de numeros

inteiros]; entdo, como serd produzida esta lista?” (BOFF, 2007, p. 169).

Os didlogos presentes na referida pesquisa, expressos como registros transcritos
em forma de protocolos, ndo explicitaram como os alunos produziram a referida lista
para o caso dos numeros irracionais. O texto da referida pesquisa citou que os “[...]
alunos se contentaram com duas casas decimais e a seguir se manifestaram: Chega! Ja

entendemos” (BOFF, 2007, p. 171). Nesse momento a pesquisadora encerrou a questao.

Em termos praticos, a pesquisa de Boff (2007) revelou uma dificuldade intrinseca
ao procedimento realizado. Os alunos limitaram-se a produ¢do de uma lista finita para
intentar a ideia da criagdo de um processo infinito. Mas, entdo, como aliar um processo

construtivo e finito, a concepcao da régua decimal infinita?

22 Leviathan (2004) e Pasquini (2007) também realizaram pesquisas no mesmo enfoque.
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Acreditamos que tal situagdo seja passivel de ser abordada se forem considerados
tanto o uso de recurso computacional como as experiéncias de pensamento®. O acesso a
estas ferramentas pode favorecer o pensamento indutivo, o que propicia conceber ideias
importantes, sem necessariamente envolver a elaborada escrita axiomatica relacionada a

tematica, como pode ocorrer na intuicdo do conceito de convergéncia de séries.

Nesse sentido concordamos que o momento de apresentagdo dos numeros reais na
“[...] escolaridade basica nao deve comecar com grandes ideias, mas eventualmente
levara a tais ideias (séries e sequéncias convergentes), sendo desejavel utilizar métodos
de ilustracio computadorizados™ (LEVIATHAN, 2004, p. 3 p. 37, tradugdo nossa).

Em outra pesquisa, Silva (2011a) analisou livros didaticos de Matemadtica do
Ensino Médio, com a finalidade de ilustrar o modo como os manuais apresentam o tema
dos numeros reais, com base nas categorias conceituagdo, manipulacdo e aplicagdo. A

pesquisa revelou que os manuais carecem de explicagdes na apresentacao:

[...] dos nimeros irracionais como o conjunto de todas as dizimas ndo
periddicas, ou seja, todos os numeros que possuem representagao
decimal infinita e ndo periodica. Outra situagdo que evidenciamos € o
pouco trabalho realizado com as representagdes decimais. O aspecto
operacional dos numeros reais é pouco trabalhado, principalmente com
os numeros decimais infinitos (SILVA, 2011b, p. 4-5).

Com base nos resultados na analise dos livros didaticos, a autora propds atividades
e analisou as imagens conceituais reveladas por alunos da 3% série do Ensino Médio. O
objetivo deste trabalho foi descrever os atributos relevantes e irrelevantes relacionados
aos numeros racionais e irracionais, que possibilitassem a manifestagdo de exemplos
protétipos e resultados logico-analiticos, de acordo com Hershkowitz (1994), que, sob

nossa perspectiva, se constitui em um critério essencialmente matematico.

Cada conceito possui um conjunto de atributos relevantes e de exemplos, onde
“[...] os atributos criticos (ou relevantes) sdo aqueles que um exemplo deve ter de modo
a ser um exemplo de determinado conceito. Os atributos nao-criticos (ou irrelevantes)
sdo aqueles que apenas exemplos particulares possuem” (HERSHKOWITZ, 1994, p.
68). A autora considera que as estruturas formadoras dos conceitos na Matematica
podem ser constituidas por uma conjungdo de atributos relevantes. Para Herskowitz
(1994) ¢ desejavel que os alunos baseiem suas justificativas nos atributos criticos e

superem as tendéncias visuais, mais propensas a equivocos nas categorizagoes.

23 . . - .

Conforme Machado (1991), o experimento mental remonta a tradi¢do da filosofia grega e consiste em se
estabelecer um raciocinio logico envolvendo um experimento cujas conseqiiéncias ou extrapolagdes podem ser
ampliadas pela imaginagdo, mas a concretizagao da situagdo pode nao ser realizavel ou se efetivar.

** An introduction to real numbers at this early stage, should not start with ‘big ideas’, but should eventually lead
to such ideas (convergent sequences/series); it is desirable that the method be illustrated using computerized
programs.
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A autora conjectura que o processo de aprendizagem dos conceitos deve se situar
entre os julgamentos prototipicos e analiticos, que fagcam o aluno se apropriar dos

atributos criticos pelos sucessivos retornos frente as tentativas realizadas.

Nas atividades desenvolvidas, os alunos apresentaram dificuldade “[...] na
identificacdo de nimeros racionais e irracionais € na elaboracdao de suas justificativas,

nem sempre em consonancia com a classificacao” (SILVA, 2011b, p. 17).

Herskowitz (1994) descreveu um possivel caminho para a abordagem das nogdes
de incomensurabilidade e completude dos numeros reais. A autora aponta o algoritmo
da divisdo como mecanismo “[...] disparador para enunciar ¢ compreender resultados
importantes sobre fragdes” (SILVA, 2011a, p. 139). A proposta da autora consiste em
definir o sistema de niimeros reais como a totalidade das decimais infinitas: as decimais
finitas s3o um caso especial onde a partir de certa casa os digitos sdo representados por
zero. Com isto, Herskowitz (1994) espera incrementar o repertdrio de exemplos

positivos e negativos relacionados aos niimeros racionais € irracionais.

Outro enfoque citado ¢ a necessidade da exploragdo das nog¢des de densidade e
infinitude, em “[...] atividades que possibilitem o surgimento de processos que
envolvam a passagem ao infinito, principalmente fazendo uso das sequéncias infinitas e
convergentes e as divisdes de numeros inteiros que gerem as dizimam periddicas”

(SILVA, 2011a, p. 279).

Em sintese, algumas pesquisas diagnosticaram as dificuldades e concepcdes de
alunos secundaristas, graduandos em exatas, licenciandos e professores de matematica
de ensino basico, enfim, sujeitos de pesquisa que, apesar da variacdo em grau, de certo
modo ja possuiam algum conhecimento em relagdo aos niimeros reais. Os resultados
expressos destas pesquisas confirmaram que naturalmente estes sujeitos possuem

dificuldades em representar ou expressar concep¢ao a respeito dos nimeros irracionais.

Em relacdo as demais pesquisas que analisavam o material didatico destinado ao
ensino basico, os resultados evidenciaram alguns elementos que contribuem, em maior
ou menor medida, para dificultar a aprendizagem. Ainda, os autores apontaram algumas

estratégias locais, com base nos referenciais propostos, para encaminhar solugdes.

De modo geral, tais propostas contribuem para fomentar discussdes, incentivar a
busca de ideias e apresentar sugestdes locais de encaminhamento e alternativas que
certamente colaboram com o ensino de tal tema. Porém, as ponderagdes expressas nas
analises realizadas pelos respectivos autores nao convergem para um quadro mais

amplo que considere uma perspectiva global para o ensino deste tema em sala de aula.
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A revisao realizada compds um quadro situando esta investigagdo no contexto da
Teoria dos Numeros, considerando que os numeros irracionais € 0S nimeros reais
representam ideias matemadticas fundamentais, o que remete a necessidade de discussoes

em torno dos modos de abordagem e tratamento destes temas no ensino basico.

Consideramos aqui a perspectiva de Bruner (1987), que entende por ideia
fundamental aquela que possui ampla e poderosa aplicabilidade, permitindo tornar a
disciplina mais compreensivel, favorecendo a transferéncia de aprendizagem,
diminuindo a distancia entre o conhecimento avangado ¢ o conhecimento elementar, o
que possibilita a reconstituicdo de caminhos e pormenores, na eventualidade da

necessidade ou da viabiliza¢ao da constru¢ao do conhecimento.

Inspirados ainda em Bruner (1987), este trabalho teve como prerrogativa a
existéncia de uma abordagem significativa dos nimeros irracionais, como conhecimento

a ser ensinado na Matematica da escolaridade basica, do ponto de vista epistemologico.

A referéncia ao campo da epistemologia se faz perante a exploracdo da relagdo
dialética presente no campo dos nimeros irracionais com 0s numeros reais, pela
possibilidade de explicitar as conexdes que permeiam os poOlos discreto/continuo;
exato/aproximado; finito/infinito, pilares que constituem ideias fundamentais que
podem transcender os aspectos técnicos ainda presentes nos varios anos do atual ensino

da Matematica Elementar.

De modo geral, vale destacar que desde o fim do século XIX até os dias de hoje o
processo de educacao “[...] afastou-se da énfase na compreensdo geral para a énfase na

aquisicao de habilidades especificas” (BRUNER, 1987, p. 5).

Diante do quadro retratado, como opgao inicial de investigacao dirigimos o olhar
para um aspecto fundamental referente ao recurso e ao modo como se situa o tema dos

nuameros irracionais no ensino basico: o livro didatico.

O livro didatico ¢ uma fonte muito utilizada para nortear o trabalho em sala de
aula. Acreditamos que a observa¢cdo no modo como o discurso presente nos manuais ¢
veiculado para efetivar o encaminhamento para introduzir e desenvolver o tema dos
numeros irracionais se constituiu em um possivel recurso para situar referenciais

didaticos e epistemologicos que permitam encaminhar tal problemaética.

As respostas advindas da andlise inicial dos manuais escolares, proposta nesta
pesquisa, tiveram a intencao de verificar se havia necessidade de discutir € encaminhar

aportes tedricos para a efetivagdo de tratamento frente aos entraves apontados.
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A andlise dos manuais escolares verificou que ainda se encontra presente, no
ensino bésico, a concepcao recorrente em se privilegiar e destacar aspectos associados

ao finito e ao exato, ocultando os complementares: o infinito e valor aproximado.

A discussdo das tensdes inerentes aos pares finito/infinito e exato/aproximado,
com as naturais implicagdes permitiu um enfoque enriquecedor, que utilizamos para

administrar a complexidade da temdtica dos niimeros irracionais no ciclo basico.

Esta pesquisa permeou o desenvolvimento historico viabilizado pela construg¢do do
conhecimento matematico envolvendo os numeros reais. Esta op¢do possibilitou
entender os condicionantes matematicos envolvidos, sistematizar as conexdes com a

didatica do ensino basico e esclarecer as possibilidades de abordagem deste tema.

Pelas consideragdes tecidas, foram encaminhados aspectos epistemoldgicos
envolvendo os nimeros reais que o caracterizaram como ‘tema mapeador’, pela
possibilidade de estabelecer relagdes internas aos temas presentes no curriculo vigente
de Matematica, através da concep¢ao da metafora do conhecimento como rede,
conforme Machado (1995). Tal enfoque, proposto como referéncia norteadora de agdes,
visou realcar os significados e enriquecer os conhecimentos matematicos, que permite

uma relacdo ensino e aprendizagem mais articulada e abrangente.

A via de abordagem visou compreender e situar os significados do conceito de
numero irracional, através dos eixos constitutivos do conjunto dos nuimeros reais,
conflitantes por natureza, porém complementares e passiveis de interagir, representados

pelos pares: finito/infinito; exato/aproximado; discreto/continuo.

As relagdes de tensdo e interagdo entre estes eixos situaram um ‘espago de
significacdes’ como um campo que permite o entendimento, a orientacdo e a
viabilizagdao de uma abordagem mais abrangente e significativa dos nimeros irracionais

na Matematica Elementar, assunto discutido no decorrer deste texto.

Um foco complementar deste trabalho foi fornecer elementos tedricos que possam
contribuir para as aulas de Matematica de ensino basico, constituindo-se em agdo para
esclarecer o importante papel dos niumeros irracionais e dos niumeros reais para alicergar

ideias fundamentais desta disciplina.

A possibilidade de ilustrar algumas ideias em atividades situando alguns nimeros
irracionais mais destacados se constituiu em possivel ag¢do que possibilita a
compreensdo dos significados relativos a questdo da aproximacao e as relagdes com um

processo infinito, conceitos inerentes ao tema dos nimeros reais.
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Os Objetivos e as questdes da pesquisa

Em face das ponderacdes tecidas nesta pesquisa, destacando as limitagdes dos
aspectos operatorios, deterministicos e exatos para a apresentacdo dos numeros
irracionais, nossa hipotese se situa em Bruner (1987), que considera viavel a abordagem
de qualquer ideia fundamental da matematica nesta faixa de ensino, desde que

respeitadas certas condicdes.

Consideramos que as mutuas conexdes presentes na epistemologia do tema dos
nimeros reais - os pares discreto/continuo; exato/aproximado; finito/infinito - se
constituem em elementos necessarios, essenciais e fundamentais para ampliar o leque de

possibilidades de abordar de modo significativo os numeros irracionais no ensino basico.

Diante dos pressupostos apontados, o presente estudo teve por objetivos:

( (@) mapear nos livros didaticos o discurso de apresentagdo e desenvolvimento dos

numeros irracionais no Ensino Fundamental II ¢ no Ensino Médio;

(b) compreender os requisitos conceituais necessarios e propor um referencial
< tedrico que permita organizar e orientar a apresentacao e o desenvolvimento

significativo do tema dos nimeros irracionais no ciclo basico;

(c) claborar situagdes de ensino que possibilitem ilustrar meios de viabilizar e

explorar os aportes teoricos propostos como recurso norteador da apresentagao

\ significativa dos nimeros irracionais em sala de aula.

As ponderagdes feitas embasam as seguintes questoes:

( (a) Considerando-se como fonte o livro didatico, como sdo apresentados do ponto
de vista didatico e epistemoldgico alguns temas envolvendo os numeros

irracionais no ensino basico?

(b) Considerando-se aspectos didaticos, historicos € epistemologicos, quais
< referenciais tedricos sdo necessarios e suficientes para introduzir e desenvolver

de modo significativo os niimeros irracionais no ciclo basico?

(c) Se e como ¢ possivel utilizar os aportes propostos em situagdes de
aprendizagem, adequadas a faixa etaria dos alunos do Ensino Fundamental e
\ Médio?

Apresentados os argumentos, o presente texto foi organizado em trés capitulos.

No Capitulo 1 foi idealizada uma pesquisa diagndstica em uma amostra de quatro
colecdes de livros didaticos de Matematica, para observar e analisar, se € como sao
introduzidos e desenvolvidos, em termos didaticos e epistemologicos, alguns temas

essenciais envolvendo os nimeros irracionais, nesta faixa de ensino.
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No Capitulo 2 situamos a importancia e as varias acepgoes do ato de significar, nos
reportando a Vygotsky (1998b), que considera a formagdo de conceitos como um ato
auténtico do pensamento, direcionando a atividade cognitiva para o uso da linguagem.
Os aportes tedricos escolhidos situam aspectos historicos, epistemoldgicos e didaticos,
de modo a delimitar as possiveis e necessarias abordagens no ensino basico. Tal
encaminhamento recaiu na descri¢do, discussdo e analise dos fundamentos tedricos dos
eixos constitutivos dos numeros reais, representados pelos pares: discreto/continuo;
exato/aproximado; finito/infinito, explicitados em Machado (2009). O referencial
norteador permitiu compor um ‘espaco de significagcdes’, um campo que se caracteriza
pela presenca, impregnag¢do e organizacdo dos eixos norteadores discreto/continuo;
exato/aproximado/estimado e finito/infinito, cujas mutuas interagdes viabilizam e
norteiam diversos caminhos para a tecitura de significados aos niumeros irracionais. Isto
traz implicagdes favoraveis ao atual ensino de Matematica, quando constatamos, no
Capitulo 1, o aspecto unidirecional, separatista e fracionado em relacdo a somente um
dos podlos do par empirico&teérico. A interacdo dialética inerente ao ‘espaco de
significacdes’ expoOs relagdes internas a propria Matematica, o que revaloriza assuntos
presentes no atual curriculo, favorecendo a atualizacdo curricular pela discussdao de
temas geralmente abordados somente no Ensino Superior, mas que, com a devida escala,
podem ser mapeados e trazidos para o ciclo bésico, numa transposi¢do didatica

adequada que permite a articulacdo de ideias matematicas significativas.

No Capitulo 3 ilustramos as contribuigcdes tedricas discutidas anteriormente,
através de propostas de situagdes de ensino, abrangendo tanto o Ensino Fundamental 11
como o Ensino Médio. A agdo teve como foco realgar as relacdoes de
complementaridade entre os Universos dos Numeros Racionais e os Numeros
Irracionais, pela exploracao das conexdes entre os conhecimentos envolvidos na
elaboracdo historica do numero PI, do numero de Euler ¢ do nimero de ouro,
compondo uma rede de significados, conforme Machado (1995), a qual permite
estabelecer relagdes entre os temas presentes no curriculo da escola bésica. Apos a
exposicao dessas situagdes, acrescentamos uma possibilidade de atualizar o curriculo,
pela abordagem das Fracdes Continuas, como um possivel tema extensivo e
enriquecedor a rede de relagdes intramatematicas e interdisciplinares, de modo a

ampliar o leque de possibilidades de significar os nimeros irracionais.

Por ultimo, apresentamos as conclusdes deste trabalho, baseadas nas deliberagdes
anteriores, permitindo entdo desenvolver reflexdes e levantar questdes, ponderagdes e

implicagdes para futuras pesquisas nesta area de estudo.



CAPITULO 1

Os Numeros Irracionais e o Livro Didatico
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CAPITULO 1: Os Nameros Irracionais e o Livro Didatico

Diante das dificuldades e obstaculos apontados na apresentacdo, com relacdo ao
ensino dos numeros irracionais, na perspectiva de conhecimento a ser ensinado na
escola basica, neste capitulo dirigimos a atencao para o recurso tipico que representa o

modo como se situa o tema: o livro didatico.

De modo geral, ¢ consenso que no material destinado ao ensino de Matematica ha
predominancia da concepcao dos nimeros como ferramenta operatéria para calculos de
natureza aritmética e em manipulagdes de expressdes algébricas. Tal quadro representa
uma simplificacdo, visto que o:

[...] ensino dos ntimeros e das operagdes na educagdo basica ndo deve
visar a aquisi¢do de um conjunto de técnicas rotineiras, mas, sim, uma
aprendizagem significativa ligada a uma compreensdo relacional das
propriedades dos numeros e das operacdes. Ndo basta aprender
procedimentos, € necessario transforma-los em instrumentos de
pensamento (ABRANTES; SERRAZINA; OLIVEIRA, 1999, p. 47
apud COELHO, 2005, p.29).

Especificamente em relacdo a apresentagdo e desenvolvimento dos numeros
irracionais ¢ dos nimeros reais, inicialmente apontamos alguns resultados obtidos nas
pesquisas diagndsticas realizadas por Santos, J. (2007), Boff (2007), Souto (2010), Silva
(2011a), em livros didaticos, que reforcam o quadro acima exposto e ainda destacam

algumas particularidades.

Ao analisar a abordagem dos numeros reais nos livros didaticos, Santos, J. (2007)
observou que a apresentagdo geralmente ¢ realizada com enfoque algébrico. Em
particular, a autora relata que os nimeros racionais sdo abordados por dois modos:
Q1= {x/x=a/b,abe Z, b+#0} ou Q,= {x/ x ¢ um numero decimal exato ou x ¢ dizima
periodica}, sendo que poucos livros mostram a equivaléncia entre essas duas formas.
Quanto aos niimeros irracionais ocorre um cendrio idéntico: ou sdo apresentados por
situagdes que podem ser representadas pela forma I; = {x/ x ndo ¢ da forma a/b, a,beZ,

b#0} ou como I, = {x/ x ¢ um nimero decimal infinito que nao ¢ dizima periddica}.
As pesquisas revelaram livros que sequer mencionam a existéncia dos numeros
irracionais, posicao dos autores de livros didaticos analisados que discordamos.

Esta exposi¢do predominante nos livros didaticos confirmou a expectativa que
“[...] a interface entre a representacdo decimal de um numero irracional e sua
representacdo geométrica ndo € realizada em momento algum do ensino de Matematica.
Ao contrario, pode-se dizer que no processo didatico coexistem duas defini¢des de

numero irracional” (REZENDE, W., 2003, p. 331).
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Em outra busca, Boff (2007) objetivou identificar e descrever todos os momentos

em que sdao apresentados os numeros irracionais nos livros didaticos do Ensino
Fundamental I e Médio, além de efetuar uma comparacdo frente as recomendagdes

expressas nos Parametros Curriculares Nacionais.

A autora transcreveu minuciosamente o conteudo relativo aos numeros reais,
presente nos manuais. Na pesquisa de Boff (2007), a metodologia consistiu na
compara¢do do material presente nos livros didaticos com os Parametros Curriculares
Nacionais baseando-se no conhecimento matematico envolvendo topicos dos numeros

reais, que a autora expds na revisao bibliografica.

Nos livros didaticos da citada pesquisa foram verificados dois aspectos essenciais:

0 “[...] nimero irracional definido como sendo um nimero cuja representagao decimal é

infinita e ndo-periodica” (BOFF, 2007, p. 52) e “[...] o exemplo V2 apresentado sem a
demonstragdo de sua irracionalidade sendo, portanto, induzido que sua expansdo
decimal seja a descrita na defini¢ao” (BOFF, 2007, p. 52). Como conclusdo final a
autora relatou que muitos deles ndo atingem as minimas recomendagdes expressas nos

Parametros Curriculares Nacionais.

A referida pesquisa acrescentou a analise de um livro europeu, equivalente ao 9°
ano do Ensino Fundamental, no Brasil. Na descri¢do, destacaram-se algumas atividades
onde os numeros reais sdo “[...] determinados por expansdes decimais, sequéncia de
intervalos encaixantes e pontos na reta numerada” (BOFF, 2007, p. 98), relato que

expde uma diferenga significativa com relagao as diversas propostas brasileiras.

O livro europeu propode localizar o nimero V2 na reta real por intervalos de
aproximacao, para um dado intervalo [a, b], utilizando calculadora e expondo diversos

intervalos encaixantes. A partir dai o manual define que tal sequéncia de intervalos:

[...] é denominada seqiiéncia de intervalos encaixantes, quando os
comprimentos de intervalo se tornam arbitrariamente pequenos. Por
arbitrariamente pequenos queremos aqui significar que, para cada
numero positivo tdo pequeno quanto queiramos, existe, na seqiiéncia
um intervalo de comprimento menor do que este numero. Podemos,
entdo, garantir que para toda seqiiéncia de intervalos encaixantes
sempre existe exatamente um numero que pertence a todos estes
intervalos (apud BOFF, 2007, p.91-92).

Outra contribui¢do € o algoritmo de Heron, de aproximagdes sucessivas. O manual
retoma V2 , de modo a delimitar intervalos encaixantes para este nimero irracional
notavel. Apds o trajeto acima delineado, o livro introduz a definicdo de numero
irracional, expondo que “[...] podemos associar a V2 , através de uma sequéncia de

intervalos encaixantes, uma lista decimal ndo-periddica” (apud BOFF, 2007, p. 97).
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Deste exemplo particular e pelo uso de intervalos encaixantes, o livro didatico
europeu define nimeros irracionais como aqueles que “[...] podem ser representados por

expansoes decimais infinitas ndo-periddicas” (apud BOFF, 2007, p. 98).

As propostas apresentadas pelo texto europeu trazem algumas contribui¢des na
questdo da aproximacgdo de irracionais por meio de nimeros racionais, conforme

apontamos. Porém, Boff (2007) salienta que a abordagem proposta pelo livro ja

pressupde o conhecimento prévio de V2 como um nimero irracional, além da utilizagdo
prototipica deste caso particular. A apresentacao unidirecional dos nlimeros irracionais
no manual europeu, por meio de raizes quadradas, restringe uma caracterizagdo mais
ampla, limitando o repertorio de significagdo deste conhecimento, algo que buscamos

ampliar no estudo epistemologico dos numeros reais, no proximo capitulo.

E importante se discutir a questdo da aproximagio no ensino bésico, podendo
constituir poderoso meio de abordar os nimeros irracionais, além de permitir esclarecer
as conexdes com os numeros racionais. Com excec¢do do livro europeu, apontado em
Boff (2007), o tema da aproximacao tem desenvolvimento limitado ou simplesmente

nao ocorre, conforme os relatos presentes nas pesquisas anteriormente citadas.

A seguir, retomamos a pesquisa de Souto (2010), que analisou a estrutura de
organizacao do livro didatico com base na tipologia de Chevallard (1999), metodologia
que se embasa em critérios matematicos. O autor constatou elevada frequéncia na
exposi¢cdo de exemplos para justificar conceitos e propriedades. Este recurso,
principalmente utilizado na apresentagdao dos numeros irracionais, pode levar a uma
falha de entendimento e de conceitualizagdo. Souto (2010) apontou que “[...] a
praxeologia relacionada as tarefas envolvendo os nuimeros irracionais e reais ¢

incompleta, valorizando técnicas relacionadas ao saber-fazer” (p. 100).

Os resultados apontados por Souto (2010), com relagdo a falta de um discurso
racional e tecnologico que justifique e esclarega técnicas, procedimentos e propriedades,
se centra no conhecimento matematico ja estabelecido. Porém, ponderamos que para
prover meios de tratar os nimeros irracionais na escolaridade bésica devem ser
concebidos referenciais situados num ponto de vista tedrico, que leve em consideragdo
tanto o discurso presente na constru¢ao epistemoldgica do conhecimento matematico,

quanto em aportes didaticos de ensino e de aprendizagem.

Em outra pesquisa envolvendo livros didaticos de Matemadtica, Silva (2011a)
observou que hd uma deficiéncia de explicagdes na apresentagdo dos nimeros

irracionais, de modo similar as outras pesquisas ja citadas.
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A referida autora observou que nos livros didaticos ha predominancia de valores
prototipicos como V2,3 e geralmente abordados de modo sistematizado,

reduzindo o repertorio de exemplos, o que limita o entendimento deste topico por alunos

secundaristas.

Outro ponto a destacar ¢ a tentativa de prover explicagdes ou introduzir
conceitualmente os numeros irracionais a2 moda dos numeros racionais, ou seja,

tomando como referéncia aspectos pragmaticos. Um exemplo disto foi “[..] a
caracterizacdo do nuUmero irracional Tta partir de experiéncias relacionando o

comprimento da circunferéncia de um objeto com seu didmetro. Cabe ressaltar que esta

abordagem, se nao for tomado o devido cuidado, pode reforgar a atitude de identificar o

numero Ttcom uma de suas aproximacdes” (SANTOS, J., 2007, p. 63).

Santos, J. (2007) destacou, nos livros analisados, a predominancia do raciocinio
circular na definicdo dos niimeros reais. Nestas situacdes, a autora observou que o
conjunto dos numeros reais fica caracterizado pela unido dos conjuntos dos nimeros
irracionais € o conjunto dos numeros racionais. Mas, nos manuais didaticos, muitas
vezes Os numeros irracionais sdo apresentados como os nimeros reais que nio sio

racionais. Este modo de apresentacgdo cria o problema da circularidade.

Dos resultados da pesquisa dos livros didaticos, Silva (2011a) destaca que os
percursos expostos sao cristalizados, ndo favorecendo a exploracdo de nogdes de
densidade, incomensurabilidade, infinitude e completude dos nlimeros reais. Resultado

similar também foi apontado por Santos, J. (2007).

Rezende, W. (2003) sintetiza a posicdo observada pelas autoras -citadas
descrevendo que o universo numérico dos nossos estudantes se restringe apenas aos
numeros racionais acrescido de um conjunto enumeravel de pouquissimos numeros

irracionais notaveis.

As pesquisas diagnosticas citadas descreveram os elementos matematicos
envolvendo o tema dos nimeros irracionais no ciclo basico, revelando que os contetidos
estdo expostos de forma simplificada. As analises e conclusdes de tais trabalhos nao
permitem situar um quadro geral e indicativo que possa compor um referencial didatico
para tratar tal tematica no ensino basico de forma globalizada. Nessa perspectiva, o
presente capitulo relatou uma busca, em livros didaticos, a fim de verificar se € como
sdo introduzidos e encaminhados alguns temas essenciais dos nimeros irracionais no

ensino basico.
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As escolhas iniciais para a investigacio nos livros didaticos

O livro didatico estd vinculado a questdo do ensino e da Educagdo Matematica.
No Brasil, o livro didatico ¢ um material de frequente adogdo e assim, representa um
objeto de influéncia consideravel no processo de ensino e de aprendizagem.

O livro didatico de Matematica, de modo geral, veicula um discurso pela
exposicao de defini¢des, conceitos, propriedades, argumentos, provas, justificativas,
atrelados a exemplos e tarefas de verificagdo dos contetidos apresentados, geralmente
em forma de exercicios™. A forma de abordagem usual encontrada nos livros didaticos
raramente consegue escapar da apresentacdo convencional, que:

[...] distingue com nitidez o momento da teoria do momento dos
exercicios de aplicacdo; estes, por sua vez, quase sempre se limitam a
problemas estereotipados, onde também se distingue com nitidez os
dados — sempre os necessarios e suficientes para a resolugdo — dos
pedidos a serem determinados com a utilizacdo dos dados. Tanto o
momento da formula¢do do problema, a partir de uma situagdo
concreta onde a questdo a ser respondida ainda ndo estd nitidamente
formulada, quanto a etapa do reconhecimento dos dados que serdo
necessarios para a resposta a tal questdo costumam ser subestimados e
simplificados excessivamente, fornecendo-se o problema pronto, bem
formulado — as vezes, até equacionado —, carecendo apenas da
aplicagdo da ‘teoria’ aprendida (MACHADO, 1996, p. 35-36).

Em principio, os temas ou assuntos apresentados no livro didatico sao expostos de
forma sequenciada, geralmente delimitada e indicada em curriculos, documentos e
orientacdes, ligados a algum oOrgdo oficial. Os assuntos constantes dos manuais sdo
influenciados ou algumas vezes até definidos por uma comunidade constituida de
institui¢des reguladoras (geralmente governamentais), editores, autores e pesquisadores,
constituindo saberes a serem ensinados. E nesta agao:

[...] pedagogica de transformar o saber cientifico em saber ensinado, o
principal apoio do professor ¢ o livro didatico, pois, entre outros
aspectos, de maneira geral, estes apresentam, de forma mais ou menos
organizada, aquilo que foram definidos como saberes a serem

ensinados (COSTA, J., 2008, p. 17).
Estas caracteristicas tém como consequéncia uma institucionaliza¢ao generalizada
do livro didatico como principal, se ndo o unico, instrumento a disposi¢cao do educador

para estruturar a agdo pedagogica em sala de aula®.

» Observamos tal posicao em Echeverria e Pozo (1998), que consideram exercicio como a atividade que utiliza
recursos, procedimentos e conhecimentos para obter uma resposta imediata. De modo diverso, um verdadeiro
problema, para os autores, representa uma situacdo nova, diferente, dificil ou surpreendente, um verdadeiro
obstaculo entre a proposi¢ao e a solugdo, ndo existindo um caminho rapido e direto que permita a soluggo.

* Perante essa realidade, Machado (1996) pontua que “(...) o livro didatico precisa ter seu papel

redimensionado, diminuindo-se sua importancia relativamente a outros instrumentos didaticos, como o
caderno, seu par complementar, e outros materiais, de um amplo espectro que inclui textos paradidaticos, nao-
didaticos, jornais, revistas, redes informacionais, dentre outros” (p. 32).
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Deste modo, a realidade ¢ que para muitos professores:

[...] os livros didaticos se converteram de recursos auxiliares para o
ensino, em quase que determinantes da pratica pedagogica em sala de
aula. Dai tamanha a importancia da analise do livro didatico, pois este
determina tanto os saberes a serem ensinados, como a maneira pela
qual devem ser ensinados (COSTA, J., 2008, p. 31).

Por constituir uma referéncia frequentemente presente em sala de aula, Barufi
(1999) aponta que este recurso se configura atualmente como uma espécie de porto

seguro, onde o professor ancora o curso evitando desvios de rotas.

A posigao frequente em fundamentar no livro didatico os conteudos e a forma de
ensina-los indica importante perda de oportunidade e de privilégio do professor e da

comunidade educacional em projetar os caminhos:

[...] a serem trilhados, em consonancia com as circunstancias —
experiéncias, interesses, perspectivas — de seus alunos, passando a
conformar-se, mais ou menos acriticamente, com o encadeamento de
temas propostos pelo livro didatico. Tal encadeamento ora tem
caracteristicas idiossincraticas, ora resulta da cristalizagdo de certos
percursos, que de tanto serem repetidos, adquirem certa aparéncia de
necessidade logica (MACHADO, 1996, p. 31).

Baruffi (1999) acrescenta que um texto como o livro didatico deveria prover uma
negociacdo de significados através de problemas e situagdes motivadoras, de modo a
instigar o desenvolvimento de ideias gerais, contrariamente aos livros que se prendem a

uma sequenciagao légica e formal.

Apesar dos problemas apontados, o livro didatico ¢ um recurso de trabalho
comum e frequente para o conhecimento matemadtico a ser abordado em sala de aula.
Diante da referéncia que “[...] o livro didatico ndo representa efetivamente o universo da
sala de aula, mas ¢, com efeito, uma boa aproximacao para ela” (SANTOS, J., 2007, p.
10), este tipo de material configura uma realidade e um fendmeno a ser considerado e
pesquisado, constituindo assim importante meio para se observar como os saberes sao

apresentados e desenvolvidos no ensino basico.

Conforme expdem Liidke e André (1986), a analise de documentos, como o livro
didatico de ensino basico, permite uma valiosa abordagem de dados num viés
qualitativo, revelando aspectos de um tema. Os autores ponderam serem os documentos
uma fonte natural estavel para retirar evidéncias, confirmar hipoteses de pesquisa, além

de fornecer indicios de situagdes que poderiam ser exploradas por outras perspectivas.

A investigagdo proposta neste capitulo situou-se na visdo qualitativa de pesquisa,

na forma de uma descricdo e na andlise didatica de alguns temas matematicos
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relacionados aos numeros irracionais, presentes em alguns livros didaticos de ensino
basico, considerando-se o potencial desses para o desenvolvimento de ideias

fundamentais da Matematica.

No Brasil, em face da existéncia de diversas colecdes de livros didaticos de
Matematica para o ciclo basico, consideramos como critérios para a selecdo: a relagao
de livros aprovados pelo PNLD e PNLEM; autores com grande tempo no mercado
editorial; autores que apresentam formagdo e interesse em pesquisa académica; livros

com grande veiculagdo em nivel nacional.

Dentre as opgdes de livros didaticos que obedecem aos critérios acima, decidimos
entdo, escolher uma amostra prototipica, representativa das possiveis abordagens dos
topicos delineados. Quanto ao item quantidade, uma amostra satisfatoria consistiria em
duas colecoes de Ensino Fundamental II ¢ duas cole¢oes de Ensino Médio indicados
pelo PNLD e PNLEM, a fim de verificar o modo como sdo introduzidos e
desenvolvidos os niimeros irracionais, do ponto de vista do conhecimento matematico e

das escolhas realizadas pelas cole¢des para a abordagem didatica nesta faixa de ensino.

Quanto aos livros do Ensino Fundamental II, a primeira opcao foi a colecio A:
Matematica para todos. Luis Marcio Imenes; Marcelo Lellis. 3. ed. Sdo Paulo: Editora
Scipione, PNLD 2008-2010. Os autores sdo membros da comunidade de educadores
matematicos e pesquisadores, costumeiramente apresentando inovagdes no segmento de

livros didaticos.

A segunda escolha recaiu na cole¢ado B: Matematica. Fazendo a Diferenga. José
Roberto Bonjorno; Regina Azenha Bonjorno; Ayrton Olivares. Sdo Paulo: Editora FTD,
PNLD 2008. Os autores sao professores de tradicdo no ensino da Matematica e atuantes

no ramo de publicagdo de livros didaticos.

No Ensino Médio, a referéncia foi a colecdo C: Matematica. Katia Smole; Maria
Inés Diniz. Ensino Médio. 3. ed. Sdao Paulo: Editora Saraiva, PNLEM 2006-2008. A
op¢ao pela colecdo levou em consideracdo a formagdo e experiéncia académica das
autoras, como também as contribui¢cdes em formacao de professores, material didatico e

assessorias na area da Educagao Matematica.

A outra op¢do com relagdo ao Ensino Médio incidiu na colecio D: Matematica
Completa. José Ruy Giovanni; Jos¢ Roberto Bonjorno. 2. ed. Sao Paulo: Editora FTD.
PNLEM 2009. Os autores t€ém grande tradicdo no ramo de publicacdo de livros

didaticos e no ensino de Matematica.
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Para uma analise complementar, optamos por uma cole¢do extra: Fundamentos da
Matematica Elementar. Gelson Iezzi et al. 10 volumes, Sdo Paulo: Editora Atual, 2006.
A colegdo extra, composta por 10 volumes, serve como apoio ao professor e alunos que

almejam um aprimoramento no conhecimento da Matematica Elementar.

O critério de inclusdo da colegdo extra foi o de analise complementar, pautado na
possibilidade de busca em material considerado, por muitos colegas, de completude, no
quesito conhecimento, ao apresentar topicos de Matematica Elementar de modo mais
rigoroso € amplo, em relagdo as colegdes usuais. A escolha desta cole¢do proporcionou
outra fonte para a busca de resposta as questoes levantadas, sob um ponto de vista do

conhecimento matematico mais formal.

Vale salientar que nao pretendemos uma avaliagdo da qualidade do livro didatico.
Antes, a intencao foi lancar um olhar nas colegdes escolhidas, que permitiu verificar, em
termos descritivos e analiticos, se e como alguns temas essenciais referentes aos
numeros irracionais sao apresentados e desenvolvidos nos manuais escolares do ensino

basico, sob o ponto de vista didatico.

Com o objetivo de tecer uma panoramica do tratamento dos nimeros irracionais
no Ensino Fundamental II e no Ensino Médio, nos dispusemos a observar, nas colegoes
de Matematica descritas para analise, se € como sdo apresentados, em termos didaticos,
trés temas que consideramos relevantes para esta area do conhecimento, nesta faixa de

ensino:
Tema A: O surgimento das raizes enésimas irracionais.
J Tema B: O nimero PI, o nimero de Euler e o nimero de ouro.

Tema C: Aspectos essenciais do conhecimento matematico relacionados aos
q Numeros Irracionais.

A pesquisa teve como hipodtese a apresentacao simplificada desses trés temas nos
manuais didaticos, temas estes cuja viabilizacdo didatica ¢ fundamental para a
significacdo dos nimeros irracionais. A analise dos resultados dos discursos expostos
nos livros didaticos permitiu constituir hipoteses e encaminhar referenciais frente a

problematica apontada na apresentagao.
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O referencial de analise dos Livros Didaticos: os ‘niicleos de significacao’.

Para a andlise dos trés temas elencados acima foram constituidos ‘ntcleos de
significacdo’, um referencial metodoldgico descrito em Aguiar e Ozella (2006). Esse
modo de investigagdo se pauta em pesquisa qualitativa, usual na area da psicologia,
voltada para a analise dos modos de manifestacao dos sujeitos. Neste tipo de pesquisa
os ‘nucleos de significagdo’ representam um modo de apreender os temas, contetdos ou

questdes centrais expressas pelas falas e manifestagdao do discurso do sujeito.

A metodologia tem como aporte a Psicologia Sécio-Historica, € tem como objeto
de estudo “[...] os procedimentos de analise de material qualitativo, visando apreender
os sentidos que constituem o contetido do discurso dos sujeitos informantes” (AGUIAR;

OZELLA, 2006, p.1).

Optamos por uma adaptacao desta metodologia, considerando essa abordagem
como possivel recurso de analisar o texto escrito objetivado nos registros do livro
didatico, manifestados nos modos de exposicio de conteudos e propostas de

encaminhamento didatico presentes no decorrer da obra.

Com base em Bakhtin (1986), o discurso contido no livro didatico pode ser
analisado, pois o livro veicula um modo de fala que utiliza o registro escrito ¢ tem um
sentido importante pelo fato de ser um meio concebido a partir de discursos socio-
histéricos. Assim sendo, o livro, como um “[...] ato de fala impresso, constitui
igualmente um elemento da comunicagdo verbal. Ele é objeto de discussdes ativas sob a

forma de didlogo” (BAKHTIN, 1986, p. 123).

O ponto chave para apreender o sentido do discurso do sujeito, em relacdo a
metodologia apontada em Aguiar e Ozella (2006), provém dos ‘nucleos de
significacao’. O referencial teérico deste tipo de pesquisa se encontra em Vygotsky
(1998a;b). Para este autor, a esséncia reveladora do discurso do sujeito se encontra na

palavra, que, inserida no contexto, pode alcangar significado.

Consideramos que a palavra com significado seja a primeira unidade
que se destaca no momento empirico da pesquisa. Partimos dela sem a
inten¢do de fazer mera analise das construgdes narrativas, mas com a
intengdo de fazer uma analise do sujeito. Assim, temos que partir das
palavras inseridas no contexto que lhes atribui significado, entendendo
aqui como contexto desde a narrativa do sujeito até as condigdes socio-
histéricas que o constituem (AGUIAR; OZELLA, 2006, p. 5).
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A pesquisa com os ‘nucleos de significagdo’ fazem parte de um processo
construtivo/interpretativo, ¢ devem ser elaborados a partir de pré-indicadores que
expressem os pontos centrais € fundamentais da apresentacdo das manifestagcdes dos

sujeitos. Os pré-indicadores sao levantados, na pesquisa empirica, a partir:

[...] de temas os mais diversos, caracterizados por maior freqiiéncia
(pela sua repeti¢ao ou reiteragdo), pela importancia enfatizada nas falas
dos informantes, pela carga emocional presente, pelas ambivaléncias ou
contradigdes, pelas insinua¢des ndo concretizadas, etc. Geralmente,
esses pré-indicadores sdo em grande numero e irdo compor um quadro
amplo de possibilidades para a organizagdo dos nucleos. Um critério
basico para filtrar esses pré-indicadores ¢ verificar sua importancia para
a compreensdo do objetivo da investigagdo (AGUIAR; OZELLA,

2006, p. 5).
Em sintese, os autores ponderam que a escolha dos pré-indicadores ocorre pela
similaridade, complementaridade ou contraposicao das manifestagdes nos discursos, de

modo a promover uma menor diversidade na quantidade de ‘nucleos de significacao’.

Através do processo de aglutinacdo, este tipo de pesquisa busca gerar um conjunto
de ideias denominados indicadores. Os critérios para aglutinagdo nao sdo
necessariamente isolados entre si. Podem ocorrer situacdes onde alguns indicadores
podem ser complementares pela semelhanga, do mesmo modo que pela contraposigao.

Considerando-se um fato que esteja identificado como:

[...] pré-indicador, ao ser aglutinado, pode indicar o carater
impulsionador/motivador para acdo em uma determinada condigdo.
Inversamente, o mesmo fato pode funcionar como paralisador da acao
em outro momento, mas ambos podem ser indicadores importantes no
processo de analise (AGUIAR; OZELLA, 2006, p.6).

Aguiar e Ozella (2006) explicam que o processo de aglutinacdo tem suporte em
Vygotsky (1998b), que destaca aspectos semanticos da fala interior. Para Vygotsky
(1998a apud Aguiar; Ozella, 2006), quando diversas palavras sdao fundidas e
aglutinadas, a nova palavra ou a combinacdo destas, além de expressar certa

complexidade, também designa os diversos elementos isolados contidos nessa ideia.

A identificacdo dos indicadores ¢ o passo decisivo que permite sintetizar os
possiveis ‘nucleos de significacdo’. A etapa de organizacdo e sintese dos ‘nucleos de
significacdo’ € um processo complexo, que tem como critério os indicadores,
considerados neste tipo de pesquisa como os elementos “[...] fundamentais para que
identifiquemos os conteudos e sua mutua articulagdo de modo a revelar e objetivar a

esséncia dos conteudos expressos pelo sujeito” (AGUIAR; OZELLA, 2006, p.8).

Para Aguiar (2002), a nomeacao dos ‘nucleos de significacdo’ revela um momento

de analise e interpretacdo, pois parte de uma organizagdo dos contetidos expressos pelos
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sujeitos e busca-se apreender os motivos, as necessidades e as determinagdes

constituintes de tal forma de expressao.

Os ‘nucleos de significagdo’ devem possibilitar uma analise consistente, devendo
ir além do mais elementar, do mais trivial, do aparente, permitindo considerar as

condigdes objetivas, as subjetivas, as contextuais e as historicas.

A proposta deste modo de analise solicita um niimero reduzido de nucleos, que
devem expressar os pontos centrais € fundamentais, para que ndo ocorra diluigdo das
expressoes dos sujeitos, permitindo um agrupamento das condi¢des essenciais dessas

expressoes.

Para compor os ‘nlcleos de significagdo’ devem ser considerados temas,
conteudos ou questdes centrais explicitamente presentes ou simplesmente subentendidas

no discurso do sujeito, menos pela frequéncia:

[...] e mais por serem aqueles que motivam, geram emogdes €
envolvimento. Ha também a possibilidade de criar um nucleo, por
meio de outro critério: mesmo que alguma questdo ndo tenha sido
apresentada pelo sujeito como importante, mesmo que pouco aparega
no discurso, o pesquisador pode avaliar que tal questdo deveria ser
destacada para ser analisada como nucleo, por acreditar que se
constitui num aspecto fundamental para a compreensdo da questdo a
ser pesquisada (AGUIAR, 2002, p. 135-136).

Aguiar (2002) pondera que a composicao de diversos ‘nucleos de significagao’
representa um modo de apresentar os varios aspectos presentes em uma dada realidade a
se estudar. Este tipo de formacdo pode, a primeira vista, aparentar certa configuragao

linear e privada de conexdes.

No entanto, a autora defende que a constituicdo de diversos ‘nucleos de
significacdo’ ¢ somente uma divisdo didatica. Dentro de uma perspectiva metaforica, os
nucleos seriam como as pecas de um domino, que permitem ser colocadas em diferentes
posigdes, de acordo com o andamento e as necessidades do jogo, ao invés de se

ajustarem a uma unica localiza¢ao ou determinado encadeamento.

Tais ntcleos jamais poderiam ser analisados separados uns dos outros.
Ao criar os nucleos, temos o objetivo de organizar nossos dados, de
preparar a andlise, de nos apropriar dos conteudos expressos pelos
sujeitos, sem fragmentar o discurso, sem romper ou ignorar a
articulagdo das falas apresentadas. Sabemos que nada ¢ isolado, que
isolar um fato e conserva-lo no isolamento ¢ priva-lo de sentido.
Portanto, para compreender nosso objeto, que s6 pode ser visto como
processo, devemos considera-lo no conjunto de suas relagdes. Assim,
separamos os ‘nucleos de significa¢do’ para em seguida reintegra-los
no seu movimento para, ai sim, apreendé-los de forma mais global e
profunda (AGUIAR, 2002, p.137).
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Assim, Aguiar (2002) destaca que deve haver entre os varios nlcleos uma
interdependéncia que considere a formagdo complementar da realidade, de modo que as

indicagdes de cada um deles estdo imbricadas e estabelecam referenciais mutuos.

Esta metodologia propde iniciar a analise por um processo intranucleo e, em

seguida, realizar a articulacdo internucleos. Este modo de analise permite explicitar:

[...] semelhangas e/ou contradigdes que irdo revelar o movimento do
sujeito. Tais contradicdes ndo necessariamente estdo manifestas na
aparéncia do discurso, sendo apreendidas a partir da analise do
pesquisador. Do mesmo modo, o processo de analise ndo deve ser
restrito a fala do informante, ela deve ser articulada (e aqui se amplia o
processo interpretativo do investigador) com o contexto social, politico,
econdmico, em sintese, historico, que permite acesso a compreensao do
sujeito na sua totalidade (AGUIAR; OZELLA, 2006, p. 6).

Outro dado importante mencionado em pesquisas de campo ¢ que a organizacao
de informagdes para inferir o processo de aglutinagdo dos pré-indicadores permite

perceber um conjunto de ideias que podem dar origem aos indicadores.

Diante das exposigdes, para esta pesquisa adaptamos a formacao de ‘nucleos de
significacao’, considerando a necessidade de um discurso no livro didatico que supere a

visdo pré-deterministica, exata, operativa e finita do ensino de niumeros irracionais.

Considerando-se que a “[...] multiplicidade das significacdes € o indice que faz de
uma palavra uma palavra” (BAKHTIN, 1986, p. 130), o processo de sintese de cada
nucleo levou em consideragdo a necessidade do processo de analise das varias palavras-
chave ou frases que constituem a esséncia dos nucleos: os pré-indicadores. A
determinagdo destes pré-indicadores foi inspirada no processo de revisdo bibliografica
em relagdo aos nimeros irracionais e, neste trabalho, € representada pela seguinte lista:
aproximado; circularidade; completude dos numeros reais; compreensao relacional;
concepcdo de numeros; continuo; Crise dos Incomensuraveis; densidade; dificuldades
de identificar; discreto; dizima periddica e ndo-periddica; empirico; estimado; exato;
exemplificar e conceituar numeros irracionais; exemplos prototipicos (conjunto
enumeravel finito de pouquissimos numeros irracionais notaveis); finito; infinito; lista
de expansdes decimais, nimeros irracionais; nimeros reais; o nimero PI; o nimero de
ouro; o nimero de Euler; operacdes; pragmatico; raizes enésimas irracionais; régua
decimal infinita; representagdo decimal; representacdes semioticas; reta numerada;

sequéncia de intervalos encaixantes; simplificagdo; teorico.

A releitura das palavras-chave listadas pelos pré-indicadores proporcionou
oportunidade para a reorganizacdo e a composi¢do dos indicadores, assim como a

designagdo dos ‘ntcleos de significagdo’.
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No caso da nossa pesquisa, estes foram constituidos pela articulagao de contetidos
aparentes, semelhantes, complementares ou contrapostos, de modo a responder se as
obras analisadas expdem os elementos essenciais referentes aos nimeros irracionais €
como o discurso expresso nas escolhas didaticas presentes nos livros para a introducao e
desenvolvimento possibilita a atribui¢do de significados aos contetidos inerentes aos

numeros irracionais.

Pensamos assim permitir a verificagdo das transformagdes e contradi¢cdes que
ocorrem no percurso de exposicao dos temas essenciais envolvendo os numeros

irracionais, no livro didatico do ensino basico.

Tendo como suporte as descrigdes e resultados das pesquisas levantadas na revisao
bibliografica, aliada a experiéncia como professor secundarista em relacdo aos
conteudos expressos nos manuais didaticos, nas deliberagdes da metodologia escolhida
e nas expectativas desta pesquisa, concebemos trés ‘nucleos de significacdo’ e os

. g 2
respectivos indicadores”’.

No ntcleo I, denominado ‘O Processo de Inicializacdo dos Numeros Irracionais’,
foram constatados os modos como os numeros irracionais sdo inicialmente abordados

no material do ensino basico. Isto pressupds a constatacao, nos livros didaticos:

’
I;: no modo como ocorre a introducao conceitual dos irracionais;
I,: das linguagens utilizadas para apresentacdo dos elementos basicos dos
< irracionais;
I;: dos meios didaticos utilizados para o tratamento inicial dos irracionais:
atividades manipulativas; uso de softwares, calculadora, planilha e outros meios
L eletronicos; realizacao de simulagdes; apresentacao e interpretacao de textos.

O nucleo II, denominado ‘O desenvolvimento e a amplitude conceitual dos
numeros irracionais’, pretendeu relatar se e como o material didatico expde um
aprofundamento e tratamento didatico dos niimeros irracionais. Este nicleo permitiu
verificar se ha necessidade de complementos para possibilitar uma maior amplitude

didatica dos numeros irracionais.

7 Para efeito de designagio, os ‘niicleos de significagdo’ utilizaram numerais romanos (niicleo I, niicleo
IT e nucleo IIT) e os indicadores de cada nucleo por um indice i =1, 2 ou 3.
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O nucleo II requer do material a ser analisado um discurso que, além da
apresentacdo dos elementos bdsicos, exponha os elementos minimos, necessarios e
essenciais para a compreensdao dos nimeros irracionais, o que equivale a verificar, nos

livros didaticos:

’

IT;: se, como e em que medida ocorre a articulagao entre as linguagens;

II;: se, como e em que medida lidam com informacgdes, métodos, procedimentos e a
problematica que surgiu no desenvolvimento historico do conhecimento
matematico. Em particular, serd verificada se e como € tratada a ‘Crise dos
Incomensuraveis’;

II;: se ha a reutilizacio e exploragdo dos numeros irracionais nos variados
\ conteudos e tematicas da Matematica.

A andlise e a confrontagc@o dos resultados pontuados e declarados nos dois ntcleos
permitiram expor o que ja estd consolidado na apresentagdo e desenvolvimento dos
numeros irracionais nos livros didaticos analisados, o que ainda se encontra implicito ou
nao revelado neste processo de inicializagdo e, principalmente, o que ainda falta. O
citado percurso permitiu verificar quais os pontos € em que niveis foi possivel avangar

nos patamares intermediarios de significa¢do dos irracionais.

Isso foi pontuado no nucleo III, denominado ‘Sintese’, que consistiu num
contraponto aos dois nucleos anteriores. O nucleo III pretendeu verificar se € como o
livro didatico encaminha questdes fundamentais para a composicdo de um quadro
basico, necessario e suficiente para abordar os nimeros irracionais no ciclo basico. Isto
equivale a verificar, nos livros didaticos:

II;:  se e como ¢ abordada a questao do infinito e a relagdo deste com os conjuntos
enumeraveis e 0os ndo-enumeraveis;

II,: como ¢ abordada a questao do valor exato/valor aproximado.

A dialética™ resultante do confronto intrantcleos, permitiu diagnosticar alguns
aspectos e obstaculos presentes nas obras analisadas, o que orientou 0 mapeamento de
alternativas para a abordagem didatica frente a complexidade epistemologica dos
numeros irracionais, condi¢do que favoreceu proposi¢des para o aprimoramento €

entendimento dos nimeros irracionais, de modo significativo, nesta faixa de ensino.

8 Segundo Jerphagnon (2002), a dialética hegeliana ¢ um método de didlogo cujo foco ¢é a contraposicdo
e contradi¢do de ideias, de modo que os contrarios sdo fundidos na unidade. A dialética hegeliana
expressa a natureza verdadeira e unica da razdo e do ser/objeto que sdo identificados um ao outro ¢ se
definem segundo o processo racional da unido incessante de contrarios, a tese e antitese, que sdo
sintetizados numa categoria superior, de modo a se obter a esséncia das coisas.
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A descricao dos temas selecionados nos livros didaticos e a analise dos resultados

de busca.

Expostas as questdes e efetivadas as escolhas das colegdes, a andlise dos temas
envolvendo os numeros irracionais no livro didatico ocorreu em dois sentidos: a analise

horizontal e a analise vertical.

A andlise didatica horizontal consistiu em descrever e situar cada um dos trés
temas elencados anteriormente, nos conteudos que compde cada colecdo de livro

[3

didatico. Esta acdo foi efetivada no que denominamos de ‘percurso dos nucleos de

significa¢do’ € que se encontra representado esquematicamente no quadro 1.

Quadro 1: ‘Percurso dos niicleos de significagdo’, para a analise de temas presentes no livro didatico.

| INTRODUSAD CONCEITUAL |

vi Ew_‘piri:.z?|

vie definiglo formaal? | [Onerm Fornaa? |

INICIALIZACAOQ
| DESEMNVOLVIMENTD |
r”
mMotgrigic Didéticps? Linguigens Varindas?
Ghapis? Ghenis?

INTERMEDIACAO ¢

[AMPUALAD CONCEITUAL |

. | mewtlizacie?

FINALIZAGAO J T

L | Finalizacds conceinual?

Linaunoews Zriculndoc?

Apo6s a descricdo dos componentes apresentados em cada tema, foi feita uma
analise vertical, comparando os resultados expressos em cada colecdo, com
argumentacdes orientadas pelas propostas aglutinadoras expressas através do percurso

dos trés ‘nucleos de significacdo’ anteriormente delimitados.

A seguir, passamos a descri¢do e andlise nas cole¢des de livros didaticos dos trés
temas delimitados (O surgimento das raizes enésimas irracionais; O numero PI, o
numero de Euler e o nimero de ouro; Aspectos essenciais do conhecimento matematico
relacionados aos Numeros Irracionais) através do ‘percurso dos nucleos de

significacdo’.
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Tema A: O surgimento das raizes enésimas irracionais.

Colecao A.

No livro do 8° ano, capitulo 7, no item ‘raizes’, este conceito € inicializado por
meio da geometria e motivado pela questdo: “Qual ¢ a area de um quadrado em que
cada lado mede 7 cm?” (p.123)*. Ap6s a apresentagio do resultado (49 cm?), introduz-
se a pergunta “Quanto mede o lado do quadrado que tem 4rea igual a 81 cm”?” (p.123),
com a inten¢do de introduzir a raiz quadrada por analogia com aspectos geométricos.
No mesmo mote, para introduzir o conceito de raiz cubica, o livro faz a seguinte
proposta: “Qual o volume de um cubo de aresta 5 cm?” e “Quanto mede a aresta de um
cubo cujo volume é 64 dm>?” (p. 124).

Em sequéncia, o manual apresenta uma série de exercicios para o calculo de raizes
quadradas, cubicas, quartas, quintas, que recaem em numeros inteiros ou numa fragdo
de nimeros inteiros. Ainda no ambito do discreto, destaca-se um exercicio, no contexto

da Fisica, para se determinar o tempo para um objeto cair, em queda livre, na auséncia

de atritos, através da expressao ¢ = e

4,9
Ap0s a introdugdo via empirica, utilizando a linguagem geométrica, aritmética e
algébrica, os autores propdem outra abordagem conceitual através de um exercicio, que
solicita a determinagdo dos valores de J5e \/ﬁ, através da observacdo do grafico da

funcdo y = x% no intervalo 0 < x < 4, em papel milimetrado, conforme ilustra a figura 3.

somon camelis =il

| |
S EgEimER Al BINE

LB

Figura 3: Grafico da fungdo y = x” [Fonte: Colegdo A].

25 . , . o~ . g . , .
Mencionamos somente a pagina nas citagdes dos livros didaticos analisados neste capitulo. Este desvio
da norma ABNT 6023 visou ndo tornar repetitivas as referéncias para apresentar o discurso nas obras.
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Este problema veicula uma articulacdo inicial entre as linguagens numérica e

funcional, porém ndo ha exploracdo do tema em cada linguagem. Ainda, o texto

apresenta o conceito pela via empirica e ndo ha explica¢do sobre os motivos que levam
a aproximacao para uma casa decimal.

E normal e de praxe, em Matematica, se aproximar para uma casa decimal? Por

qué? Qual o significado do conceito de aproximagao?

O recurso a aproximagdo, um conceito fundamental em Matematica, se constitui

em um meio de acesso a natureza do numero irracional. No caso dado por \/E ,
explorado no livro-texto, ndo foi aproveitada a possibilidade da atividade para
desenvolver a raiz como um novo tipo de nimero — os irracionais - cuja natureza fica
velada, restringindo o contexto somente ao modo operacional, ou seja, a apresentacao

de uma nova operagdo: a radiciagao.

A seguir, o livro desenvolve o topico ‘Raizes’ por meio do uso de calculadora

eletronica, um meio didatico de natureza empirica. Como exemplo, o texto expde o

processo de utilizacdo da calculadora, no processo de célculo de NE] , 1lustrando o
resultado do mostrador (2,236067978) numa foto. Sem adentrar nas consideragdes da
natureza desse resultado numérico, de modo simplificador, o livro comenta que “uma
calculadora comum nao extrai raizes cubicas” (p. 130).

O que seria uma calculadora comum? A foto apresentada no texto para ilustrar o
resultado de \/g ¢ de uma calculadora cientifica, muito comum em uso cotidiano. Para

que, entdo, ¢ apresentado o resultado da calculadora? Para explicar que V5 ndo é um
nimero inteiro?

A tese de Silva (2011a) aponta exemplos onde o uso de calculadora eletronica
ilude e confunde os alunos quanto a natureza de um nimero. A autora relembra que a
calculadora ndo extrai uma raiz, mas apresenta no visor uma aproximag¢ao racional de
uma raiz enésima irracional.

Ainda com relagdo ao resultado aproximado apresentado no mostrador da
calculadora, o texto da colegdo A desenvolve uma conceituagao parcial ao nao explicar
a natureza deste, um numero racional com niumero finito de casas decimais, nem sobre a
natureza tedrica das raizes enésimas, um numero irracional com infinitas casas decimais
ndo-periddicas. Isto pode induzir o leitor a caracterizar a raiz enésima irracional como
um namero racional, visto que até este momento o livro da colecdo A nem sequer citou

a denomina¢ao numero irracional.
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No livro do 8° ano, capitulo 12, intitulado ‘Areas e volumes’, é abordado o
Teorema de Pitagoras. Sdo sugeridas atividades envolvendo a geometria, cuja aplicagdo
do referido teorema resulta no calculo de uma raiz quadrada. Constatamos boa
distribuicdo nos exercicios propostos que recaem em resultados inteiros, como o0s
triangulos retangulos de lados (3; 4; 5), (5; 12; 13) e os multiplos destes resultados. Ha
outras propostas cujas respostas conduzem aos nimeros irracionais, aproximados pelo

uso da calculadora. Porém, novamente, a questdo da aproximacao nao ¢ discutida.

No livro do 9° ano, capitulo 1, ¢ retomado o Teorema de Pitagoras, a partir das
relagdes métricas no triangulo retangulo. Esta se¢do introduz atividades, no ambito da
Geometria, envolvendo o céalculo da diagonal de um retdngulo ou de um dos lados de
triangulos retangulos, o que em muitos casos recai em uma raiz enésima irracional, com
radicando inteiro. No processo de resolugdao os autores propdem o uso de calculadora,
assim como o processo da tentativa e erro, permitindo delimitar as raizes enésimas
irracionais ao intervalo de inteiros sucessivos, por excesso ¢ falta. Porém, o mesmo
tratamento e a problematica que citamos ocorre com relacdo as aproximagdes e também
com o contexto a geometria.

No capitulo 2, intitulado ‘A quinta e a sexta operagdes’, no item ‘Conceito e
propriedades da radiciacdo’, os autores apresentam a radiciacdo como a operacio
inversa da potenciagdo. Um dos problemas desta secdo solicita o comprimento da viga
que compoe um telhado, resultando num ntimero na forma de radical, representado na
figura 4. A solucao realizada pelo viés empirico utiliza uma calculadora eletronica ou
calculos por aproximacao, por tentativa e erro, com uma casa decimal.

Os autores argumentam que este procedimento ¢ apropriado para as necessidades

de um carpinteiro, de modo a delimitar um intervalo de numeros inteiros, no qual a raiz

desejada fica confinada. Assim, “4/20 esta entre 4,4 ¢ 4,5” (p. 42).

d> =22 +47
d> =20
d =+/20 m.

Figura 4: Problema da Viga26 [Fonte: Colegao A].

26 . . ’ .
Nesta figura, assim como nas demais desse capitulo, houve tratamento de cores da imagem e realce de
simbolos e formas para fins de impressao.
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Ha neste exercicio do carpinteiro um contexto que poderia ser explorado quanto a
questdo da aproximacdo. Nao fica(m) explicitado(s) o(s) motivo(s) pelo(s) qual(is) o
resultado do célculo deve ter uma casa decimal, ou seja, que o comprimento da viga
deve estar situado entre 4,4m e 4,5 m. Por que o carpinteiro ndo utiliza, por exemplo,
4,47m ou 4,43m? O intervalo de resultados, proposto pelo texto, possibilitaria alguma
discussdo, principalmente com referéncia a0 modo como este profissional lida na pratica

com esta medida e as relacdes com a Matematica, do ponto de vista teorico.

O carpinteiro geralmente corta a viga um pouco acima deste valor e ajusta o
comprimento, com lapis e marcador, para entdo cortar em definitivo, o que configura
uma aproximacao suficiente para o artesdo. Neste procedimento pratico a medida serve
como estimativa inicial, de modo a evitar perdas, para depois realizar uma aproximagao
maior, também de modo pratico. Do ponto de vista da Educacdo Matematica, nao ha
aproveitamento da questdo levantada para iniciar uma discussdo sobre a natureza das
aproximacdes e das raizes enésimas irracionais, como ela ¢ operacionalizada, quando

ela ¢ cabivel e, principalmente, o que representa a realizagdo de uma aproximacao.

Os autores ressaltam que hd problemas onde ndao € necessario obter o valor
aproximado de uma raiz enésima irracional. Esta afirmagao ¢ simplista, pois em nenhum
momento se discute quando ¢ necessario aproximar. O referido mote ¢ utilizado pelo
livro para justificar a necessidade de introducio dos radicais, da forma %/a (o radicando
a ¢ o indice n). Apds a exposi¢do teorica, sdo descritas as operagdes de multiplicagdo e
divisdo com radicais, com base em exemplos numéricos, e, posteriormente, por

raciocinio indutivo, descrevendo as propriedades operatorias, em forma literal.

O movimento de apresentacao do conceito de raiz ocorre inicialmente pelo viés do
empirico, pelos exemplos de apresentagdo de raiz quadrada e cubica, pela introdugdo do
teorema de Pitagoras, onde a aproximacdo com a calculadora ¢ o meio didatico para
acessar o resultado do calculo operatorio. Em sequéncia, os autores apresentam os
aspectos tedricos dos radicais, exemplificando as propriedades e propondo exercicios de
fixagdo utilizando o conceito de radiciacio como ferramenta operatéria. O acesso
operacional estd garantido, mas hd uma janela conceitual entre a apresentagcdo empirica
e a teodrica: o que representam estes novos numeros? Qual a relacdo destes novos
niimeros com 0s numeros racionais?

Em parte, estas questdes sao encaminhadas. Encontramos mengao explicita desta
relacdo no livro do 9° ano, capitulo 13, no item denominado ‘Classificacdo dos

nimeros’, onde ¢ apresentada a reta numérica.
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O texto apresenta inicialmente um grafico de aquecimento de certa massa de gelo,
questionando “[...] como se faz a correspondéncia entre nimeros e pontos da reta?” (p.
252). Em seguida, o texto apresenta a reta numérica e representa nimeros inteiros no
intervalo -4 até 3 (figura 5). Argumenta, em seguida, que entre os inteiros indicados
existem racionais nao-inteiros, apresentando alguns exemplos e os localizando na reta

numérica (figura 6).

4 -3 2 A1 0 1 2 3

Figura 5: A reta real e os numeros inteiros Figura 6: A reta real e os numeros racionais (I)
[Fonte: Colegdo A]. [Fonte: Colegdo Al.
A ampliagdo realizada através da lupa € um recurso que ilustra um processo, onde:

[...] a ideia ¢ dividir cada distdncia unitaria em um numero adequado
de partes iguais. Assim, marcamos até nimeros como 0,0001. Basta
dividir a distancia entre 0 e 1 em 10 000 partes iguais. Quando isso &
feito, na primeira marca, perto do zero, estd o ponto correspondente a
0,0001 (p. 253).

Em seguida, os autores argumentam que “[...] os racionais parecem encher a reta,
porque, dados dois numeros racionais, sempre ha um terceiro no meio deles. [...] Por
exemplo, entre o 0,006 ¢ o 0,007 ha 0,00065. E entre 0,0065 e¢ 0,006 ha a média
aritmética entre eles [...] Podemos continuar assim, indefinidamente, colocando
nimeros racionais no meio de outros dois” (p. 253). Este processo, ilustrando o conceito

de densidade dos racionais, pode ser visualizado na figura 7.

0.00625 0.0065

0,00

Figura 7: A reta real e os ntimeros racionais (II) Figura 8: A reta real e os nimeros irracionais
[Fonte: Colegdo A]. [Fonte: Colegdo A].
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A seguir, o livro afirma que a representagdo dos nimeros na reta real se esgota
somente na aparéncia, concluindo ser fruto de muita reflexdo dos matematicos. Por
Giltimo, localizam +/2 na reta numérica, conforme ilustrado na figura 8.

Ainda no livro do 9° ano, nos exercicios propostos ocorre aplicagao a geometria.
Nestes, se destacam o calculo da diagonal de um quadrado: “(a) Utilize o teorema de
Pitdgoras e mostre que a medida da diagonal de um quadrado ¢ dada pela formula
d =142; (b) Use a formula obtida no item anterior e calcule d para /=+/8" (p. 46), na
figura 9. Também, ha a proposta da espiral, obtida a partir de um triangulo retangulo

isosceles, de lado unitéario, conforme ilustra a figura 10.

4

Figura 9: Problema da diagonal do quadrado Figura 10: Problema da espiral
[Fonte: Colegdo A]. [Fonte: Colegdo A].

Estas duas representagdes remontam a recomendagdes expressas nos PCN, Brasil
(1997b), que em outro momento destaca a importincia da valorizacdo do contexto
histérico de certos conhecimentos matematicos. Mas, pela forma de tratamento didatico
apresentado no texto, as possibilidades de exploragdo de tais temadticas t€ém um
obstaculo no modo operatorio de apresentacdo dos exercicios: utilizagdo do teorema de
Pitdgoras, decomposi¢do em fatores primos, racionalizagdo dos resultados ou
apresentacao do resultado obtido através da calculadora. Sem duvida, este trajeto ¢
importante, mas seria também necessario explorar as ideias matematicas para além do

tratamento operatorio.

Os contextos presentes na historia da Matematica contém situagdes que propiciam
a constituicdo de significados dos conhecimentos. No caso da figura 9, o tema ¢ a ‘Crise
dos Incomensuraveis’, sequer comentado e explorado na riqueza conceitual do entorno
epistemologico. E justamente este evento historico que possibilita abordar a
problemética do tema dos numeros irracionais e explorar formas de apresentagdo
conceitual, momento que perpassa explicagdes sobre dois fundamentos da Matematica:

o entendimento da questdo da aproximagao e o tratamento adequado do infinito.
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Passando-se a fatoracao de radicais, o livro utiliza o processo de decomposigdo e
aplicacdo de propriedades, usual no ensino, e acrescenta o calculo com valores
aproximados, através do uso de calculadora eletronica, porém vinculado somente ao

mesmo procedimento operatorio ja citado.

Na racionaliza¢do do denominador que apresenta radical, o texto justifica que tal
operagdo ¢ um habito dos tempos anteriores as calculadoras, visando facilitar calculos.
Isto leva a questdo: além de aprimorar a técnica, por que atualmente ¢ importante

aprender a racionalizar raizes enésimas irracionais?

No livro observamos que a introdugao das raizes enésimas irracionais ¢ realizada
principalmente por meio do recurso as situagdes ligadas ao contexto geométrico,
priorizando o uso operatorio de propriedades das raizes e apoiados na calculadora,
somente ilustrando o resultado numérico aproximado.

Em sintese, a colecdo A explora diversas linguagens matematicas, mas nao
incentiva a articulagdo entre estas, ndo cita e nem desenvolve a problematica encontrada
na histéria do conhecimento matematico conhecida como a ‘Crise dos
Incomensuraveis’. Também, a colecdo A ndo explicita a importancia da operagdo de
aproximacao, nao elucida a limitacdo conceitual dos resultados mostrados na
calculadora, de modo que o significado das raizes enésimas como nimero irracional se

apresenta de forma restrita.

Colecao B.

No livro do 7° ano do Ensino Fundamental II, capitulo 3, no item denominado
‘Célculo da raiz por aproximacdes sucessivas’, os autores apresentam um problema:

“Vamos calcular a medida do lado de um quadrado cuja 4rea ¢ igual a 300 m®” (p. 105).

Para se calcular o resultado (d =+/300), a abordagem ocorre inicialmente pela

aproximacao da darea, dentro de um intervalo de numeros inteiros, dado por

17 < 4/300< 18, por tentativa e erro, conforme indicado na tabela 1.

Ao delimitar o intervalo de inteiros consecutivos, a aproximacao seguinte ocorre
para o décimo, tendo como base a calculadora para obter valores aproximados para a
area, por tentativa e erro, sem utilizar a tecla da raiz quadrada. Este procedimento
refor¢a a metafora geométrica, que associa a raiz quadrada a uma caracteristica figural
que, neste exemplo, € o lado de um quadrado de area dada. Porém, a alusdo metaférica e
a propriedade de poténcia para acessar um calculo numérico aproximado somente

iniciam um percurso de compreensao da natureza irracional deste nimero.



Tabela 1: Aproximagao para um intervalo de inteiros [Fonte: Colecdo B].
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Tentativas / x4 Conclusao
2 16 16x16 = 256 256 < 300; é pouco.
2 17 17x17 = 289 289 < 300; é pouco.
38 18 18x18 = 324 324 > 300: & muito.
Tentativas / x /4 Conclusio
42 175 | 17.5x17.5=306.25 | >06-23 > 300; ¢ muito,
mas esta perto.
5 174 | 174x174=30276 | 300:2>300: & muito,
mas esta perto.
6" 173 | 173x173=29929 | 22929 =300; € pouco,
mas estd mais perto.

Nos exercicios de fixacdo, o texto faz mengao a essa mesma abordagem, incluindo
os centésimos e milésimos. De modo semelhante a cole¢do A, as aproximacgdes situam-
se no contexto geométrico. Também, a colecdo B nado esclare como se faz ou o que se
entende por aproximacao, assim como fica limitada a explicacdo do significado das
casas apresentadas no mostrador da calculadora eletronica.

No livro do 8° ano, capitulo 1, no item ‘Numeros Reais’, sdo abordados pela
primeira vez os numeros irracionais. Os autores informam que tais nimeros foram
sistematizados hd cerca de cem anos, o que para o conhecimento matematico ¢
considerado recente.

Para entender esta problemadtica os autores remetem ao exemplo de um quadrado

ABCD de 4rea 4 cm?, implicando no lado igual a 2 cm (ver figura 11a).

A B

- C B L]
D D G C

Figura 11a: Quadrado ABCD [Fonte: Colecao B].  Figura 11b: Quadrado HEFG [Fonte: Colegdo B].

A seguir, constroem outro quadrado, tendo como vértices os pontos médios dos
lados do quadrado ABCD. A partir dai, propdem a questdo de determinar a medida do
lado do quadrado HEFG (figura 11b), expondo o resultado 2 e o aproximando, pelo
mesmo processo citado na descrigdo do livro do 7° ano. Ao final, os autores
argumentam que os algarismos resultantes sao nao periodicos, induzindo a existéncia

dos numeros irracionais, um conceito tedrico, por meio de um exemplo particular.
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O livro-texto apresenta a representagdo geométrica de+/2, na reta real, uma

mudanga de registro que permite introduzir nominalmente os niimeros reais, modo

ilustrado na figura 12.

B E B ~2 L
14 0 11 /2 3
////

o F

Figura 12: Representagdo de /2, na reta real [Fonte: Colegio B].

A abordagem geométrica, seguida da representagdo na reta real, incorpora uma
importante apresentacdo na linguagem matemadtica. Porém, ndo ¢ proporcionada
continuidade a estas representacdes iniciais, ndo permitindo o prosseguimento do

processo de significar o conhecimento envolvendo os nlimeros irracionais.

No livro do 9° ano, capitulo 1, no item denominado ‘Raiz de um nimero real’ ¢
retomado o trabalho desenvolvido no manual do 8° ano, porém num viés
excessivamente operatorio. A revisdo precede a introducdo do teorema de Pitagoras e,
em seguida, sdo exploradas as propriedades de poténcias de radicais, num quadro
numérico e algébrico. Segue-se, no mesmo capitulo, o trabalho com os radicais,
introduzindo as operagdes de adigdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciagao,
radiciacdo, racionalizagdo e fatoragcdo, num quadro algébrico. Tal procedimento, similar
ao livro da colecdo A, também apresenta uma lacuna entre o viés empirico e tedrico, um

problema discutido e encaminhado nos préximos capitulos.

Colecao C.

Na Unidade 1, volume 1, as autoras acentuam a intencao de revisao do assunto,
logo no inicio da colegdo de Matematica, visto que “escolheram como ponto de partida
[...] os nimeros, retomando algumas de suas propriedades e as operagdes com eles

realizadas” (p. 9).

No item ‘Numeros Irracionais’, as autoras introduzem a questdo “Como medir a
diagonal do quadrado, utilizando seu lado como unidade de medida?” (p. 14), questao

presente nas colecdes de Ensino Fundamental II.

O texto faz mengdo a ‘Crise dos incomensuraveis’, quando discorre que
“descobriu-se que hd segmentos incomensuraveis, cuja razao entre medidas nao pode
ser expressa como divisdo entre dois nimeros inteiros. [...] Ai, surgiram os numeros’”’

(p. 14). Porém nao ha exploracao das consequéncias da referida tematica.
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A seguir, o texto argumenta que ‘“historicamente, a descoberta dos irracionais
parece estar ligada a utilizacdo do teorema de Pitdgoras” (p. 14), reportando a
representacdo exposta na figura 13, aplicando o Teorema de Pitdgoras ao quadrado de
lado unitério e obtendo ~/2 para a hipotenusa. Salientamos que, historicamente, nao ha
indicios de tal procedimento ter sido utilizado e até parece ser bem provavel que os
gregos nao utilizaram o teorema de Pitdgoras para a descoberta da irracionalidade,
conforme relata Avila (1984).

Durante a argumentacdo das autoras ha referéncia ao uso de calculadora, onde se
expde o valor aproximado de +/2, com 31 casas decimais e acrescido das reticéncias,
citando se tratar de uma dizima ndo-periodica. A seguir, ha a apresentagdo da
demonstracido formal usual da irracionalidade de +/2, por absurdo, supondo que tal

nimero possa ser escrito na forma p/q (racional), com p e q primos entre si.

d2 :12 +12
1 d2:2

d=A2

Figura 13: Quadrado de lado unitario [Fonte: Colegio C].

1

A partir da apresentagio de +/2 o livro-texto argumenta existirem outros nimeros
irracionais: as raizes quadradas ‘“cujos radicandos ndo sejam quadrados perfeitos” (p.
15), ou as raizes cubicas “cujos radicandos ndo sejam cubos perfeitos” (p. 15), além de

alguns exemplos que envolvem operagdes entre nimeros racionais e irracionais.

O livro cita a ‘Crise dos incomensuraveis’, porém nao explora as consequéncias

dessa problematica. A demonstracdo formal da irracionalidade de V2 , colocada em
seguida a um exemplo numérico, ndo permite significar o conceito de numero
irracional. Ainda, a apresentacao do resultado numérico de uma calculadora nao elucida
a questdo da aproximagdo e nem das infinitas casas decimais nao-periddicas. As
exposigoes representam um salto didatico, quando passa de uma abordagem empirica
para a tedrica, sem trabalhar o significado do nimero irracional envolvido, fato que

implica em um trabalho introdutdrio simplificado.
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Colegdo D.

No volume 1, no item Geometria Métrica Plana, os autores reutilizam as raizes
enésimas irracionais em aplicagdes do Teorema de Pitdgoras, como o problema da
determinagdo da diagonal do quadrado, ja citado, dentre outros. Na mesma unidade, no
item ‘Distancia entre dois pontos do plano’, através de coordenadas cartesianas, ¢ obtida
a formula usual da distdncia na Geometria Analitica. O texto propde varios exercicios,

recaindo novamente no uso operatdrio de raizes enésimas irracionais.

Na Unidade denominada Trigonometria nos Triangulos, sdo propostos exercicios
envolvendo célculos operatorios que utilizam raizes enésimas irracionais € o uso dos
valores tabelados das funcdes trigonométricas para angulos de 30°, 45° e 60°, lei dos

cossenos e area de algumas figuras planas.

Nesta colegdo ndo ocorre uma apresentagao conceitual basica dos conjuntos
numéricos canonicos e¢ somente ha reutilizagdo das raizes enésimas irracionais em
exercicios de modo operatdrio. Também, a colecdo ndo cita que as raizes sdo numeros
irracionais, havendo poucas contribuicdes para o entendimento introdutério do

significado de uma raiz enésima como um numero irracional.

Colecao Extra.

No livro I (capitulo I) sdo apresentados os conjuntos candnicos: Naturais, Inteiros,
Racionais e Reais. De modo oposto aos anteriormente analisados, utiliza propriedades e
a apresentacdo das operagdes de adicao e multiplicagdo para introduzir formalmente o
conjunto dos numeros naturais. Por ampliacdo das operagdes apropriadas, introduz os
outros conjuntos numéricos. Apds a apresentacao do conjunto dos Numeros Racionais,

os autores abordam o conjunto dos Numeros Reais.

Introduzem o tema argumentando que “[...] dado um numero racional a/b € um

natural n nem sempre n/% ¢ racional. Por exemplo, \/EDQ, o que ¢ provado

facilmente” (p. 46), do mesmo modo como ilustrado na colecdo C. Segue-se a
apresentacdo dos numeros e alguns exemplos numéricos, como V2 =1,4142136..;

n=3,1415926...; a=1,010010001..... A partir deste ponto definem como:

[...] conjunto dos Numeros Reais R aquele formado por todos os
numeros com representacdo decimal, isto ¢, as decimais exatas ou
periodicas (que sdo nimeros racionais) e as decimais nao exatas e nao
periddicas (chamadas niimeros irracionais) (p. 46).
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A colegdo faz uso da linguagem algébrica, através de uma apresentacao formal,
expondo defini¢des e técnicas operatorias. Esta op¢do adotada na colecdo E inibe a
utilizagdo de outros recursos didaticos, além de ndo citar ou explorar a problematica
histérica. Acrescenta-se também o fato que as exemplificacdes ocorrem somente no
contexto numérico conjuntista, configurando uma apresentacdo matematica formal,
porém didaticamente simplificada e reducionista, o que dificulta significar os nimeros

irracionais nesta faixa de ensino.

Analise e Sintese do Tema A: O surgimento das raizes enésimas irracionais.

Observamos no nucleo I (O processo de inicializagdo dos nlimeros irracionais), de
modo geral, nas colegdes A e B, de Ensino Fundamental II, uma introdu¢do conceitual
das raizes num viés empirico, fazendo uso do contexto geométrico. A proposta comum
as duas colegdes foi partir do contexto da area de um quadrado para se determinar o
lado desta figura geométrica, procedimento que representa o recurso metaforico para
acessar a ideia da operagdo de radiciagdo. No ambito aritmético, as cole¢des utilizaram
areas e lados que resultaram nimeros inteiros, expandindo posteriormente para casos

que recaem no calculo de uma raiz enésima irracional, com radicando inteiro (ver

quadro 2).
Quadro 2: A introdug¢ao conceitual nas colegdes analisadas.
Colecao A Colecio B Colecao C Colecao D Colecao Extra
Viés empirico Viés empirico Viés empirico&teodrico Nao introduz Viés teorico
Utiliza exemplos Utiliza exemplos | Discute o problema de Procedimento | Via defini¢ao
numéricos de area e numéricos de um quadrado de lado operatério de como
volume de figuras area de figuras unitario, seguindo a utilizacdo das operagdo
geométricas geométricas demonstracao da raizes enésimas inversa da
(quadrado e cubo). | (quadrado). | iracionalidade dey/2. | irracionais | potenciagao.

No desenvolvimento do tema das raizes enésimas irracionais, as cole¢des de
Ensino Fundamental II utilizam na exposicao didatica as linguagens: algébrica (A),
funcional (F), geométrica (Geo), grafica (Graf) e numérica (N), explorando as diversas
possibilidades de conversdo de registro. Porém, nas colecdes de Ensino Médio, ha

menor variabilidade na utilizagdo das linguagens (ver quadro 3).

Quadro 3: O uso de linguagens nas cole¢des analisadas.

Colecao A Colecio B Colecao C Colecao D Colecao Extra
Sim (todas) | Sim (A; Geo, Graf; N) | Sim (A; Geo, N) | Sim (A; Geo, N) | As vezes (A; Geo, N)




64

Quanto ao desenvolvimento do tema, com relacdo aos meios didaticos, os dois
livros do Ensino Fundamental II fazem uso de calculadora eletronica para determinar
raizes enésimas irracionais, através do processo de aproximagdo (ver quadro 4). A
op¢ao de algumas colecdes se restringiu ao uso da calculadora, algo que poderia ser
ampliado, por meio de outros recursos didaticos (planilha eletronica, régua decimal

infinita e uso de recursos da Historia da Matematica).

Quadro 4: O uso meios didaticos nas cole¢des analisadas.

Colecio A Colecio B Colecio C | Colecao D |Colecao Extra
Uso de calculadora | Uso de calculadora para efetuar
para efetuar aproximagdo por falta e excesso, Nao l}é Nao }lé Nao hf‘"
aproximagio por inicialmente para intervalo de mengao | mengao men¢ao
falta e por excesso. inteiros e depois para a casa
decimal.

A calculadora e outros meios como a planilha eletronica sdo instrumentos
utilizados para evitar calculos repetitivos. As colegdes, ao se limitarem a exposi¢do do
valor numérico aproximado de uma raiz irracional ndo exploram as possibilidades deste
recurso. Considerando-se que o acesso a um numero irracional se faz por meio de
conceito de aproximagdo a um numero racional, esta questdo precisaria ser ampliada,
através de um aprofundamento e tratamento didatico adequado, algo ndo encontrado nas

colegodes.

Lima (1985) e Bonomi (2008) destacam o problema ocasionado pelas
aproximacodes nas calculadoras, onde o mostrador dispde os nimeros na representagao
decimal finita, uma primeira aproximacao de outro resultado aproximado, armazenado
na memoria, que possui uma limitacdo fisica e finita de alocar dados. O acesso as teclas
como a raiz quadrada pode induzir os alunos no trato dos nimeros apresentados no visor
como se fossem decimais finitos e, portanto, racionais, ndo permitindo compreender a
representacao das dizimas ndo-periodicas, limitando o entendimento quanto ao acesso e

significado de um ntimero irracional, um conceito teorico.

Remetendo agora no nucleo II (O desenvolvimento e a amplitude conceitual dos
numeros irracionais), os livros do Ensino Fundamental II realizam varias mudancas de
linguagem, porém nao ha uma continuidade ou tratamento dos niimeros irracionais no
novo registro que situe e permita compreender o significado deste. O quadro 5 sintetiza

esta posi¢ao.
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Quadro 5: A articulacdo entre as diversas linguagens nos livros de Ensino Fundamental II.

Coleciao A

Colecao B

inteiros, ¢ realizada a abordagem funcional, através da
representacdo grafica (y= x°) e leitura no eixo x, com
aproximacao de casa decimal. Porém ndo ha
desdobramentos em relacao a discussao do resultado

seguida, a abordagem ¢ realizada via representagao
geométrica, no caso de retdngulos, com aplicagdo

introduzir as raizes enésimas irracionais.

Ap6s introduzir o conceito de raiz, no caso de nimeros

aproximado obtido por leitura grafica e aproximagao. Em

simultdnea do teorema de Pitagoras, discurso que permite

A abordagem contrapde o
discreto e o continuo. Também
ha uso da representacao
geométrica, no caso de
retangulos, com aplicacao
simultinea do teorema de
Pitagoras. Por ultimo, induz, por
meio de um exemplo particular,
a representacdo geométrica de

\/5 ,ha reta real.

Ap0s a apresentacao das raizes enésimas irracionais, as colegdes A e B, do Ensino

Fundamental II, e a colecdo extra, introduzem a radiciacdo como operagdo inversa da

potenciacdo e apresentam as operagdes envolvendo radicais (adicdo, subtragdo,

multiplicagdo, divisdo, fatoragcdo, racionalizacdo). De modo geral, a abordagem ¢

realizada em quadro numérico, ocorrendo passagem para quadro algébrico, de modo a

sistematizar as propriedades.

Quanto a re-utilizagdo das raizes enésimas irracionais, hd predominancia em

situagdes no ambito do teorema de Pitdgoras e na Geometria Analitica. Nos demais

topicos a utilizagdo dos numeros irracionais ¢ evitada, preferindo-se o uso de numeros

inteiros € poucas vezes recorrendo aos nimeros racionais.

Os autores lidam com fatos surgidos no decorrer do desenvolvimento histérico do

conhecimento matematico, mas raramente fazem referéncia ao mesmo ou nao utilizam a

problematica e procedimentos envolvidos no desenvolvimento histérico dos niimeros

irracionais para realizar uma viabilizacao didatica (ver quadro 6)

Quadro 6: O uso da Historia da Matematica como recurso didatico.

Colecao A Colecao B Colegao C Cole¢io D| Colecdo Extra
Apresenta o Os autores recriam o | Aborda o problema da
problema da diagonal | problema da diagonal | diagonal do quadrado A

do quadrado, de do quadrado, de

pelo viés operatério e

abordagem ¢

modo operatorio, modo operatorio. apresenta a Nio ha | Tealizada
mas ndo ha a Também ndo ha a demonstragao, mencdo pel.a
exploracdo da exploracdo da provavelmente nao defini¢ao
problematica problematica utilizada pelos gregos. O formal, sem
histérica. Nao cita a histérica e ndo ha livro cita a ‘Crise dos referégmas
‘Crise dos mencdo a ‘Crise dos | Incomensuraveis’, sem historicas.
Incomensuraveis’. Incomensuraveis’. explorar a problematica.
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No caso da ‘Crise dos Incomensuraveis’, o ocultamento dos nimeros irracionais a
moda dos gregos ¢ citado somente na colecdo C, porém esta ndo explora as
consequéncias, base essencial para o entendimento e possivel modo de introduzir os

nameros irracionais no ciclo basico.

Em decorréncia das observagdes apresentadas, sintetizamos que as colegdes de
Ensino Fundamental analisadas tratam a questdo das aproximagdes de um modo
simplista, num viés operacional e voltado implicitamente ao conjunto dos nimeros
racionais. Isto tem como consequéncia a nao-caracterizagdo dos nimeros irracionais,
deixando em aberto o entendimento da aproximagdo como meio de acesso de um

nimero irracional por meio de um nimero decimal finito.

Estas consideracdes expostas podem ser observadas na colecdo A, que apresenta
um capitulo intitulado ‘Medidas’, no livro do 7° ano. Neste sdo descritos instrumentos
de medidas e grandezas relativas a massa, distancia, area, temperatura, volume e o
sistema métrico. O contexto de medida seria propicio para tratar a questdo de
aproximagdo, porém o livro-texto somente apresenta dois exercicios solicitando a

aproximacao de numeros inteiros para a unidade ou dezena, por uma via operacional.

Semelhantes consideragdes podem ser direcionadas ao livro do 9° ano, da colegao
A. No capitulo intitulado ‘Medidas’ encontramos somente um exercicio propondo a

determinagdo da area aproximada do mapa do Brasil®.

Quanto a colegao B, no livro do 6° ano, ocorre a proposta de aproximagdo pelo
viés operacional no capitulo 3 (p. 37-40). As aproximagdes realizadas envolvem
numeros inteiros de ordem de grandeza da dezena, centena, milhar mais proxima e

outras combinagdes.

Na colegao C, unidade 1, volume 1, sdo apresentados exercicios de aproximagao
de raizes enésimas irracionais por racionais, para 1 ou 2 casas decimais, por excesso ¢
por falta, sem o uso de calculadora. A proposta inicia-se pela aproximacdo para uma
raiz enésima irracional, num intervalo situado com extremos inteiros. A seguir, adota o
valor médio entre os extremos inteiros e, elevando-se ao quadrado, verifica quando falta
(ou excede) para a igualdade com o radicando. O texto do livro faz uso recursivo de
valores intermediarios, através da exposi¢ao de quatro intervalos, induzindo que o valor

faltante ou o excesso diminui, aproximando-se de zero, sem nunca atingi-lo.

25 .. ~ . \ .. -

Santos, B. (2007) destaca nos mapas a utilidade da redugdo da realidade a propria esséncia desta. A
discussdo envolvendo essa caracteristica se constitui num importante recurso didatico, que poderia
complementar os exercicios numéricos, foco nao desenvolvido nesta e nas demais cole¢des analisadas.
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A colegao D aborda a aproximagdo da diagonal do quadrado de lado unitario

d =\/E) por excesso e por falta. O texto observa que, depois de efetuadas as

aproximacodes para duas casas decimais, € possivel repetir o:

[...] processo para se obter quantas casas decimais quisermos, mas
encontraremos sempre um valor aproximado para d, por falta, pois esse
valor, elevado ao quadrado, é sempre um namero menor que 2. Os
matematicos representam o valor exato para a medida da diagonal do

quadrado de lado £ por d =2 e V2=1,414213562... Assim, +/2 nio
é um niimero racional. E um ntiimero irracional (p. 93).

Na colegao Extra, no volume 8, intitulado ‘Logaritmos’, capitulo I, encontramos
uma Unica abordagem tedrica formal das aproximacgdes, na referéncia as poténcias de

expoente irracional. Através de um exemplo sdo expostos os resultados por

aproximagao de J2 e de 3ﬁ, constituindo recurso didatico para a exposicao da

defini¢dao formal. Pela defini¢do formal, um numero irracional a pode ser localizado e

aproximado no intervalo » <a <s,onde r € s sd3o numeros racionais, de modo que a

diferenca s — r ¢ menor que qualquer niimero positivo arbitrario. Esta abordagem,
utilizando uma linguagem matematica sofisticada pelo recurso algébrico reporta a ideia
de limite de uma fun¢do, tema ndo pertencente ao curriculo da escola basica,
demandando explicagdes. Assim, a apresentagdo teorica nada favorece a possibilidade

de significar o tema das aproximagdes no ciclo basico.

Sintetizando, nas cole¢des analisadas a abordagem da questdo da aproximacgao ¢
simplificada, pela via empirica, ndo sendo aprofundadas para esclarecer o significado de
um numero irracional. Entendemos que nao ¢ possivel lidar com a questio da
aproximacao somente como um conceito empirico, constatado em quatro das colegdes

analisadas ou, somente como um conceito formal, caso da colecdo extra.

O discurso restrito a explicagdes das raizes enésimas irracionais recorrendo ao
resultado numérico aproximado para o inteiro ou para determinado numero de casas
decimais simplifica o quadro da complexidade envolvendo o tema das aproximacgoes, as
condi¢des que pode ocorrer e os beneficios que esta questdo pode trazer para o
entendimento dos numeros irracionais: um numero irracional somente pode ser operado,

em situagdes praticas, quando utilizamos uma aproximag¢ao decimal finita.

Mas o numero irracional, na concepg¢ao tedrica, tem natureza ligada ao infinito e
ao aproximado, temas essenciais para significad-lo. Ao aproximar um niimero irracional,
ha uma implica¢do. Este tratamento de aproximacdo mascara um significado teodrico

basico dos numeros irracionais: infinitas casas decimais ¢ ndo periodicas.
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Em sintese, com relagdo as raizes enésimas irracionais, nenhum dos livros
caracteriza estes objetos como numeros irracionais. Esta forma de discurso presente no
material didatico analisado ndo permite ao leitor identificar o tipo de nimero: natural,

inteiro, racional ou sera de outro tipo ainda ndo apresentado?

O tema da aproximagdo ¢ tratado como nocao paramatematica. Para Chevallard,
Bosch; Gascon (2001) nogdes paramatematicas sdo objetos de saber auxiliar,
necessarios ao ensino e que constam do curriculo de Matematica. Nesta perspectiva, a
abordagem das raizes enésimas irracionais nos livros didaticos configura a aproximacao
como ferramenta matematica auxiliar para resolver problemas geométricos,
operacionalizando os resultados, mas ndo se constitui um aspecto fundamental da

Matematica, merecedor de um estudo mais abrangente.

Em sintese, no tocante as raizes enésimas irracionais, alguns livros didaticos
analisados nem mencionam que representam um novo tipo de nimero, tratando-o pelo
viés empirico, pela abordagem de aproximacao, transparecendo um nimero racional. J&
em alguns outros manuais citam-no e fazem o tratamento pelo viés operatorio, numérico

e algébrico, sem maiores aprofundamentos das consequéncias deste aspecto tecnicista.

De maneira geral, em face das constatagdes presentes nos livros didaticos, onde ha
a predominancia na técnica, concordamos com Machado (1990), que ndo considera
oportuna a op¢do dicotdmica — técnica versus significado. Ao contrério, trata-se de
observar momentos adequados para dar énfase ou prioridade a técnica, ao significado ou

a ambos 0s aspectos.

Os antigos gregos ocultaram os numeros irracionais, renegando-lhes o papel de
nimeros e tratando-os como segmentos geométricos. Modernamente, de modo analogo,
0s numeros irracionais continuam ocultos, mas agora sob um novo enfoque: o ato de

camuflar o significado e privilegiar a técnica, evitando a complexidade do tema.

Conforme destaca Machado (1990), a Matematica consiste num sistema de
representacdo original, onde além da essencial aprendizagem de técnicas para operar
com simbolos, relaciona-se com o desenvolvimento da capacidade de interpretar,
analisar, sintetizar, significar, conceber e transcender o imediatamente sensivel,
extrapolar e projetar. Atualmente, o ensino de Matematica deve priorizar e tornar

relevante:

[...] a harmonia e alterndncia entre as etapas sucessivas, onde o
funcionamento € tanto melhor quanto menos se distingue o término de
uma e o inicio da seguinte. [...] A técnica alimenta o significado que
alimenta a técnica .... e assim por diante (MACHADO, 1990, p. 116).
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Tema B: O nimero PI, 0 nimero de Euler e o niumero de ouro.

Colecao A.

No livro do 8° ano, capitulo 13, no item denominado ‘Um Toque a Mais’, a
primeira mengao ao valor de PI envolve um texto relatando a descoberta do empuxo por
Arquimedes. Este texto cita, em um paragrafo, dois trabalhos de Arquimedes: a formula
do volume da esfera e de um método para determinar o valor de PI, mas ndo tece outras
consideragdes a este respeito. Este tipo de abordagem nos faz indagar os motivos que
levaram o livro didatico a optar somente pela versao informativa.

O numero PI ¢ introduzido na secdo seguinte, pela via empirica. No mesmo livro,
no capitulo 14 denominado ‘Geometria Experimental’, o texto sugere o desenho de uma
circunferéncia com o compasso, contorna-la com um barbante e dividir o comprimento
do barbante pela medida do didmetro, o que resulta 3,1 (um valor aproximado de PI).
Sugerindo que a razdo entre o perimetro da circunferéncia e o diametro de uma
circunferéncia ¢ invariavel, sem maiores explicacdes, afirmam que métodos dedutivos
permitem obter o valor de PI com maior precisdo, expondo o valor = 3,1415926. Este
tipo de discurso implicitamente representa um salto do viés empirico para um
argumento teorico.

No livro do 9° ano, capitulo 12, no item denominado ‘Circulo e Cilindro’, os
autores retomam o nimero PI como sendo a razdo entre o perimetro do circulo e o
diametro correspondente. O livro-texto expde a inscri¢do e circunscricdo de poligonos
regulares a uma circunferéncia de raio R, conforme exposto na figura 14, mencionando

que para o caso particular de um quadrado, o intervalo é dado por: 2r° < ;r<4r>.

N (1Y
NS N

Figura 14: Inscrigdo e circunscri¢do de um quadrado [Fonte: Colegdo A].

NS

Em seguida, o livro cita que o processo consiste em subdividir o niimero de lados,
para se obter poligonos inscritos e circunscritos de lados 16, 32, 64 e 128. A seguir,
comenta que para um poligono inscrito e circunscrito de 180 lados o valor de PI fica
delimitado entre 3,140 < w < 3,144. Porém, o texto nao explica como obter este
intervalo, justificando: “Os calculos sdo complicados, mas nio ¢ necessario que vocé os

faca sozinho. Importante ¢ compreender as ideias” (p. 230).



70

Também acreditamos que compreender ideias ¢ importante. Este mote inicial
poderia ser ampliado, por meio de uma situacdo de aprendizagem utilizando, por
exemplo, uma planilha eletronica e delimitando valores racionais para PI, por excesso e
falta, dentro da proposta de inscricdo e circunscricao de poligonos regulares a uma
circunferéncia, expresso pelos autores. Isto possibilitaria um caminho trilhando
patamares de evolucdo da significagdo do conceito de PI, viabilizando o acesso ao
conceito tedrico de um numero irracional, a relacdo com o infinito e o continuo, através

da operacao de aproximagao.

O livro da colegdo A traz contribui¢do ao relacionar o nimero m a um processo
infinito, no caso de poligonos inscritos e circunscritos. O texto cita que, ao se dividir
pela metade o nimero de lados do quadrado inicial, se obtém um poligono regular de
oito lados, conforme ilustra a figura 15. Este processo, se realizado sucessivamente, leva

a um processo infinito.

Figura 15: Construgdo do octégono regular inscrito, a partir do quadrado [Fonte: Colegdo Al.

O texto apresenta uma visao inicial do infinito, na forma potencial, no item ‘Um
toque a mais’ do livro do 9° ano, capitulo 12. Parte-se da ideia de que, numa praia, ha
um grande, porém finito nimero de grdos. Os autores ressaltam que no conjunto dos
nimeros naturais, o conceito de sucessor permite a seguinte afirmagdo: “a contagem
pode nao parar porque nao existe um numero natural maior do que todos os outros, ao

contrario dos graos de areia” (p. 239).

A seguir, o texto apresenta outros contextos geométricos em relagdo ao infinito na
forma potencial: a reta e o segmento de reta. No caso da reta, que ndo tem comego nem
fim, esta pode ser prolongada indefinidamente. No caso do segmento de reta, os autores
discutem um argumento dedutivo: “dados dois pontos diferentes, existe sempre um

terceiro ponto entre eles. Essa sentenga nos leva a um processo que ¢ infinito” (p. 239).

Por ultimo, no livro da 8° série, capitulo 13, no item ‘Um Toque a Mais’, hd a

exposi¢ao de alguns valores obtidos para PI, numa retrospectiva historica.

Observamos que ndo ha mengao do nimero do Euler e do ntimero de ouro.
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Colecao B.

No livro do 7° ano do Ensino Fundamental II, capitulo 1, no item ‘Um numero
irracional especial: m’, os autores expdem uma simulag¢do, a qual permitiria medir
valores do perimetro pelo uso de barbante e do didmetro de circunferéncias, o que

viabiliza o calculo de valores aproximados de PI.

No livro do 8° ano, capitulo 1, no item ‘Numeros Reais’, o nimero PI ¢
apresentado através de exemplos, medindo o perimetro do circulo e dividindo-o pelo
didmetro (moeda, latinha cilindrica e Compact Disk) e, em seguida aproximando-o para
duas casas decimais. Por ultimo, fazem breve relato da histéria de Arquimedes e a

determinagdo de um intervalo para PI através de poligonos inscritos e circunscritos.

O contetido e o discurso desta colecdo sdo apresentados de forma extremamente
reduzida. Os autores se limitam a uma breve introducao, num viés empirico, que ¢ um
inicio viavel, porém a questdo ndo se encerra ai: existe a necessidade de um trabalho

posterior desenvolvendo o conceito de PI.

Constatamos que ndo hd mengdo ao ntimero do Euler ou ao niimero de ouro.

Colecao C.

Na Unidade 1, volume 1, no item ‘Numeros Irracionais’, ¢ apresentado o nimero
PI: “Além dos numeros irracionais representados por radicais, existem outros nimeros
irracionais famosos, como o m (pi), obtido quando dividimos o comprimento da
circunferéncia de um objeto qualquer e o didmetro de uma circunferéncia” (p. 16). A
seguir, o livro expressa que “[...] o valor de PI pode ser representado por uma dizima

ndo-periddica aproximadamente igual a 3,141592654” (p. 16).

Na Unidade 4, volume 3, no item denominado ‘Flash Matematico’, é abordada a
tematica da quadratura do circulo. A explanacdo faz uma retrospectiva historica, com
argumentacao jornalistica, do problema até os dias atuais, citando um recorde atual de
casas decimais. Mas nao explica o significado ou importancia de tal busca de casas

decimais, nem esclarece a natureza irracional do nimero PI.

Ao final, hd referéncia ao processo de exaustdo, que consiste em inscrever e

circunscrever poligonos regulares ao circulo, método que permitiu a Arquimedes “[...]

mostrar que o valor de m estava entre 3 inteiros ¢ 0 e 3 inteiros e 10 " uma
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aproximacao razoavel que foi bem aceita durante quase dezoito séculos” (p. 121).
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Nesta situa¢do, ndo ficou claro o que as autoras subentendem por uma
‘aproximacao razoavel’: € no sentido do cidadao ou se referindo ao mundo tecnoldgico
e cientifico, onde a natureza teérica de PI se mostra relevante? Esta importante situagao
merece ser explorada. Que conjecturas matematicas, em nivel de ensino bésico, podem

ser encaminhadas para tentar explicar como Arquimedes obteve estes valores?

No texto mencionado, também ha referéncia critica com relagao a corrida para se
determinar o maior nimero de casas decimais de PI: “Tal calculo ¢ inutil, pois, como
observou o astronomo americano Simon Newcomb (1835-1909), dez casas decimais sdo
suficientemente precisas para dar o valor da circunferéncia do planeta Terra com erro
inferior a uma fragdo de polegada; e trinta casas decimais dariam a circunferéncia do

universo visivel com extraordindaria precisao” (p. 121).

Este texto veiculado no livro didatico pode ser questionado: serd que o discurso de
um astronomo, profissional que utiliza os numeros num viés pragmatico, esgota o
problema? Esta referéncia particular da astronomia ¢ valida para todas as ciéncias e,

ainda, ¢ suficiente para tratar esta questdo no ambito da educacgao basica?

A sugestdo do texto transparece o viés pragmatico como esséncia de todas as areas
cientificas no ciclo basico. Nossa posi¢ao ¢ discordar: ndo podemos ocultar a esséncia
teorica dos niumeros irracionais aos alunos do ensino bésico. A questdo essencial que se

deve discutir € como encaminhar tal problema, no ensino de Matematica Elementar.

Uma contribui¢do essencial para o ensino basico com relacdo a ‘corrida ao PI’
advém das ciéncias da computacao. De modo basico, “[...] um computador, como toda
maquina, precisa ser testado contra possiveis defeitos, antes de comegar a funcionar.
Uma maneira de fazer isso ¢ manda-lo calcular alguns milhares de digitos de PI e fazé-
lo comparar o resultado obtido com o que ja se conhecia” (LIMA, 2000, p. 127). Deste
modo, o calculo de PI permite testar os modelos computacionais e delimitar a precisdo

dos proprios computadores, por meio de modelos matematicos, de natureza teorica.

Além dessa explicagdo inicial, é possivel acrescentar o significado de aproximar
um numero irracional. Isto implica entender a natureza racional, limitada e finita de
operacdo dos computadores, mas que se constitui no Unico meio de acesso pragmatico
de um numero irracional, cuja natureza ¢ tedrica e infinita. A memoria dos
computadores e calculadoras registra somente um ntimero:

[...] finito de digitos; por maior que ele seja, sempre sera um numero
finito. Considerando o universo dos nimeros, porém, observamos que a
maioria deles possui uma representagdo decimal infinita, o que toma
impossivel para qualquer maquina trabalhar com eles: somente poderdo
ser utilizadas aproximagdes (BONOMI, 2008, p. 1).
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Considerando-se o nimero de Euler este ¢ apresentado no livro texto ao final da
Unidade 8, volume 1, no item ‘Sistema de Logaritmos’. Como apéndice ao tema, o texto
cita que existe um sistema de logaritmos na base ‘e’, descrevendo o valor aproximado
2,7182818, sem explicitar que 0 mesmo € um numero irracional. Ainda, o manual relata
que os logaritmos na base ‘e’ sdo denominados logaritmos naturais ou neperianos, em
homenagem a John Napier. Mas qual a relagdo da denominacdo ‘natural’ com o nlimero

de Euler? E por que o texto apresenta o valor aproximado?

Por ultimo, o texto menciona o segmento aureo, representado pela letra grega

‘fi” (¢), como a razao entre lados de um retangulo, conceito utilizado no campo artistico

(figura 16).

A b A F

Figura 16: Obtengao do segmento aureo AF [Fonte: Colecao C].

O livro-texto expoe a construg¢do do referido retangulo, e, a partir de argumentos

+45

geométricos, aplica o teorema de Pitagoras, obtendo o valor g = ITS (figura 17).

Figura 17: Obtengédo do retangulo dureo ABEF [Fonte: Colegdo C].

O livro retoma a questdo do segmento aureo ao expor a sequéncia de Fibonacci,
utilizando o conhecido problema da reprodugdo de coelhos, a partir de um tnico casal,

que a cada més gera um novo casal, que se torna fértil a partir do segundo més de vida.

As variagdes de linguagens para expor o nimero de ouro constituem importante
contribui¢do, mas ndo foram aproveitadas para explicar a natureza das aproximacdes e
do processo infinito relacionado. Esta op¢do de discurso adotada pela colecdo C ndo

aprofunda o contexto tedrico deste nimero irracional.
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Colecio D.

No volume 1, no item Geometria Métrica Plana, no item Circunferéncia, é
representado o nimero PI, numa analogia com a roda de uma bicicleta, pela defini¢do
de perimetro de uma circunferéncia. “Vocé ja aprendeu que o comprimento de qualquer
circunferéncia ¢ dado pela formula C = 2 r, sendo m = 3,14151 ..., um numero

irracional” (p. 39).

O livro-texto apresenta varios exercicios para uso da expressio C = 2mr, e
considera “[...] ® = 3,14 uma aproximagdo racional com duas casas decimais” (p. 39),
sem maiores consideracoes sobre a natureza irracional de PI . Esta cole¢ao também nao
explora o papel das aproximagdes e as implicagdes entre os dois conjuntos dos numeros

racionais e dos irracionais.

Quanto ao numero de Euler, este ¢ apresentado como um apéndice aos logaritmos,
como uma base de valor aproximado 2,718281828 ....., para o sistema de logaritmos
denominado natural. Nao ha mencdo do nimero de Euler ser irracional. Notamos que a
opcdo escolhida para representar as casas decimais (1828), para o valor indicado
(2,718281828), pode iludir o leitor a erroneamente crer que existe regularidade na
formacao das casas decimais. O texto ainda apresenta o nimero de Euler pela defini¢ao

lim

(1+ x)%, uma linguagem de dificil acesso neste ciclo.
0

Por ultimo, o livro contém cinco problemas, ndo-resolvidos, indicando possiveis
aplicacdes do valor do numero de Euler. Os contextos das situagdes envolvem a curva
de aprendizagem (p. 236), o decaimento radioativo (p. 252), o crescimento de
populagdes (p. 257), o crescimento de uma mancha de petréleo devido ao vazamento de

uma plataforma maritima (p. 258) e a estimativa pelo método de carbono 14 (p. 277).

Nestes problemas, os enunciados apresentam as leis de fun¢do, na forma
algébrica, cuja expressdo aparece explicitamente o nimero de Euler. Ao leitor cabe
aplicar, de modo operacional, os conhecimentos matematicos para obter as solugdes
pedidas. Apesar dos contextos variados apresentados, o modo operatorio expresso na
forma de proposicdo dos temas fica associado a exercicios rotineiros, que ndo ¢

suficiente para significar o nimero de Euler.

Colecao Extra.

Quanto ao niimero PI, os autores apresentam-no no livro 9, capitulo XVII como a

razao entre o perimetro e didametro do circulo. A seguir, para “ter uma no¢ao do nimero
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PI” (p. 231), apresentam uma tabela de tripla entrada, contendo as razdes

P
2

P 1“’{ ,onde p; representa o perimetro interno ao circulo de raio R e p. representa o

perimetro externo ao circulo de raio R.

O livro nao ilustra como surgem estas relagdes, se limitando a apontar o intervalo
3,14145 < m < 3,14188, apresentagdo que nao condiz com o discurso “[...] assim vai

‘nascendo’ o niamero PI” (p. 231).

No volume 2, intitulado ‘Logaritmos’, no capitulo II, dedicado a Fungdo

Exponencial, os autores expdem a construgdo do grafico da funcdo f(x) =¢*, onde ‘e’ ¢

lim

apresentado como o nimero de Euler, dado por e = (1+ x)%’ comx € R.
0

-

O texto contém uma tabela ilustrando alguns valores de x, no intervalo [-3;3] e

localizados no plano cartesiano, o que acarreta o registro grafico. E destacado que, para
x = 1, o valor numérico da fungdo f(x)=e" corresponde ao numero de Euler

(e =2,7183), sem explicar que este valor apresentado ¢ uma aproximacao. A introdugao
formal tem contribuicdo limitada pelo uso de linguagem algébrica e exposicdo de
conceitos sofisticados, principalmente ligados ao limite de uma funcdo, tema cuja

apresentacao no Ensino Médio exige grande cuidado.

O volume 8 aborda o numero de Euler. Ap6s a apresentagao da funcao

fx)=(1+ l)",no ambito de N*, o numero de Euler é definido como fim (1+ 1)" =e,
n n

X — +oo

denominado o limite exponencial fundamental, uma linguagem algébrica que dificulta o
acesso ao significado do tema. O discurso apresentado neste livro pode criar no leitor a
falsa percepcao de que o acesso aos significados matematicos necessita tdo somente da

sintaxe matematica, algo que discordamos quando se considera o ciclo basico.

O texto menciona que o numero de Euler ¢ um numero irracional, cujo valor
aproximado ¢ 2,7182818284. Por ultimo, seguem-se os habituais exercicios de

aplicacao, cujos resultados envolvem poténcias do ntimero de Euler.

No volume 2 (Logaritmos), no capitulo III, ap6s a introdugdo da defini¢do
candnica de logaritmos, e das consequéncias da defini¢do, ¢ apresentado o item
‘Sistemas de Logaritmos’. No 5° paragrafo, ¢ relatado que “[...] o sistema de logaritmos
neperiano ¢ o sistema de base ‘e’ (e = 2,71828... [um] nimero irracional), também
chamado de sistema de logaritmos naturais. O nome neperiano vem de John Neper [...].
O nome natural se deve ao fato de que no estudo dos fendmenos naturais geralmente

aparece uma lei exponencial de base e” (p. 55).



76

O segmento aureo surge no livro 9, capitulo XVII, intitulado ‘Poligonos

s~ X a—x X ~ s
Regulares’, na defini¢do formal = = , onde = representa a razao aurea. Os autores
a X a

aplicam um tratamento algébrico a definicdo, obtendo X +ax—d =0, e expde o

V5 -1 . .
resultado x = ~— — ;4 sem posteriores comentarios.
2

Esta colecao utiliza varias defini¢des, todas apresentadas de modo formal. Esta
opcao restringe o significado, pois privilegia somente a sintaxe, ndo elucidando termos e
conceitos envolvidos, o que poderia ser realizado por meio de uma abordagem didatica
que expressasse ideias, utilizando maior diversidade de linguagens e meios didaticos

para dar continuidade ao tratamento do tema.

Analise e Sintese do Tema B: O numero PI, o nimero de Euler e o numero de ouro.

O Numero PL.

Observamos no nucleo I (O Processo de Inicializacdo dos Numeros Irracionais)
que as colecdes A e B fazem a introducao conceitual do nimero PI pela defini¢ao
classica: razdo entre o perimetro e o diametro de uma circunferéncia, num viés
geométrico e empirico. As colegdes C e D realizam a introdugdo conceitual ao numero
PI num contexto dual: o0 modo empirico e pela defini¢do. A colecdo extra introduz a

apresentacao formal, sem acesso ao empirico.

Quanto ao uso de linguagens, os livros adotam a abordagem numérica, algébrica e
geométrica. Com relagdo aos meios didaticos, os livros do Ensino Fundamental II se

restringem ao uso de materiais empiricos, conforme se ilustra no quadro 7.

Quadro 7: O uso de meios didaticos para acessar o nimero PI.

Colecao A Colecao B Colec¢iao C | Colecdao D | Colecao Extra

Compasso; simulagdo | Compasso; simulagio
com barbante e trena. com barbante e trena.

Considerando-se para andlise o nucleo II (O desenvolvimento e a amplitude
conceitual dos numeros irracionais), os livros ndo fazem articulagdo entre as poucas
linguagens utilizadas. Isto promove uma excessiva simplificagdo ao estudo de PI, o que
culmina em lidar com poucas referéncias, acentuando assim, como func¢do do livro

didatico, promulgar fatos sem remeter a maiores explicagoes.
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A constatacao fica elucidada ao observamos a exposicao do processo de inscrigao

e circunscri¢do de poligonos a um circulo, delimitando um intervalo racional para o
numero 7. Todos os livros analisados, com excec¢dao da colecdo D, fazem um breve
relato do processo. Porém, somente a colecdo A apresenta disposicdo em ampliar o
discurso. Para isso, além de fornecer uma explicagdo inicial, a colecdo A calcula a area
do quadrado inscrito e circunscrito para a primeira parte do processo. Entretanto, o texto
se limita a trabalhar uma possibilidade, ndo desenvolvendo as demais etapas do

processo, justificando que os calculos sao complicados.

Porém, existem meios didaticos de acessar tal processo de modo a promover um
maior desenvolvimento conceitual do tema. Um exemplo disso sdo as planilhas
eletronicas, que associadas a questdo de aproximacdo ampliariam o repertério numa
sequéncia que disponibilizaria tanto o discurso textual como a linguagem matematica
especifica. Vale ressaltar que o uso de recursos informaticos “[...] permite recuperar
conceitos matematicos ou mesmo facilitar a propria constru¢cdo de muitos conceitos por
meio de uma atribuicdo mais clara e visivel de significagdo. E a consisténcia da

construgdo significativa do conhecimento pode ser observada” (BONOMI, 2004, p. 7).

No nucleo III (Sintese), concluimos que os livros didaticos realizam uma
apresentacdo simplificadora, que trunca o ‘percurso dos nucleos de significagdo’, nao

permitindo elucidar a natureza do nimero PI, como um nimero irracional.

A utilidade de inscrever e circunscrever poligonos a circunferéncia permitiria
explorar um processo infinito onde a aproximagao seria o recurso de acesso ao nimero
irracional PI, que dialeticamente poderia ampliar a nog¢do de aproximagdo. Uma boa
aproximagao ¢ aquela que sempre pode ser melhorada e corresponde a uma necessidade
pragmatica. A natureza do numero irracional ¢ tedrica € a aproximagdo ¢ um recurso

didatico propicio para se iniciar a discussao de tal natureza.

O Numero de Euler.

No nucleo I, observamos que este nimero irracional ¢ apresentado somente nas
colecdes C e D, de Ensino Médio, no topico ‘logaritmos’, fazendo referéncia a condigao
deste nimero ser uma base natural e ter um valor aproximado, sem maiores explicagdes.
Em nossa andlise, concluimos que a colecdo C ndo completa a introdugdo conceitual do
nimero de Euler, se restringindo a uma abordagem informativa e complementar ao

topico ‘logaritmos’.



78

A colecdo D e a cole¢ao extra utilizam a defini¢do formal, ndo acrescentando
significado a brevissima apresentacdo do nimero de Euler. Uma excegdo foi a colegdo
D que apresenta cinco pseudo-problemas envolvendo o numero de Euler, por via

instrumental de aplicacdo de férmula dada no enunciado.

Este tema apresenta uma restrigdo inicial no ‘percurso dos nucleos de
significacao’, ficando a andlise deste tema restrita ao nucleo I. Da forma veiculada, o
discurso das colecdes pouco ilustra o significado do numero de Euler, ndo havendo

possibilidade de haver ampliacdao conceitual (ntcleo II).

O Numero de Ouro.
Este irracional ¢ apresentado somente nas cole¢des C e E. O quadro 8 indica as

observagoes referentes ao nucleo I (O tratamento didatico dos nimeros irracionais).

Quadro 8: A abordagem introdutoria para o niumero de ouro.

Colecao C Colecio D Colecio Extra

A introdugdo conceitual do nimero de A introdugdo conceitual do numero de
ouro ocorre pela representacdo figural, ouro ocorre pela representacdo figural,

a partir da construgdo de um quadrado. Nao ha seguida da definicio * = 4~X e, por
Posteriormente, ¢ dado um tratamento | mencao a x
algébrico para se determinar o valor ultimo em manipulagoes algébricas, de
de ¢. Sao também apresentados alguns 1+4/5

- modo a obter g= )
contextos de aplicagdo. 2

Na andlise deste nucleo destacamos o antagonismo da apresentagdo empirica no
tratamento da cole¢do C e a introducdo tedrica da cole¢do extra, que tipifica a usual

opgao pendular de exposi¢ao do tema dos nimeros irracionais nas cole¢des didaticas.

A colegao E apresenta um discurso formal, utilizando somente a linguagem
algébrica. Em discurso oposto, a colecdo C apresenta variedade de linguagens e de
meios didaticos: utilizagdo de textos jornalisticos, representacdes figurais, uso de
calculos aritméticos, algébricos e figuras geométricas, mobilizando diversos registros
para a apresentacdo do tema. Porém, a predomindncia pelo empirico limita o
desenvolvimento deste tema, ndo oportunizando a ampliagdo conceitual e significagao

do ntimero irracional envolvido.

No nuacleo II (O desenvolvimento e a amplitude conceitual dos nimeros
irracionais) somente a colegdo C avanca no ‘percurso dos nucleos de significagdo’ em
direcdo a um desenvolvimento conceitual, pelo tratamento algébrico efetuado para se
determinar a razao durea. Porém, segue-se um retorno e fechamento do assunto pela via

empirica, ilustrando os contextos das artes e a sequéncia de Fibonacci.
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Considerando o nucleo III (Sintese), o discurso envolvendo o nuimero PI, o
nimero de Euler e o nimero de ouro limita-se a apresentar informacdes e sugestdes de
procedimentos surgidos na Historia da Matematica, porém ndo avangam no ‘percurso

dos nucleos de significagao’, restringindo a argumentacao dos livros didaticos.

Nas colegdes, de modo geral, hé falta de uma abordagem situando e significando
tais nimeros como irracionais: os aportes teoricos sao introduzidos ora via empirica, ora
via formal, porém sem articulacdo entre estes modos. Torna-se necessario a constru¢ao
de modos didaticos de exploragdo e desenvolvimento de canais entre o pdlo empirico e

o tedrico para poder significar o tema dos nimeros irracionais no ciclo bésico.

Destaca-se que a coleg¢do C apresentou o numero de ouro de modo mais articulado
que a apresentacao de PI e o numero de Euler, o que possibilitou maior incursdo no
percurso dos nucleos de significagdo’. Nos manuais escolares € intrigante a recorrente
auséncia de utilizacdo de meios eletronicos triviais (calculadora e planilhas eletronicas)

para viabilizar algumas situagdes de ensino que pudessem desenvolver uma
caracterizagcdo mais ampla dos irracionais notaveis — o numero PI, 0 namero de Euler e

o numero de ouro - conectando os diversos conhecimentos matematicos e cientificos do

curriculo da escolaridade basica.

Tema C: Aspectos essenciais do conhecimento matematico relacionados aos
numeros irracionais.

Colecao A.

A colegao A expde e sintetiza o tema dos numeros reais no penultimo capitulo da
colecdo, uma posi¢do que propicia polémica: quais os motivos de apresentar o tema dos

numeros reais ao final da obra? Esta opgao colabora com a aprendizagem dos alunos?

No capitulo 13, denominado ‘Classificacdo dos numeros’, sdo destacados os
conjuntos numéricos candnicos. Apods descrever o conjunto dos Numeros Naturais e o

Conjunto dos Numeros Inteiros, ha a exposi¢cdo de seis exemplos (-0,333...; ¥4; - 22.7;
2,777...; 0,001; -5/,1000), O que segue a apresentacdo dos numeros racionais: “Esses
numeros sao fragdes, nimeros decimais finitos ou ainda dizimas periddicas”™ (p. 247).

A seguir, o livro didatico introduz os nimeros irracionais como 0s nimeros reais
em que o decimal ¢ infinito e ndo periddico, ou niimeros reais que nao sao racionais. O
texto ndo menciona a equivaléncia entre estas duas apresentagdes € nem menciona a

questdo da circularidade presente na definicdo dos nimeros irracionais e reais.
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No decorrer da exposi¢do, o manual cita poucos exemplos prototipicos como:
“J2, me 0,20200200020000200002...., que sdo apenas trés exemplos de nameros com
essa caracteristica. Ha infinitos outros! Por exemplo, a raiz quadrada de qualquer
nimero primo ¢ um nimero irracional” (p. 249). Ainda, o texto apresenta o conjunto
dos Numeros Reais como a unido entre o conjunto dos Numeros Racionais € o conjunto

dos Numeros Irracionais.

Uma questdo critica neste item analisado ¢ a objetivagdo em tratar os niimeros
reais somente no penultimo capitulo do livro do 9° ano. Esta opg¢do pode transparecer
uma inten¢do de sintetizar, elucidar alguns aspectos ou pormenores, € acrescentar
algumas consideragdes complementares ou ndo-essenciais. Esta escolha por uma
apresentacdo simplificada ndo situa a tematica dos numeros reais como eixo
estruturador de um trabalho que deve perpassar os varios anos do Ensino Fundamental I

e Il e, posteriormente, do Ensino Médio.

Colecao B.

Uma breve referéncia se situa em um exercicio envolvendo poténcias. O
enunciado expde uma sequéncia de quatro termos (figura 18), no livro do 9° ano,
capitulo 1. Porém, o texto ndo menciona tratar-se do ‘tapete de Sierpinski’, assim como

ndo sdo exploradas as possibilidades da infinitude do processo ou da soma finita de uma

L

1 triangulo branco 3 triangulos brancos 9 trigngulos brancos

série infinita de termos.

27 triangulos brancos

Figura 18: O fractal ‘tapete de Sierpinski’ [Fonte: Colegao B].

Colecao C.

Na Unidade 1, volume 1, sdo revisados os conjuntos candnicos, constituintes dos
Numeros Reais: Numeros Naturais, Numeros Inteiros, Numeros Racionais e o0s
Numeros Irracionais.

No item Numeros Racionais, sdo revisitadas as dizimas periodicas, que
apresentam implicitamente a questao do infinito. A referéncia explicita ao infinito surge
num recorte do texto denominado ‘Flash Matematico’. O livro-texto, ao questionar
quantos numeros racionais existem entre 1 e 2, faz uma representa¢dao na reta real de

algumas possibilidades de nimeros racionais, na forma decimal finita (ver figura 19).
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P 1.99
1.9 /_‘_"___;-"" 2

- 1,999 _
1.99

1,999

Figura 19: Quantos racionais existem entre 1 e 2? [Fonte: Colegdo C].

A partir do intervalo [1;2], o texto considera um racional deste intervalo e sugere a
construcdo de varios intervalos ([1,9;2]; [1,99;2], [1,999;2]), expondo que ‘continuando
o processo indefinidamente’, pode-se afirmar que entre dois numeros racionais
diferentes existe uma infinidade de racionais.

Na Unidade 1, no item ‘Intervalos limitados’, ¢ apresentada a ideia de infinito, por
analogia. O texto expde um corpo lancado da Terra, ao espago, com velocidade
suficiente para escapar da orbita do nosso planeta que “[...] tenderd a se afastar cada vez
mais da Terra. Com isso, sua distdncia em relagdo a ela aumentard indefinidamente.
Considerando o momento do langamento desse corpo, as distancias vao se situar no
intervalo [0; +oo[” (p. 30). Pela exploracdo desta narrativa, o livro cita que os “[...]
simbolos +oo (mais infinito) e -co (menos infinito) ndo sdo niimeros reais. Eles apenas
mostram que uma varidvel pode crescer indefinidamente (+o) ou decrescer

indefinidamente (-0)” (p. 30).

Na Unidade 6, no item progressdes geométricas, o texto representa graficamente

1 1
as funcdes dadas pelas leis de formagdo a, = (E)” e a, = -(5)” (figura 20).

14 0 1 2 3 4
______ T " n
I frmmh
——— R —
0 1 2 3 4 n -11

Figura 20: Gréaficos das exponenciais y = (1/2)" e y = - (1/2)" [Fonte: Colegdo C].
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Em seguida, o texto argumenta que se n aumenta indefinidamente, ou seja, tende a
infinito, os valores da func¢do tendem a zero, apresentando intuitivamente a ideia de
infinito na forma potencial. A seguir, o livro-texto expde algumas sequéncias infinitas
(convergentes), particularizando para as progressdes geométricas do tipo (a;, a;.q,

ar.q’...) e determinando a soma dos infinitos termos, para o caso de -1 <q < I:

lim
S= s =4

Na Unidade 11, volume 3, ¢ retomada a questdo do método da exaustdo, no item
‘Flash Matematico’, em linguagem jornalistica. O livro aborda o problema histérico de

determinar a area sob um arco de pardbola, recaindo na soma de infinitos termos

1 1 1 .
S:1+Z+E+a+""' Também, ¢é exposto que Arquimedes calculou tal soma
convergindo para % . Em seguida, o texto retoma o tema das somas de infinitas

parcelas, destacando que, para Cauchy, a soma S:1+%+%+é+.... tende a 2, mas

nunca chegava a este resultado. Porém, o texto elaborado ndo forneceu nenhum

argumento para explicar tais resultados.

Em particular, as sequéncias indicadas no texto jornalistico representam a soma
dos infinitos termos de uma P.G., assunto do curriculo de Matematica Elementar e de
apresentacdo ndo usual em exercicios de rotina. Isto configura uma perda de
oportunidade para explorar as contribuigdes das sequéncias infinitas cuja soma

representa um numero discreto e finito.

Na Unidade 4, volume 2, o termo infinito ¢ utilizado de modo intuitivo para
designar as solu¢des de um sistema linear, de ordem 2, na forma indeterminada, pois
“[...] existe uma infinidade de pares ordenados que verificam simultaneamente as duas
equagoes” (p. 129).

No caso de um sistema linear, de ordem 3, no item ‘Flash Matematico’, na
Unidade 4, volume 2, p. 137, o livro-texto fornece uma visualiza¢do geométrica no caso
de um sistema linear (3x3) possivel e indeterminado: planos que possuem uma reta

comum ou coincidentes.

Outra contribuicao da colecdo C sdo os fractais. Na Unidade 3, volume 1, ¢é
apresentado o tapete de Sierpinski (figura 21), contextualizando as fungdes. A
exposicao inicia com a representacdo grafica, elaboracdo de tabela e lei de formagao,
sem maiores exploragdes sobre o nimero infinito de termos e o resultado finito da soma

da série, dentre outras implicagoes.
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Figura 21: O tapete de Sierpinski [Fonte: Colegdo C].  Figura 22: Os flocos de neve de Kock [Fonte: Colegéo C].

A introdugdo da Unidade 6, volume 1, apresenta trés configuragdes iniciais da
curva de flocos de Neve de Kock (figura 22). A partir da questdo “Vocé consegue
descobrir como a segunda e terceira figuras foram obtidas a partir da primeira?” (p.

158), o livro-texto introduz o tema ‘Seqiiéncias’.

Ao término da unidade, no item °‘Flash Matematico’ sdo retomados outros
exemplos de fractais, sendo fornecidas explicagdes das varias formas possiveis,
tomando como base registros de figuras geométricas e fotos, configurando uma

visualizagdo espacial para as sequéncias numéricas.

Na Unidade 8, volume 2, p. 266, o tema dos fractais ¢ retomado, de modo
jornalistico, destacando informagdes envolvendo aspectos topoldgicos: a dimensao das
figuras geométricas. O texto informa que o ponto tem dimensao zero e a reta dimensao
1, mas um fractal do tipo dos flocos de Neve de Kock teria dimensdo entre 0 e 1, mas os

argumentos expostos ndo compoem um quadro suficiente para sustentar tais afirmacdes.

Colecao D.

No volume 1, no item das Progressdes Geométricas, ¢ proposto um exercicio
envolvendo o fractal ‘tapete de Sierpinski’ e outro envolvendo a Poeira de Cantor.
Ambas as situacdes sdo passiveis de explicagdes referentes a sequéncias convergentes

. o ~ . r 25 r ~ r ~
de infinitas parcelas e a relacdo discreto e continuo™, porém ndo ha mencao.

Para explicar que entre dois numeros racionais distintos sempre existe outro
numero racional, o texto situa dois nimeros (zero ¢ meio) e, utilizando o conceito de
média aritmética, determina varios intervalos numéricos com extremidades compostas
por racionais. Por tal raciocinio, “podemos imaginar que entre dois nimeros racionais
distintos existem infinitos outros nimeros racionais” (p. 91). O discurso necessitaria ser

mais explorado a fim desenvolver a ideia de densidade dos nimeros racionais.

A Poeira de Cantor e a relagdo discreto/continuo estio desenvolvidas em Brolezzi (1996).
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Colecao Extra.

No volume 8, intitulado ‘Limites, Derivadas e Nog¢des de Integral’, o autores

abordam o Infinito, como tema principal do Capitulo III. Introduzem tal assunto a partir

da elaboragdo do grafico da fungdo f(x) = ﬁ , atribuindo “[...] a x valores proximos
X

de 1, a esquerda de 1, [...] e atribuindo a x valores proximos de 1, a direita” (p.54). O
livro apresenta uma tabela com tais resultados, esboga a representacdo cartesiana da
funcdo e argumenta que “[...] podemos tornar f(x) tdo grande quanto desejarmos, isto €,
maior que qualquer nimero positivo, tomando valores para x bastante proximos de 1 e

lim 1

€SCrevemaos: —
X - 1(x-1)

= +c0, onde o simbolo '+wo' 18-se mais infinito” (p. 54).
Ap0s esta introducdo, através de um exemplo, os autores apresentam a definicao
formal, através da linguagem algébrica formal e sintética:
lim
f(x)=+w = (OM >0,00>0/0<[x~d <d= f(x)>M.
- da
Por ultimo, o livro didatico observa que “o simbolo '+' ndo representa nenhum
numero real, mas indica o que ocorre com a func¢ao quando x se aproxima de a” (p. 55).

Os autores expdem outros trés exemplos para introduzir o que denominam simbolo

'—00', com a mesma forma.

Na sequéncia, o texto descreve as propriedades dos limites infinitos, partindo da
linguagem formal descrita acima. Também apresentam e demonstram teoremas através
de manipulagdes logico-dedutivas, proprias de um curso de Célculo Diferencial e
Integral, em nivel introdutorio para o 3° grau. Assim, o infinito ¢ tratado no decorrer do
Capitulo a servico dos limites. Vale relembrar que os limites constituem uma ferramenta
desenvolvida por matemadticos para prover rigor ao topico ‘derivadas’ e, portanto,
deveria se ater a ocasides para o desenvolvimento do conhecimento matematico, em

nivel de Ensino Superior.

Entendemos que essa forma de apresentagdao formal ¢ uma opcao didatica que cria
obstaculos a significagdo do tema dos niimeros irracionais para o ensino basico, devido
ao exagero e exclusividade na sintaxe e pelo uso dos sofisticados conceitos envolvendo
o tema °‘limites’, representando assim sérios entraves a compreensdo de ideias e a

formacao de significados para esta faixa de ensino.
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Analise e Sintese do Tema C: Aspectos essenciais do conhecimento matematico,
relacionados aos nimeros irracionais.

Os encaminhamentos realizados envolvendo a exposi¢do e esclarecimento dos
aspectos essenciais do conhecimento matematico envolvendo os nlimeros irracionais e,
por consequéncia, dos niimeros reais aparecem de modo escasso nas colegdoes B e D.
Isto representa uma simplificagdo ¢ um ocultamento de ideias fundamentais ao ensino

de Matematica Elementar. De modo geral, os livros-texto apresentam aos alunos:

[...] somente rudimentos dos numeros reais e uma abordagem
operatoria, cotidiana e pragmatica das fungdes. Porém, nos estudos
posteriores a serem realizados no Ensino Superior as disciplinas
necessitam de um estudo destes topicos como objetos de ensino, ndo
como nogdes paramétricas (BARUFI, 1999, p 50).

Uma excecdo foi a colecdo C, que teve preocupagdo em explorar discursos na
forma de texto jornalistico, figuras e exercicios propostos envolvendo fractais e uma
ideia intuitiva do infinito. Esta cole¢do enfatiza os fractais com linguagem
predominantemente geométrica, propondo uma discussao inicial envolvendo os temas
sequéncia, séries e convergéncia. O estudo usual adotado pelas autoras ¢ a de resolucao
de problemas, ligados a progressao geométrica e a soma dos infinitos termos. Associam
também possibilidades de tratamento funcional e aliam a descricdo jornalistica de
alguns fractais. Porém, se atém ao mundo pragmatico, sem explorar um discurso mais
abrangente e tedrico, esclarecedor e articulador com relacdo aos aspectos de séries

infinitas: a convergéncia e a ideia de infinito.

Quanto ao nucleo I (O Processo de Inicializacdo dos Numeros Irracionais), o

quadro 9 sintetiza as coleg¢des que realizam um tratamento inicial ao infinito.

Quadro 9: A introdug¢do conceitual do infinito.

Colecao A Colecao B Coleciio C Colecao D Colecao Extra
A introducao conceitual A ideia de infinito é Introducgao através
do infinito contrapde a introduzida por de exemplo, onde
ideia de conjunto finito, Sem analogia a Fisica, Sem o infinito surge na

surgindo através da mengdo | onde a distAncia de | mengdo concepgdo de
contagem, pela um objeto, tipo tornar um nimero
possibilidade da foguete, langado tao grande quanto
existéncia de sucessor no verticalmente, se queira. Segue-
ambito do conjunto dos aumentara se uma defini¢do

numeros Naturais. indefinidamente. formal.

Quanto a colecdo A, o processo de inicializagdo aos aspectos essenciais do
conhecimento matematico envolvendo os nimeros irracionais se encontra reduzido a
exposicdo de alguns exemplos prototipicos, para entdo definir os irracionais como

numeros decimais infinitos ndo-periddicos ou nimeros reais que nao sao racionais.



86
O discurso da colecdo A recai na questao da circularidade, além de ndo explicar a
equivaléncia destas duas conceitualizagdes. Outro problema que apontamos na cole¢do

A ¢ a opcdo de sistematizar o conhecimento no penultimo capitulo.

Considerando-se a cole¢do C, ha um processo de inicializacdo aos tdpicos
essenciais relacionados aos numeros irracionais com predominio da apresentacao pelo
viés empirico, ndo havendo articulacdo com o tedrico. O texto utiliza linguagens
diversas, porém o desenvolvimento do tema fica limitado, ndo caracterizando avancos

para a ampliacdo e articulagdo conceitual.

De modo oposto, a apresentagdo teorica e formal da colegdo E dificulta a
apresentacao significativa deste tema. As colecdes B e D praticamente se omitem em

relacdo a este assunto.

Quanto ao uso de linguagens variadas, encontramos varias representacdoes nas
colecdes de Ensino Fundamental I: funcional (F), geométrica (Geo), grafica (Graf), reta
numérica (R), sequéncia numérica (SN), simbolica (S) e textual (T), conforme

sintetizado no quadro 10.

Quadro 10: O uso de linguagens variadas nas cole¢des analisadas.
Colecio A Colecio B | Colecao C | ColecioD | Coleciao Extra

F; Geo; R; SN; S; T SN Todas SN F; Graf; SN; S

Remetendo ao nucleo II (O desenvolvimento e a amplitude conceitual dos
numeros irracionais), a colegdo A expode varias linguagens, contextualizando situagdes
de conjuntos finitos, para entdo utilizar o conceito de sucessor de um numero natural
para introduzir a ideia do infinito através de um processo de contagem. Os autores da
colecdo A utilizam algumas ideias encontradas no conhecimento histérico da
Matematica para abordar a questdo do infinito, porém carecem de desenvolvimento e
extensdo, como, por exemplo, em um discurso que envolvesse a relagdo do infinito com

0s conjuntos enumeraveis.

Na colecao C, em relagdo ao ntucleo II, ocorre uma diversidade de linguagens. Na
maior parte dos exemplos e ilustragdes, hd o uso intuitivo do infinito na forma potencial.
A referéncia explicita ao infinito ocorre na apresentagdo do intervalo [1;2] na reta real e
nas inimeras possibilidades de representar um numero racional neste intervalo. Porém,

ndo ha uma relagdo explicita da relagdo do infinito com os conjuntos enumeraveis.

Na colegdo extra ocorre tratamento axiomatico do infinito, o que pode servir de
busca a fatos e informagdes do saber matematico, mas apresenta poucas referéncias

quanto a um tratamento didatico adequado a faixa de ensino da Matematica Elementar.
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De modo geral, o nucleo II (O desenvolvimento e a amplitude conceitual)
apresenta um desenvolvimento parcial dos nimeros irracionais no ‘percurso dos nucleos
de significagdo’. Em sintese, concluimos que os livros didaticos analisados expdem de
modo restrito os aspectos essenciais envolvendo os nimeros irracionais, o que limita a

possibilidade de uma abordagem significativa deste tema no ensino basico.

Analise comparativa entre as tematicas

De modo geral, a andlise dos ‘percursos dos nucleos de significacdo’ realizada em
relacdo aos trés temas que nos propusemos a verificar nos livros didaticos - o
surgimento das raizes enésimas irracionais; o numero PI, o nimero de Euler e o nimero
de ouro; aspectos essenciais do conhecimento matematico relacionados aos ntimeros
irracionais - indica que as colecdes analisadas poderiam apresentar maior &nfase e

desenvolvimento diante da complexidade destes topicos essenciais ao ensino basico.

Considerando-se que os irracionais representam a quase totalidade dos nimeros,
fato raramente abordado no ensino basico, ¢ a circularidade envolvendo as defini¢des de
numeros irracionais e reais veiculadas nos livros didaticos, o entendimento do tema dos

numeros irracionais perpassa o estudo de aspectos dos nimeros reais.

Neste enfoque, vale relembrar que “[...] os nimeros reais sdo provavelmente o
objeto matematico mais amplamente utilizado durante os estudos universitarios, mas

eles ndo sdo introduzidos apropriadamente neste nivel” (BARTHEL, 2010, p. 1).

Estas ponderacdes acentuam uma importante questdo em nivel educacional: por

que se ensina o tema dos nimeros reais no ciclo basico?

No ensino basico, 0 momento de introdu¢do dos numeros reais equivale a marcar a
disjuncao entre o conjunto dos nimeros racionais € o conjunto dos nimeros irracionais.
Porém, existem importantes relacdes entre os numeros irracionais € 0S numeros

racionais, ndo devidamente caracterizadas e exploradas no ensino basico.

Uma conexao entre os racionais e irracionais € o ato de medir. No cotidiano, medir
remete a uma comparagdo entre uma grandeza, de natureza continua, com algum tipo de

unidade padrao, onde o resultado por ser expresso por meio de um niimero racional.

A necessidade ou desejo de acessar um numero irracional, ou seja, uma dizima
ndo—periodica, a0 mundo pragmatico necessariamente implica em uma operagdo de
aproximagdo. A aproxima¢do de um numero irracional corresponde a possibilidade de
substitui-lo por um nimero decimal finito, de acordo com o grau de precisdao desejado ou

possivel, face as caracteristicas da atividade envolvida.
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Posta desta maneira, a questdo da aproximagao pode ingenuamente transparecer

que os numeros racionais sdo sempre suficientes para nosso mundo pragmatico, ndo
havendo espago para os nimeros irracionais. Realmente, nosso senso comum nos leva a
crer que os “[...] resultados aproximados sdo tuteis e razoaveis no mundo da engenharia,
por exemplo, bem como no campo das simulagdes, de modo geral” (BARUFI, 2008, p.
1). Porém, a questao das aproximacdes ndo ¢ suficiente para regular todas as atividades,

surgindo algumas restricdes, até mesmo em se considerando o aspecto pragmatico.

Um mundo onde a questdo das aproximagdes estd sempre em relevo € a
informatica. O computador, essencialmente, ¢ uma maquina que faz célculos muito
rapidos, utilizando numeros racionais finitos, desde a entrada de dados, o processamento
destes e a saida dos resultados. Porém, apesar da extrema rapidez e possibilidade de
armazenamento de uma grande quantidade de dados, as memorias deste instrumento
tém uma capacidade limitada de armazenamento, ou seja, em cada memoria € possivel
estocar um numero finito de digitos. A cada calculo realizado e armazenado, uma
operagao de aproximagao ¢ realizada. Ap6s uma grande quantidade de operagdes, o grau
de precisao dos resultados pode ndo estar em conformidade com o desejo ou

necessidade da atividade pratica.

Este tipo de estrutura do computador faz com que sejam necessarios testes para
averiguar a confiabilidade desta maquina. Para isto, sdo utilizados algoritmos para obter
o valor de algumas grandezas notaveis, como, por exemplo, o numero PI, o nimero de
Euler, dentre outras constantes matematicas. Geralmente, os nimeros utilizados para
testes sdo numeros irracionais, de natureza tedrica e infinita, o que requer uma grande

compreensdo das propriedades e natureza destes elementos.

Esta situacdo tipifica a insuficiéncia de se ater somente aos numeros racionais no
mundo pragmatico, assim como situa a necessidade de aprofundar o tema das
aproximacgdes. Nesse sentido, dialeticamente, no dia-a-dia, os niimeros racionais nao

podem existir sem o respectivo complementar: os nimeros irracionais.

Diante destas consideragdes iniciais, quanto aos aspectos de medidas e o par
estimativa/aproximag¢ao, um lugar natural de se reportar aos ntimeros irracionais, 0s

livros didaticos apresentam escassas propostas € uma abordagem didatica reduzida.

Uma mencdo frequentemente encontrada nos manuais analisados foi que, a partir
do resultado de uma raiz enésima irracional que aparece no mostrador de uma
calculadora, esta ilustra a possibilidade de exprimir uma aproximagao para um intervalo

com extremidades de nimeros inteiros, ou ainda para a casa decimal ou centesimal.
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Porém, os usudrios desconhecem a natureza do resultado numérico exposto no
mostrador das calculadoras eletronicas. Torna-se necessario um trabalho didatico de
esclarecimento e encaminhamento para compreender que os resultados aproximados ao
acessar as teclas das calculadoras eletronicas representam nimeros racionais finitos. A
explicacdo reduzida ou nado realizada pode induzir e iludir os alunos no trato dos
nimeros irracionais como se fossem decimais finitos e, portanto, racionais. Aliam-se a
estas consideracdes o desconhecimento da génese e significado dos simbolos

estampados no teclado das calculadoras, tal como o niimero ® ¢ o nimero de Euler,

apontados por Machado (1994).

Os livros didaticos, ndo elucidando o contexto das calculadoras eletronicas,
reduzem a possibilidade de compreensao da natureza dos numeros irracionais. O uso da
calculadora e do computador em sala de aula ¢ um recurso que permite explorar o

entendimento dos nimeros irracionais, conciliando a leveza e a rapidez em:

[...] calculos sem o peso da repeticdo de algoritmos, que, sem a
tecnologia, precisariam ser executados manualmente pelos alunos ou
pelo professor. Toda essa parte é rapidamente solucionada. [...] Uma

r

preocupacdo sempre presente ndo ¢ apenas aquela da resolugdo de
determinados problemas, mas também a observagao, a analise critica e
a significag¢ao dos resultados (BONOMI, 2004, p. 7).

Ainda com relacdo as aproximagdes, apos a enunciagdo dos resultados com uma,
duas ou até trés casas decimais, os livros didaticos citam que as raizes enésimas
irracionais ou o numero PI s3o nimeros irracionais, possuindo infinitas casas decimais e
ndo-periodicas, mas nao justificam esta declara¢do. Quais os argumentos que garantem
a ndo-periodicidade nos exemplos citados dos livros didaticos analisados? Ou ainda,

quais fatos asseguram que o mesmo possui infinitas casas decimais?

Para a efetivagdo de um tratamento didatico, a fim de superar o salto da
apresentacdo simplificadora dos numeros irracionais presente nos livros didaticos,
seriam necessarias argumentagdes, justificativas e provas para dar credibilidade as

afirmacdes expressas.

Como observacao geral, apos nosso olhar voltado aos aspectos salientados nas
analises das cole¢des didaticas, nos parece que houve, em algumas cole¢des, um esforgo
didatico em adequar o tratamento dos numeros irracionais a faixa de ensino a que se
destinam. Entretanto, tais aspectos ndo sdo suficientes para prover significado aos

nameros irracionais.
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Do ponto de vista global com relagdo aos trés temas que elencamos — o
surgimento das raizes enésimas irracionais; o numero PI, o nimero de Euler e o numero
de ouro; aspectos essenciais do conhecimento matematico relacionados aos ntimeros
irracionais - a sintese proporcionada pela incursdo ao ‘percurso dos nucleos de
significacao’, revela que nos livros didaticos analisados hé a introducao aos principais
nimeros irracionais de modo polarizado: ou se opta por um viés pragmatico ou pela
defini¢do formal. Porém, apds a abordagem inicial ndo ocorre um intercdmbio destas
opgoes, o que acarreta um rapido esgotamento das ferramentas para se desenvolver as
tematicas, representando um fator restritivo ao tratamento significativo dos numeros
irracionais.

Considerando-se o viés empirico, optado em algumas colecdes (A, B e C), em
geral houve a exploragdo e uso de algumas linguagens matematicas, mas que pouco
dialogaram entre si. A falta de op¢des didaticas que promovam o intercdmbio entre
linguagens ndo permite trilhar caminhos que avancem no ‘percurso de significa¢do’ dos
nimeros irracionais.

Pela via oposta, nos livros que optaram pela introdu¢dao formal (colecdo D e
extra), via definicdo, observamos que a linguagem geralmente utilizada fica restrita ao
registro algébrico, com posterior exemplificacdo situada no registro aritmético. Esta
limita¢do de explorag¢do de linguagens também trunca o desenvolvimento de utilizagdo
de outros modos, como a linguagem natural, assim como pela diversificacdo de
contextos e recursos que possibilitariam o acesso do significado dos objetos.

Apds o treinamento das defini¢des, as obras utilizadas recorrem a exercicios de
fixacdo, explorando o modo sintatico de escrita matematica, porém sem encaminhar
situagdes que enriquegam o repertorio e explorem os significados.

Também destacamos outra circunstancia: os temas pesquisados aparecem em
momentos pontuais no livro didatico. Lembrando que significar um conhecimento
remete a estabelecer uma rede de relagdes, a escassa retomada dos nimeros irracionais
em outros momentos no desenrolar dos assuntos tratados nos livros didaticos
pesquisados nao colabora para tecer conexdes entre os assuntos que delineamos como o

corpo de conhecimentos da Matematica.

Concluimos que os aspectos destacados nos livros didaticos somente iniciam um
percurso de introducdo aos numeros irracionais, vinculados principalmente as raizes
enésimas irracionais e ao numero PI, com algumas poucas mengdes a outros nimeros

irracionais.
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Verificamos também uma lacuna entre a introdugdo inicial dos numeros
irracionais e o posterior desenvolvimento: nas cole¢des que optaram pela via empirica,
relatando situagdes praticas, assim como nos demais manuais que optaram pela
defini¢do formal, o trabalho posterior se pauta numa lista de exercicios ou exemplos
modeladores, para treino dos elementos constituintes, destacando aspectos operatorios,

deterministicos e finitos.

A sintese do ‘percurso dos nucleos de significacdo’ de temas essenciais
envolvendo os numeros irracionais presentes em livros didaticos do ensino baésico,
fornece indicios da necessidade de expandir o universo atual de significagdes dos
numeros irracionais, presentes nestes manuais escolares. Isto equivale a estabelecer um
campo de significagdes, ou seja, delimitar uma série de fundamentos didaticos e tedricos
que permitam ao leitor navegar pelo ‘percurso dos nucleos de significagdo’ e construir

significados para determinados temas.

Considerando-se que o modo de apresentagdo dos assuntos ¢ um fator de grande
influéncia na sala de aula, “[...] um texto como o livro didatico deve prover uma
negociagao de significados através de problemas e situacdes motivadoras procurando
inicialmente trabalhar ideias gerais, contrariamente aos livros que se prendem a uma

sequenciacdo logica e formal” (BARUFI, 1999, p 50).

Aliado a esse fator seria importante que este tipo de texto viabilizasse um discurso
que faca uso do pareamento entre o rigor das definicdes e conceitos matematicos
associados ao desenvolvimento da percep¢do e intuicao, de modo a favorecer a

compreensdo das ideias inerentes aos nimeros irracionais.

Isso tem como consequéncia uma posicdo onde haja sintonia entre a sintaxe
propria da linguagem matematica e o uso da palavra: o conhecimento matematico nao
remete somente ao viés técnico associado aos aspectos operatdrios, finitos, exatos e
deterministicos, mas também requer a compreensdo. Nas questdes envolvendo a técnica
e o significado, hd a necessidade de uma concep¢do matizadora entre os aspectos
sintaticos, essenciais para se efetivar a comunicacdo matematica, com 0s aspectos

semanticos, que permitem uma importante abertura para a compreensao de ideias.

Estas ponderagdes equivalem a oportuna exploracdo da oralidade, através do
recurso a narrativas, simulacdes, experiéncias de pensamento e contextualizagdes, num
movimento intramatematico e interdisciplinar, imbuidos de um tratamento permeado
por ideias fundamentais da Matematica presentes e caracteristicas dos numeros reais: o

infinito, o aproximado, o estimado, o discreto e o continuo.






CAPITULO 2

As contribui¢coes teoricas para a construcao de
significado dos Numeros Irracionais no ciclo basico.
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CAPITULO 2

As contribuigdes tedricas para a construcio de significado
dos Numeros Irracionais no ciclo basico.

A pesquisa empirica realizada no capitulo anterior confirmou que as colegdes de
livros didaticos analisadas ndo exploram a riqueza das inumeras relagdes existentes
envolvendo os numeros irracionais, acarretando um desenvolvimento insuficiente de

aspectos essenciais frente as possibilidades de exploragdo significativa de tal tematica.

Em relacao a analise dos ‘percursos dos nucleos de significagdo’ constatamos que
a introducao e o desenvolvimento dos niimeros irracionais se situam em um dos dois
polos: a conceitualizagdo formal ou a abordagem pelo viés pragmatico. Conforme
indicado no capitulo anterior, estas op¢des restringem e dificultam o desenvolvimento

dos numeros irracionais.

Na primeira concepg¢do ¢ usual introduzir os nimeros irracionais por meio da
defini¢do, com posterior exemplificagdo e envolvendo exercicios de fixacdo para
concluir a introdugdo do tema. Consideramos este tipo de abordagem inadequado frente
as inumeras dificuldades presentes no ensino dos nimeros irracionais. Assim, nos
posicionamos no referencial de Vygotsky (1998b), para o qual o treinamento ou a

transmissao direta de:

[...] conceitos ¢ impossivel e infrutifero. Um professor que tenta fazer
isso geralmente ndo obtém qualquer resultado, exceto o verbalismo
vazio, uma repeticdo de palavras pelo [ser], semelhante a um papagaio,
que simula um conhecimento dos conceitos correspondentes, mas que
na realidade oculta um vacuo (apud REGO, 2001, p. 78).

Na segunda concep¢do abordada nos livros didaticos, ocorre a introdugdo
conceitual pelo viés pragmatico. Este procedimento inicial e usual ¢ eficaz no
tratamento dos numeros racionais pelos manuais didaticos, validados principalmente
levando-se em considera¢do a origem histérica deste conhecimento, revelados em

episodios historicos ligados as necessidades da vida pratica.

Existe um hiato entre a concepg¢do pragmatica de apresentagdo e desenvolvimento
dos niimeros racionais € a necessaria significacdo dos nimeros irracionais, um conceito

abstrato e teorico, de dificil acesso no ensino basico.

Acreditamos que para favorecer um enfoque mais abrangente € permitir uma
circulacao dos temas referentes aos numeros irracionais pelo ‘percurso dos nucleos de
significacdo’ expostos no Capitulo 1, buscamos referenciais para nortear o trabalho

didatico deste tema no ciclo basico.
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Considerando as ponderacdes referidas na revisdo bibliografica, as investigacdes
citadas pontuaram e diagnosticaram conhecimentos desenvolvidos por professores,
alunos de licenciatura e alunos do ciclo bésico que, oficialmente, j4 haviam tido contato
com os numeros irracionais na escola. Relembrando que uma fung¢ao primordial da
escola ¢ viabilizar modos de ensino que permitam a constru¢do de conhecimentos,
destacamos a importante e necessaria reflexdo em como situar referenciais para propor

situacdes significativas para alunos que ainda desconhecem tal assunto.

Deste modo, a questdo principal para o desenvolvimento deste trabalho foi: quais
sdo os aportes teoricos que podem nortear a elaboragdo de situagdes de ensino que
permitam apresentar e desenvolver, de modo significativo, os numeros irracionais no

ensino basico?

A nossa preocupagdo em discutir e levantar parametros em relacdo aos nimeros
irracionais ¢ dos numeros reais se acentua na medida em que, apesar do ensino de
Matematica Elementar perpassar uma vivéncia de treze anos, estes temas ndo estdo
explicitamente viabilizados sob o ponto de vista didatico nos livros analisados. Em vista
de tais constatagdes, acreditamos que os nimeros reais poderiam fundamentar questdes
e ressaltar principios matematicos a fim de estabelecer importantes conexdes e vinculos

entre inimeros temas presentes no atual curriculo de Matematica da escola basica.

Com base nas consideragdes tecidas anteriormente em relagdo a importancia do
tema, sinteticamente expressas na revisao bibliografica realizada, assim como na analise
de temas presentes nos livros didaticos, neste capitulo apresentamos referenciais
didaticos, epistemologicos e histdricos que situaram um campo de significagdes,
constituindo norteadores para introduzir, desenvolver e ampliar o conceito de nimeros

irracionais no ensino basico.

A importancia, as acepcoes e os caminhos para significar os nimeros irracionais.

A importancia anunciada sobre o tema se atualiza e se reafirma a partir de
documento oficial, quando do lancamento da matriz de referéncias expressas no ENEM,
Brasil (2009). Dentro dos cinco eixos cognitivos propostos no documento, ha a
designacao de sete competéncias para a area de Matematica e suas Tecnologias.
Na primeira delas hd a mengdo explicita: “Construir significado para os nimeros

naturais, inteiros, racionais e reais” (BRASIL, 2009, p. 5).
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Para uma visdo inicial do termo ‘significado’ reportando-nos aos dicionarios
Aurélio (2003) e Houaiss e Villar (2008). Verificamos que na origem etimologica
significar provém do latim significare, denotando querer dizer; expressar; constituir; dar
indicios; relacionar um termo ou objeto a fim de compreendé-lo, seja por extensdo ou
por outros meios.

Vygotsky (1998b) realiza ampla e importante contribuigdo para o entendimento do
termo ‘significado’. Para este autor o significado depende tanto do uso que se faz do
objeto, quanto do conteudo semantico especifico do conhecimento.

Em face das pesquisas que realizou, Vygotsky (1998b) situou o significado como
um fendmeno onde a propria palavra pode ser dissecada e observada em seu aspecto
interior. Para o autor, a atribuicdo de significado as palavras se altera a partir das
transformagoes e evolugdes das relagdes do homem com o meio natural e cultural,
configurando o cardter de construcdo socio-historico dos significados. Pode-se

considerar que:
[...] o significado propriamente dito refere-se ao sistema de relagdes
objetivas que se formou no processo de desenvolvimento da palavra,
consistindo num nucleo relativamente estavel de compreensdo da
palavra, compartilhado por todas as pessoas que a utilizam
(OLIVEIRA, 1993, p. 50).

Especialmente no tocante aos numeros irracionais, tal tema carece de uma
introdugdo conceitual que possa ser acessada ndo somente pela peculiar e complexa
sintaxe matematica, mas também por meio da palavra. Se o tema dos numeros
irracionais € um assunto complexo e teorico, por natureza epistemologica, nao devemos
renegar as dificuldades de acessa-lo ocultando-o ou evitando-o. Ao contrario, um dos
modos de superar tais empecilhos € explicita-lo através do ato de significar a palavra.

Vygotsky (2001) considera que a palavra desprovida de significado nao ¢ palavra.

O significado das palavras representa a unidade entre o fendmeno da linguagem e do

pensamento, ou seja:
[...] representa um amalgama tdo estreito do pensamento e da
linguagem, que fica dificil dizer se tratar de um fendmeno da fala ou
de um fenémeno do pensamento. Uma palavra sem significado ¢ um
som vazio; o significado, portanto, ¢ um critério da ‘palavra’, seu
componente indispensavel (VYGOTSKY, 1998, p.150).

Para o autor, o pensamento se realiza na palavra e passa a existir através dela,
pelas transformagdes que passa. Vygotsky (2001) compara o pensamento a uma nuvem
descarregando uma chuva de palavras, pois um pensamento ndo ¢ sé a expressao da
palavra. Entre a transicdo do pensamento para a palavra, hd o significado. Considerado
como um fenomeno do pensamento materializado na fala, o significado das palavras

representa assim a uniao entre pensamento e palavra.
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Nosso parecer incluiu concepcdes de Vygotsky (1998b) como modo de
contribuicdo para compreender, situar € iniciar um processo que permita significar os
nimeros irracionais no ensino basico. Para o autor, o processo de generalizacdo e o
significado das palavras sdo sindnimos, o que configura a formagdo de conceitos como
um ato especifico, auténtico e indiscutivel de pensamento. O processo de formagao de
conceitos ndo ¢ um processo mecanico e passivo, mas um processo criativo que exige
uma atividade cognitiva direcionada pelo uso de signos e também de palavras, de modo:

[...] que um conceito surge e se configura no curso de uma operagdo
complexa, voltada para a solugdo de um problema. [...] um conceito nao
¢ uma formagdo isolada, fossilizada ¢ imutavel, mas sim uma parte
ativa do processo intelectual, constantemente a servico da
comunicagdo, do entendimento e da solugdo de problemas
(VYGOSTKY, 1998b, p. 67).

Com base neste referencial, a abordagem matematica pode ser aprimorada no ciclo
basico considerando-se a possibilidade de significar como um ato de explorar as
relagdes entre pensamento e linguagem, conforme Vygotsky (1998b), em sintonia com a
sintaxe propria e complexa da apresentacdo do conhecimento matemadtico, que no
presente caso envolve os nimeros irracionais. Este modo de concepgdo pode favorecer a
inicializacao dos ntimeros irracionais através do ‘percurso dos ntcleos de significacao’

no ciclo basico, o que representa uma possibilidade de viabilizar um caminho frente a

problemadtica apontada nas analises dos livros didaticos, expostos no capitulo 1.

A seguir, passamos a considerar os estudos envolvendo a formacdo de conceitos,
segundo Vygotsky (1998b). Este tedrico estudou o modo como as criangas se apropriam
das palavras, tendo percebido que este processo ¢ constituido em diferentes niveis de

significacdo, estabelecidos em podlos situados entre o nivel pragmatico e o nivel tedrico.

Para Vygotsky (1998b) os conceitos espontaneos (nivel pragmadtico) sao
adquiridos por experiéncia pessoal e cotidiana das criancas. Em contrapartida, os
conceitos cientificos (nivel tedrico) sdo adquiridos e sistematizados nas interagdes
escolarizadas de sala de aula, ndo sendo acessiveis por meio da pura observagdo ou

manipulacdo direta pela crianca.

Neste sentido, focamos aportes da psicologia cognitiva que considera e aceita a:

[...] existéncia ¢ a validade de numerosas formas de conhecimento e
pensamento, € de ndo considerar o pensamento abstrato, formal e logico
como o hegemonico e o melhor para qualquer contexto e situacdo, pois
ele ndo passa de um tipo especifico de conhecimento, [...] que nasceu
na antiga Grécia, em fungdo de determinadas condigdes socio-culturais
e politicas. Sua finalidade, ao contrario do pensamento cotidiano, ndo ¢é
ser util para um determinado contexto particular, mas transcender o
particular para explicar a realidade mediante modelos mais gerais
(GOMES-GRANELL, 1997, p. 17).
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Para Turkle e Papert (1992 apud Goémez-Granell, 1997, p. 21), a dicotomia
pensamento cotidiano versus pensamento cientifico deve ser superada em prol de um
pluralismo epistemoldgico, onde se valorizam os processos de construgdo do
conhecimento num viés que priorize a integragdo e evolucao dos processos intuitivos e
do pensamento concreto com o pensamento formal, de modo a promover um contexto

significativo de aprendizagem.

Nesse sentido, o conhecimento cotidiano ndo pode ser menosprezado, mas, ao
contrario, se constitui numa forma representativa e uma possibilidade de acesso, uma
porta de entrada para o individuo galgar niveis mais avancados na compreensdo e

conceituacao dos objetos de estudo.

Deste modo, “[...] em um mesmo individuo poderiam coexistir e se inter-
relacionar formas de pensamento cotidiano e de pensamento cientifico, que seriam
concretizadas em fungdo das exigéncias do contexto” (GOMEZ-GRANELL, 1997, p.
19). Assim, a rede dialética entre conhecimento cotidiano e conhecimento cientifico ¢
possibilitada pela convergéncia, complementaridade e continuidade do movimento entre

0 conceito empirico € o conceito cientifico.

Numa analogia processual aos estudos de Vygotsky (1998b), especificamente em
relacdo a importancia da palavra, acreditamos que o navegar pelo ‘percurso dos nicleos
de significacdo’, considerando-se o transito pela etapa designada como nucleo I (O
processo de inicializacdo dos numeros irracionais), deve ser realizado na transicdo e
negociagao entre o conceito empirico € o conceito cientifico, o que permite iniciar um

movimento para a compreensao e evolucdo dos conhecimentos inerentes ao tema.

Outro referencial para a jornada envolvendo a viabilizagdo do ato de significar
pelo ‘percurso dos nucleos de significagdo’ advém da forma de organizagdo e
apresentacao do trabalho escolar. Levando em consideracdo a compreensdo e a
significagdo dos numeros irracionais, inicialmente expomos uma retrospectiva em
relag@o a alguns aspectos, em nivel curricular, que contribuiram e possibilitaram superar
alguns obstaculos no ensino de Matematica e que também apresentam relagdo com a

abordagem do tema deste trabalho.

Pires (2000) destaca que na década de 80 surgiram movimentos de reforma
curricular em varios paises, que exibiram algumas propostas importantes. Estes
documentos situaram algumas referéncias e apresentaram sugestdes de organizacdo do
trabalho escolar, configurando significagdes para o conhecimento matematico e

constituindo encaminhamento da problematica do ensino dos niimeros irracionais.
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Em particular, as Propostas Curriculares para o Ensino de 1° e 2° graus, em 1985,

explicitam sugestdes para a apresentacdo dos conteudos em diferentes niveis de
abordagem:

[...] em que se procura respeitar a integracdo dos temas a serem
trabalhados, bem como seu desenvolvimento em espiral. [...] Os
elaboradores reiteravam a retomada de uma mesma nogdo em
diferentes ocasides, convenientes para permitir sua elaboragdo e re-
elaboragdo por parte do estudante (PIRES, 2000, p. 50-51).

A proposta do curriculo em espiral, inspirada em Bruner (1987), foi importante na
medida em que promove abertura para a interacdo entre assuntos, configurando um dos
possiveis modos de priorizar o resgate e a ampliacdo de conhecimentos. Porém, surgem
algumas restricdes a serem consideradas: como esta proposta mapeia possibilidades de
novos assuntos serem tratados e relacionados a assuntos anteriores ou a outros temas?

Quais sdo os aportes que norteiam as possiveis ligagdes entre os conhecimentos?

Para direcionar respostas a estas questdes, as Propostas Curriculares para o Ensino
de 1° e 2° graus, em 1985, propuseram alguns temas que podem contribuir para o
encaminhamento das questdes postas no pardgrafo acima. Neste documento, na area de
Matematica foram definidos os seguintes temas norteadores: a estimativa, as medidas,
0s numeros € a geometria. Porém, o avango indicado para relativizar a sequéncia de
conteudos esbarrou na preocupagdo no esgotamento de cada eixo tematico - as medidas,
0s numeros € a geometria — sem estabelecer as necessdrias, importantes e fundamentais

relagdes entre os mesmos.

Um momento de superacdo surgiu, segundo Pires (2000), a partir de 1995. Os
Parametros Curriculares Nacionais indicaram a necessidade de estabelecer conexdes
entre os blocos temdticos nimeros&operacdes, espaco&forma, grandezas&medidas e o

tratamento da informacao.

Quanto ao primeiro bloco tematico, os PCN de Matematica, Brasil (1998),
enfatizaram que na faixa do Ensino Fundamental II, os nimeros deveriam ser
apresentados num viés instrumental, de modo operacional para a resolugdo de
problemas e também como objeto de estudo em si mesmo, considerando as
propriedades, as inter-relagdes entre os conjuntos numéricos estudados (Naturais,

Inteiros, Racionais e Irracionais), situando os numeros através da concepgao historica.
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O documento considerava que o trabalho do bloco teméatico em questdo deveria

permitir aos alunos compreender o significado dos niimeros, abordados em situagdes-

problema envolvendo medidas e operagdes, preferencialmente utilizando calculos
mentais e escritos. Neste ciclo:

[...] os alunos devem ser estimulados a aperfei¢oar seus procedimentos
de calculo aritmético, seja ele exato ou aproximado, mental ou escrito,
desenvolvido a partir de procedimentos nao-convencionais, com ou
sem o uso de calculadoras. [..] O importante é superar a mera
memorizagdo de regras e algoritmos (BRASIL, 1998, p. 67).

Além dessa indicagdo inicial, que representou indicios para considerar um estudo
mais aprofundado e abriu possibilidades frente as contribuicdes do par
exato/aproximado, através das questdes surgidas ao longo do desenvolvimento
histérico, nos PCN de Matematica, Brasil (1998), também houve referéncias as
multiplas representagdes utilizadas para expressar os nimeros através de simbolos
proprios da linguagem matematica e das relagdes entre estas grafias: inteira, fracionadria,
decimal, percentual, notacao cientifica, radicais e simbolos especiais (PI e numero de

Euler).

Porém, o bloco grandezas e medidas, nos PCN, Brasil (1998), manteve acentuagdo
no carater pragmatico, nos campos de trabalho e ciéncia, o que, a nosso ver, acarretou
certo empecilho ao trabalho com os nimeros irracionais, um tema que necessita de uma

abordagem para além do pragmatico, conforme foi apontado.

O mesmo documento salienta que a natureza de aproximacao da medida constitui
um aspecto numérico notoério, merecedor de especial atencdo, pois permite o
desenvolvimento de estratégias de estimativa e discernimento do grau de exatidao

necessario para uma dada situacdo particular.

As consideragdes nos documentos oficiais revelaram preocupagdo em estabelecer
relagdes entre os blocos tematicos apontados - numeros&operagdes, espaco&forma,
grandezas&medidas e o tratamento da informagdo - mas nao trouxeram referéncias
sobre como efetivar tais tessituras e nem em que medida estas poderiam contribuir para

significar os conhecimentos matematicos no ensino basico.

Aliando as consideragdes anteriores, que sem duvida trouxeram ganhos para o
tema, acrescentamos uma possibilidade de dinamizar a constru¢ao de significados.
Machado (1995) destacou a necessidade de um olhar mais abrangente para o saber,
propondo uma reorganizagao do processo de circulagdo do conhecimento como rede de

significacoes.
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Machado (2001) aponta que a organiza¢do do conhecimento escolar, nos diversos
niveis de ensino, se baseia no encadeamento linear, refletindo e orientando as acdes
educacionais. Este fato pode ser notado pela andlise de grades curriculares, onde em

geral se observa uma:

[...] certa cristalizagdo de percursos, no tratamento dos contetidos dos
programas, o que conduz a uma aparéncia de ordem necessaria dos
assuntos apresentados. A ideia de que alguns assuntos devem ser
ensinados antes de outros ¢ freqiientemente superestimada, ignorando-
se uma rica diversidade de contextos, de centros de interesse e de
possibilidades de percursos (MACHADO, 2001, p. 3).

Para o autor, assim como ocorre na lingua materna, os significados dos signos
presentes nas linguagens cientificas sdo construidos através de um feixe de relagdes.
Para compreender algo ¢ apreender a significacdo das relacdes deste objeto com outras

coisas, ou seja, para compreender ¢ necessario deixar-se envolver em relagdes.

Deste modo “[...] a idéia de conhecimento liga-se umbilicalmente a de significado;
conhecer ¢, cada vez mais, conhecer o significado [...] os significados dos signos que
circulam sdo construidos através de relagdes; eles constituem feixes de relagdes [...] os
significados constituem-se, socialmente e no seio das linguagens, como uma rede de

relagcdes” (MACHADO, 1995, p.35).

Esse tipo de organizagao situa uma forma de maior compreensdo no modo como o
conhecimento se apresenta, se organiza e se constroi atualmente no mundo. A
concepcdo do conhecimento como rede de significagdes constitui uma imagem

emergente para a representacdo do conhecimento. Nesta perspectiva, conhecer ¢ como:

[...] enredar, tecer significagdes, partilhar significados. Os
significados, por sua vez, sdo construidos por meio de relagdes
estabelecidas entre os objetos, as nogodes, os conceitos. Um significado
¢ como um feixe de relagcdes. O significado de algo ¢ construido
falando-se sobre o tema, estabelecendo conexdes pertinentes, as vezes
insuspeitadas, entre diversos temas. Os feixes de relagdes, por sua vez,
articulam-se em uma grande teia de significagdes e o conhecimento ¢
uma teia desse tipo (MACHADO, 2001, p 4).

Machado (1995) coloca a rede como uma imagem de um diagrama em teia,
constituida de nés e conexdes. Nesta concepgdo, um no resulta da conexdo de diferentes
fios e as conexdes sdo caracterizadas pela confluéncia aos nos que interligam. Este tipo

de trama permite que ocorra:

[...] a diluicAo dos objetos em relagdes e, reciprocamente, a
consubstanciagio de relagdes em objetos. [...] A medida que perde
forga a distingdo nitida entre objetos e relagdes, configura-se com mais
clareza certa dualidade entre os elementos desse par, onde os objetos
sdo percebidos/concebidos como feixes de relagdes e sdo transformados
em novos objetos; onde as relagdes sdo determinadas por pares de
objetos e cada objeto ¢é caracterizado pelas relagdes nele incidentes ou
dele emergente (MACHADO, 1995, p. 210).
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As andlises realizadas no capitulo 1 confirmam a panoramica que “[...] certas
praticas escolares como a forma de utilizagao do livro didatico favorecem a cristalizagao
de determinados percursos ao longo da rede, criando para eles a aparéncia de absoluta
necessidade; romper com tais praticas exige uma consciéncia da dindmica dos processos

que a explicitacdo da metafora da rede pode favorecer” (MACHADO, 1995, p. 141).

Para constituir um quadro mais favoravel para abordar a tematica dos nimeros

irracionais no ciclo basico, a ideia presente na metafora da rede de significagdes se
33 . T ~

configura como um mapa’~ que abre e orienta uma multiplicidade de rumos e conexdes,

permitindo o livre transito pelos possiveis percursos, com fronteiras flexiveis, sem

delimitar territorios.

Recentemente, na area de Educagdo, a ideia de mapa tem incorporado importantes
releituras da realidade. Um destes aspectos ¢ que a atual concep¢ao de mapas permeia o
terreno dos “[...] espagos de conhecimento ou das representacoes simbolicas
significativas para o ser humano, nas mais diversas situagdes € nos mais diferentes
contextos” (MACHADO, 2009, p. 186).

De modo geral, um mapa ¢ concebido para ser visto ou lido, os para destacar
aspectos figurativos ou mais abstratos, expressivos ou cognitivos. Na sociedade atual:

[...] as informag¢des — entendidas como dados com relevancia, com
proposito para alguém — sdo cada vez mais abundantes, e circulam de
modo muito mais livre do que em qualquer outro periodo da historia.
[...] Entretanto, a fragmentacdo e¢ a conseqiiente efemeridade sdo a
marca de tal pletora. A transformagdo das informagdes em
conhecimento pressupde uma articulagdo, uma interconexdo das
mesmas, tendo em vista a construgdo de redes de significacdes
(MACHADO, 2009, p. 198).

Esta concepcao permite configurar o conhecimento como um mapa de
relevancias, que abre caminhos para orientar e significar diversos temas escolares. Em
particular, com rela¢do a nossa pretensdo de abertura de caminhos para a compreensao
do tema dos numeros irracionais, a concepcdo de mapas de relevancias para a
abordagem deste tema fica atrelada a estabelecer uma abertura para uma variada rede de

conexoes, de modo a ser possivel distinguir o que € relevante e o que ¢ irrelevante.

Na analise dos livros didaticos, realizada no capitulo anterior, constatamos a
polarizacdo na apresentacao dos numeros irracionais exclusivamente pela via empirica
ou pela via formal. Do modo como estdo veiculados nos manuais analisados, estes dois
caminhos se esgotam pela restrita possibilidade de estabelecer uma rede de relagdes: a

opc¢do da mao unica restringe as multiplas conexdes possiveis.

33 . . .
Machado (2009) destaca que nas origens da historia da cartografia, os mapas eram concebidos como
instrumentos de representagdo para a localizacdo de espacos e elemento orientador das rotas ou caminhos.
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Para que haja compreensdo do tema dos numeros irracionais, a concep¢ao do
mapa de relevancias leva a necessaria exploracdo das intimeras possibilidades de
percurso, para além destas duas opg¢des geralmente presentes nos livros didaticos. Deste
modo, o mapa de relevancias solicita e torna essencial um estudo relativo ao
conhecimento matematico inerente aos nimeros irracionais, e, além disso, constitui um
referencial didatico que torna possivel transformar tal conhecimento em uma

apresentacao acessivel aos alunos do ciclo basico.

Nesta concepgdo, a ideia de rede de significados, expresso em Machado (1995),
associada a concepg¢dao de mapas, conforme Machado (2009), permite navegar pelo
‘percurso dos nucleos de significagdio’ de modo mais diversificado e abrangente
possivel. Isto equivale a pesquisar outros meios de introduzir conceitualmente os
numeros irracionais (nucleo I), assim como pela utilizagdo de linguagens e materiais
didaticos variados, permitindo mais possibilidades de trajetos. O caminho pelo nticleo 11
(O desenvolvimento e a amplitude conceitual dos niimeros irracionais) fica flexibilizado
se considerarmos o favorecimento do didlogo entre as diversas linguagens matematicas
(aritmética, algébrica, funcional, geométrica, grafica), assim como pela reutilizagdo em

diversos contextos e situagdes permeando os temas matematicos e extra-matematicos.

Para efetivar didaticamente tal a¢do, podemos fazer uso de um importante tr0p034:
a metafora. Etimologicamente, metafora provém da justaposi¢ao do grego meta,

denotando ‘além de’, ‘trans’, e do termo pheréin, significando ‘levar’ ou ‘transportar’.

Segundo Aristdteles “[...] a metafora consiste em dar uma coisa o nome de outra
coisa, produzindo como que uma transferéncia de significados, com base na analogia ou

na semelhanga” (apud MACHADO, 1994, p. 10).

Outra figura linguistica importante para a Matematica sdo as alegorias, de allos
(outro) e agourein (falar), ou seja, falar algo para dizer outra coisa. A alegoria, segundo
Machado (1992) representa uma expressao ludica, cheia de significacdo figurada e com
abertura para engendrar relagdes, podendo ser utilizada para representar conteudos
didaticos. As alegorias possuem as caracteristicas basicas das metéaforas, podendo ser

concebida como uma cadeia de metaforas.

Para Black (1962 apud Fichtner, 2010) a metafora possibilita reunir areas
separadas, imbuidas numa relagdo que usa a palavra como se fossem o6culos, denotando a
permissdo de se ver uma coisa através de outra. Isto implica gerir a imaginagdo, nos

capacitando a perceber, diversificar, revigorar ou ampliar a concepgao sobre um objeto.

34 , , . . ~ . ;.
Provém do grego trdpos, 'desvio', ou do latim tropu, denotando um recurso ou expressao linguistica que
emprega a palavra ou expressao em sentido figurado.
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Para o autor, isto propicia a atribui¢do dos significados como um:

[...] resultado de relagdes entre areas originariamente separadas, ndo
podendo ser anteriormente precedido ou posteriormente parafraseado em
nivel de prosa. Podemos comentar uma metéafora, mas a metafora mesma
ndo precisa e ndo nos convida para uma explanacdo. O pensamento
metaforico ¢ uma maneira diferente que parte da construgdo de um
‘insight’. Nunca uma metafora ¢ construida como uma substitui¢do
ornamental de um pensamento linear (FICHTNER, 2010, p. 38).

A metafora consiste na transferéncia ou mudanga de um objeto desconhecido para
um ambito semantico que nao ¢ o do objeto que ela designa. Este modo figurado de
linguagem operacionaliza uma comparacdo implicita entre dois elementos, sendo um
deles considerado familiar, a partir do qual se buscam semelhancas e diferencas com o

outro elemento considerado desconhecido.

Fichtner (2010) destaca que a metafora ¢, dialeticamente, a consciéncia de uma
igualdade e da propria desigualdade, da simultanea validade e invalidade de uma

igualdade.

Esta diferenca semantica ndo ¢ dissolvida ou anulada, mas fica presente
como tensdo e contradi¢do. A metafora pode ser compreendida como um
resultado de uma interagdo cheia de tensdo de elementos heterogéneos e
opostos. Sua relagdo nesta interagao nao é um acaso, também ela ndo se
completa por acaso. A metafora ¢ estritamente complementar, ou seja, 0s
elementos ou lados se sustentam mutuamente pela tensdo e contradi¢@o
simultanea (FICHTNER, 2010, p. 39).

Estas consideracdes sdo importantes tanto no campo da epistemologia quanto no
terreno da didatica. Por ser um processo imaginativo, Machado (1992) considera que o
uso de metaforas propicia uma transferéncia fecunda e favorece a aprendizagem, pois
podem situar contextos mais adequados que promovam a compreensao ¢ mudanga de

concepgdes sobre certo alvo, acrescentando significados as relagdes entre objetos.

Com relagdo ao desenvolvimento dos conceitos tedricos, essenciais aos numeros
irracionais, a metafora representa uma ligagdo muito importante pela possibilidade de
efetuar referéncia indireta ao real. Assim, “[...] o nicleo de um conceito tedrico atua
como meio de seu proprio desenvolvimento e diferenciagdo, mas somente através das
suas relacdes com outros conceitos, consegue relacionar-se com um objeto e/ou a

realidade” (DAWYDOW, 1977 apud FICHTNER, 2010, p. 41).

Atualizamos, entdo, nossa posi¢do em favorecer o navegar pelo ‘percurso dos
nucleos de significacdo’ pelo estudo dos possiveis caminhos revelados pela propria
epistemologia dos niimeros irracionais. Esse viés ¢ possivel considerando-se questdes
de natureza didatica, o que aumenta e enriquece o repertorio de possibilidades de

significacao do discurso expresso pelos livros didaticos.
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Frente a complexidade inerente ao ‘percurso dos nucleos de significagdo’ com
relacdo aos numeros irracionais e, por consequéncia, dos numeros reais, delineamos
nossa posicao para abordar, discutir e referenciar o ato de significar tal tema, sob a luz

da Historia da Matematica.

O enfoque através da Historia da Matematica

Uma primeira reflexdo acerca destas ponderagdes principia no modo como
ocorreu a apropriacao histérica deste conhecimento. Olhar para a referéncia histdrica
dos conhecimentos envolvendo os numeros reais pode se constituir num apoio
fundamental para encaminhar aportes que fundamentem uma visdo de construgdo mais

significativa dos niimeros irracionais no ensino basico.

O desenvolvimento gradativo da no¢do de numero natural surgiu a partir da
experiéncia cotidiana dos povos, sucedendo uma série de regras de manipulacdo e
propriedades das operagdes desenvolvidas ao longo dos séculos, caracterizando uma
abordagem informal e empirica. Apenas recentemente, no século XIX, a partir do

trabalho de Dedekind, ocorreu a formalizagdo e estruturagdo dos niimeros reais.

Este percurso informal se opds ao desenvolvimento da Geometria, que foi
formalizada e sistematizada por Euclides® , ha famosa obra Os Elementos, em cerca de
300 a.C. Nesta obra, as proposicdes geométricas foram ordenadas e propostas

logicamente a partir de certas afirmagdes basicas, denominadas axiomas ou postulados.

Struik (1992) aponta que muitas contribuicdes advindas da historia do
conhecimento matematico se encontram simplificadas na concepgao atual de ensino. A
valorizagdo e percep¢do do percurso histdrico dos conhecimentos matematicos e das
circunstancias em que foram produzidos possibilitam uma maior compreensdo da

importancia do conceito de numero real no ensino basico.

Para a construgdo de significados, a abordagem de temas no ensino basico com
apoio em ideias historicamente construidas, permite uma abertura, um desconforto com
praticas ja adquiridas, configurando um repensar e uma ruptura que propiciam desejo e
motivacdo para a composicao de uma pratica pedagogica de superacdo e consciéncia

critica com vistas a formagao de conceitos, conforme destaca Vygotsky (2001).

33 Os Elementos, de Euclides, ¢ uma obra composta por dez livros envolvendo a Geometria e trés volumes
versando sobre a Aritmética. Esta ltima corresponde atualmente a teoria dos Numeros e a Algebra, sendo
esta ultima revestida de um viés geométrico (Algebra Geométrica).


http://pt.wikipedia.org/wiki/Teoria_dos_n%C3%BAmeros
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No amago do desenvolvimento histérico do conhecimento matematico, que
atravessou séculos, sdo encontradas respostas a diversas questdes desafiantes e

intrigantes que inquietaram muitos filosofos e ainda desafiam os matematicos atuais.

O estudo dos aspectos histdricos para nortear o desenvolvimento dos numeros
irracionais ndo se submetera a linearizacdo e temporalidade dos fatos historicos. Os

PCN destacam que essa:

[...] abordagem ndo deve ser entendida simplesmente que o professor
deva situar no tempo e no espago cada item do programa de
Matematica ou contar sempre em suas aulas trechos da histéria da
Matematica, mas que a encare como um recurso didatico com muitas
possibilidades para desenvolver diversos conceitos, sem reduzi-las a
fatos, datas e nomes a serem memorizados (BRASIL, 1998, p 42).

Salientamos que a escolha da utilizacdo do recurso a historia da Matematica
permite entender que o conhecimento matematico ndo se desenvolveu
cronologicamente, mas sofreu oscilagdes, encontros, desencontros, retrocessos,
retomadas e ampliagdes, em fun¢do do processo civilizatério particular que cada povo
imprimiu aos assuntos cotidianos, culturais e cientificos, favorecendo um mapeamento
das dificuldades encontradas para a resolugdo dos problemas que as antigas civilizagdes

se dispuseram a enfrentar. A Historia da Matematica foi construida:

[...] como resposta a perguntas provenientes de diferentes origens e
contextos, motivadas por problemas de ordem pratica (divisdo de terras,
calculo de créditos), por problemas vinculados a outras ciéncias (Fisica,
Astronomia), bem como por problemas relacionados a investigagdes
internas a propria Matematica (BRASIL, 1998, p 40).

Nesse sentido, Mello (1999) aponta que a abordagem de aspectos historicos
permite ao estudante adquirir uma visao mais ampla da Matematica no sentido cultural,
propiciando oportunidade de entrever a dimensao de intercAmbio com todas as outras

areas do conhecimento e com o desenvolvimento da prépria humanidade.

Levando-se em consideragdo os numeros irracionais, cujo aperfeicoamento
matematico levou séculos, a forma usual de apresentacao deste tema em muitos dos
livros didaticos de ensino basico, sem vinculos com a génese “[...] histdrica causa, no
minimo, um empobrecimento cultural para os nossos alunos, corroborando uma
desvalorizagdo do desenvolvimento da Matematica das diferentes épocas de toda

humanidade” (PASQUINI, 2007, p. 22).

Nesse sentido, optamos por uma abordagem de Historia da Matematica com
énfase no desenvolvimento de ideias e conceitos matematicos dos diversos povos,

contrapostos a época atual.
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Concebemos a citada vertente como o entendimento e a explicitacdo do modo
como foram produzidos os conhecimentos matematicos, situando-os quanto as relagdes
socio-econdmico-culturais em cada época, assim como pelas relagcdes internas que
perfazem com outros temas da Matematica e nas conexdes externas em relacao a outras

areas do conhecimento.

Este olhar primordial, segundo Machado (1990), ¢ necessario e permite em
inimeras situagdes revelar uma continuidade essencial com relagdo ao significado de

temas tratados na escola basica.

Ninguém pode ensinar qualquer contetido, das ciéncias as linguas,
passando pela Matematica, sem uma visdo histdrica de seu
desenvolvimento. E na Histéria que se podem perceber as razdes que
levaram tal ou qual relacdo, tal ou qual conceito, a serem constituidos,
refor¢cados ou abandonados (MACHADO, 2004, p. 103).

Um olhar mais generalizado sobre os desenvolvimentos ocorridos ao longo da
histéria revela certo paralelismo entre a construgdo histérica e a construcdo de
significados pelos alunos, permitindo antecipar possiveis obstaculos de ordem didatica e
epistemologica que advém de seu ensino. Com relagdo a esta mutua impregnagao

historia&ensino, os PCN destacam que o conhecimento:

[...] matematico é historicamente construido e, portanto, estd em
permanente evolucdo. Assim, o ensino de Matematica precisa
incorporar essa perspectiva, possibilitando ao aluno reconhecer as
contribui¢cdes que ela oferece para compreender as informagdes e
posicionar-se criticamente diante delas (BRASIL, 1998, p. 57).

Para Brolezzi (1991), no ambito escolar ndo deve necessariamente haver
semelhancas entre a sequéncia historica e a forma de abordar o conteudo na sala de aula.
Diversos:

[...] estudos histdricos deixam muito clara uma distingdo entre a forma
logica inicial, presente nas origens da Matematica, ¢ sua posterior ¢
paulatina sistematizacdo. A logica natural, presente na construgdo
historica do conhecimento matematico esta novamente presente no
processo de aprendizagem da Matematica Elementar. Para justificar
esse fato, por vezes se faz referéncia a hipotese do paralelismo onto-
filogenético, sugerindo que o processo de ensino/aprendizagem deva se
pautar pela seqiiéncia de construgdo do conhecimento fornecida pela
Histoéria. Essa hipotese, porém, nao ¢ condigdo necessaria para justificar
o valor didatico da Histéria da Matematica. Inclusive, tomado
literalmente, esse paralelismo pode conduzir a absurdos, pois ndo existe
um principio claro que determine a evolugdo da Matematica como um
todo. Mas cada topico especifico pode ser logicamente estruturado
segundo a Matematica em construcao [...] O distanciamento propiciado
pela Historia é, assim, imprescindivel para se obter uma visdo de
conjunto do edificio matematico que se almeja construir no ensino
elementar (BROLEZZI, 1991, p. 62-63).



107

Brolezzi (2004) aponta que a indeterminacdo histérica ou a auséncia de um
principio claro que determine certa evolugao historica da Matematica, permitiria “[...]
contrapor uma concepgao linear evolutiva da Matematica com uma visdo que inverta o
sentido da Historia, pois isso revelaria uma multiplicidade de caminhos para a
construgdo de significados no ensino” (p. 4).

Esta percepcao da Historia da Matematica proposta por Brolezzi (1991), onde ha
possibilidades de se estruturar o trabalho didatico numa multiplicidade de caminhos, se
compatibiliza com a visao do conhecimento como rede de significados, conforme
Machado (1995). Nesta concepg¢dao, o enfoque historico fica atrelado a uma das
propriedades fundamentais da rede - a metamorfose - ndo existindo uma melhor ordem

ou preferencial na apresentacdo de um conteudo.

Outra contribuicdo com relagdo a abordagem historica da Matematica ¢ a
problemadtica no ensino envolvendo os numeros irracionais e reais foi resgatada no livro
As Idéias Fundamentais da Matematica, de Amoroso Costa (1981) e na obra Conceitos

Fundamentais da Matemdatica, de Bento de Jesus Caraga (1970).

Caraga (1970) e Costa, M. A. (1981) abordaram conjuntamente a historia e
desenvolvimento epistemoldgico da Matematica, inseridas numa visao didatica peculiar.
Estas propostas revelam uma preocupag¢do no entendimento semantico dos nimeros, um
dos campos matematicos mais antigos, como uma das ideias fundamentais da

Matematica.

O texto apresenta a evolu¢do do campo dos nimeros naturais, perpassando o
campo dos Racionais, Irracionais e Reais, além de outros resultados da Teoria dos
Numeros ¢ da Matematica em geral. A analise da exposi¢do do percurso historico
delineado permite a compreensao do surgimento dos nimeros, em diversos povos,
ligado as necessidades cotidianas e pragmaticas em relacdo a contagem de objetos, de
mensuracdo de terra, de operagdes numéricas ligadas ao comércio, as questdes
tributarias e a partilha de bens. Em contrapartida, ha questdes puramente abstratas da
Matematica, como aquelas ligadas ao antigo povo grego’®, revelando conexdes ao

conceito tedrico.

3% Ha no ensino da Matematica do ciclo bésico a questio em como trabalhar a relagio entre o concreto e o
abstrato. Machado (1995) aponta que usualmente o sentido usual do discurso pedagogico ¢ do concreto
para o abstrato, mas na sala de aula o sentido ¢ o oposto: ha a exposi¢do das teorias e conceitos, como
algo pronto e acabado, para em seguida resolver exercicios. Porém, o ideal ¢ que a dialética presente neste
par ndo constitua comego ou fim para esta relagdo, mas que perpetue uma dindmica: parte-se de uma
situacdo concreta (contextualizada), apreendem-se os elementos constitutivos, abstraem-se propriedades,
conceitos, relagdes, teorias, para novamente contextualizar, o que permite gerar um novo ciclo, para uma
evolugdo do conhecimento.
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Deste modo, o estudo do percurso histérico permite uma compreensao inicial do
embate entre o pragmatico e o tedrico, questdo crucial ligada ao entendimento da
natureza dos numeros irracionais, possibilitando uma ponderacdo inicial para um
tratamento didatico mais adequado.

Destacamos nestes autores o estudo do par contagem/medida e o finito/infinito,
que se constituem como possiveis contextos de significar os nlimeros irracionais se
forem enfatizados e situados na problematica de ensino da Matematica no ciclo bésico.

Vale destacar nos PCN a proposta de exploragao de varios eixos de referéncia. Este
documento considera que a matematica se desenvolve:

[...] mediante um processo conflitivo entre muitos elementos
contrastantes: o concreto e o abstrato, o particular e o geral, o formal e o
informal, o finito e o infinito, o discreto ¢ o continuo. Curioso notar que
tais conflitos encontram-se também no ambito do ensino dessa disciplina
(BRASIL, 19970, p. 20).

As histérias e narrativas inerentes aos numeros reais permitem resgatar ideias e
nortear principios essenciais do conhecimento matematico, pouco destacados no ensino
atual. A viabilizacdo do uso da Histdéria da Matematica como recurso didatico abre um
leque de possibilidades para entrelacar, tecer e esclarecer diversos aspectos internos a

propria epistemologia envolvendo o conhecimento dos nimeros reais.

Esta concepcao se insere numa rede dialética que permite conectar diversos
caminhos na intrincada malha para navegar pelos ‘percursos dos nucleos de
significagdo’, de modo a ampliar a compreensdo dos numeros irracionais no ensino

basico.

A seguir, delineamos as contribui¢gdes presentes na epistemologia envolvendo o
universo dos numeros reais, presente no discurso situado no desenvolvimento historico
dos povos. Este caminho constitui uma referéncia essencial e fonte de recursos para
ampliar as discussdes e sistematizar principios norteadores, permitindo a compreensao
da nogao de numero irracional, que fica irremediavelmente atrelada ao estabelecimento

de uma salutar multiplicidade de conexdes.

O eixo Discreto/Continuo como a¢ao fundadora.

O eixo discreto/continuo € um par essencial tanto na Matemadtica quanto no campo
didatico do ciclo basico. Este par se refere, respectivamente, a duas a¢cdes fundamentais
da Matematica, quais sejam: contar e medir, “[...] operagdes cuja realizacdo a vida de

todos os dias exige com maior freqiiéncia” (CARACA, 1970, p. 29).
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Fazemos mengao ao estudo etimologico presente no par discreto&continuo, onde:

[...] discreto é aquilo que exprime objetos distintos, que se revela por
sinais separados, que se poe a parte. Vem do latim discretus, participio
passado do verbo discernere (discernir), que significa discriminar,
separar, distinguir, ver claro. [...] Ja continuo vem de com-tenere (ter
junto, manter unido, segurar). Continuo ¢ o que estd imediatamente
unido a outra coisa (BROLEZZI, 1996, p. 1).

Em Matematica, uma grandeza ¢ discreta quando ela for contavel. Em oposi¢ao a

uma grandeza discreta, uma grandeza ¢ continua quando for passivel de ser medida.

No plano historico, Brolezzi (1996) aponta que as antigas civilizagdes lidavam
com a ideia genérica de nimero, num modo pragmatico, como se fossem medidas

continuas, evitando a distin¢do entre o discreto e o continuo. Estes povos:

[...] tinham uma idéia de nimero que ndo era restrita aos racionais, pelo
fato de utilizarem numeros para realizar medidas A Matematica pré-
helénica dos egipcios e babilonios apresenta uma caracteristica comum
muito importante para o nosso estudo: a utilizagdo de numeros
racionais (ou aproximagdes de irracionais) tanto para contagem quanto
para medida. A idéia de niimero se apoia assim na complementaridade
entre as nogdes de discreto e continuo (BROLEZZI, 1996, p. 14)

O autor pondera que somente em um periodo posterior surgiria uma tendéncia em
separar o discreto e o continuo. Essa oposi¢cdo teve origem e justificativa na propria
concepcao filosofica grega e no modo teodrico de abordagem dos problemas decorrentes.

Foi no mundo grego que se:

[...] estabeleceu a grande divisdo entre as nog¢des de discreto e continuo,
em termos de concepcdo filosofica, marcando profundamente a
evolugio da Matematica. E Euclides quem melhor registra essa
dicotomia que caracterizava a mentalidade grega, dividindo em livros
diferentes aquilo que se referia a geometria daquilo que se referia aos
numeros. A Geometria seria o ‘reino da continuidade’, enquanto a
Aritmética seria o ‘reino do discreto’ (BROLEZZI, 1996, p. 24).

A separagdo entre Geometria e Aritmética foi carregada durante muito tempo, como
disciplinas estaticas e distintas no curriculo escolar, denotando historicamente uma
oposi¢ao entre o discreto e o continuo. Mesmo apo6s a criacdo da disciplina Matematica,
no curriculo escolar, até os dias de hoje, ainda encontram-se sinais de tal dicotomia no

ensino.

Se no ensino atual ainda perdura uma visao estatica e dicotomica entre a Aritmética
e a Geometria, o par discreto&continuo vem resgatar uma salutar interagdo, organica e

viva, algo a se desejar no ensino da Matematica, conforme aponta Brolezzi (1996).

O referido autor atenta para a elegante e importante interagdo entre o par
discreto&continuo, apresentando véarias situacdes que historicamente se constituiram e

que poderiam ser exploradas no ensino da Matematica Elementar.
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Brolezzi (1996) propde a administragdo da tensdo conceitual referente ao par

discreto&continuo, que traz contribui¢des importantes para o ensino.

No ensino de Matematica elementar, muitas vezes constata-se a
tendéncia de se tentar optar, em cada assunto, por um ou outro aspecto,
sem explorar a relagdo entre eles. Dessa maneira de encarar o discreto e
o continuo como realidades completamente disjuntas surgem
conseqiiéncias graves para o ensino, ¢ perde-se muito da riqueza da
Matematica. Verifica-se assim a existéncia de um problema no ensino de
Matematica elementar, ocasionado pela tendéncia de optar ora pelo
discreto ora pelo continuo, fazendo sucumbir um em funcdo do outro
(BROLEZZI, 1996, p. 2).

O reconhecimento da essencialidade e da complementaridade nas abrangéncias e
abordagens relativas ao par discreto&continuo foi discutido por Thom (2004). Para o

autor, na Matematica existe uma aporia fundadora: o par discreto/continuo.

A origem etimologica do termo aporia (sem saida) provém do grego aporia
(atporos). Para Aurélio (2003), aporia representa um conflito entre opinides contrarias €

inicialmente igualmente concludentes, em resposta a um mesmo questionamento.

Para fundamentar esta posi¢ao, Thom (2004) aponta que o curso fundamental das
Matematicas teve origem na Aritmética, ou numa linguagem mais moderna, na teoria

dos Numeros, ramo que se constitui numa espécie de nucleo duro das Matematicas.

Para Thom (2004), aporia significa uma contradicdo de fundo, uma oposi¢ao
fundamental que permite emergir uma solugdo ‘fantasmatica’. O termo, cunhado pelo
autor, representa solugdes com validade até certo momento que, no decurso do tempo,

sdo postas em debate, reconhecendo-se, entdo, o carater ilusorio da solucao inicial.

Para delinear o entendimento da administracdo e interacdo do par
discreto&continuo como aporia fundamentadora, inicialmente destacamos aspectos
historicos e epistemoldgicos da natureza envolvendo os diversos constituintes do

conjunto dos Numeros Reais.

E muito difundida em livros e manuais didaticos a ideia de que, os numeros
naturais, representados por N = {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, ....}, tenham surgido da necessidade
de contar colecdo de objetos, pelos povos antigos, em suas atividades praticas, como,

por exemplo, no oficio de pastoreio.

A contagem ¢ uma operacao que faz corresponder, a partir do primeiro elemento
de uma cole¢do, uma anuncia¢do de um nimero da sucessdo natural do conjunto dos
Naturais. No exemplo da figura 23, ao apontar para cada elemento, na ordem da
esquerda para a direita, anuncia-se sucessivamente um, dois, trés, quatro, cinco, seis,

resultado que revela a contagem de seis elementos para a colecao.
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Figura 23: Exemplo de operagao de contagem.

A operagdo em fazer corresponder dois objetos ¢ essencial na Matematica e, em
particular, no estudo dos nimeros reais. Surge entdo um antecedente e um consequente,
que no exemplo da figura 23, seriam, respectivamente os elementos da colecdo e os

nameros naturais indicados (1 a 6), o que faz surgir uma correspondéncia’’.

Considerando-se agora uma situagao representada por uma lista de presenca, onde
cada aluno pode corresponder certo nimero (quadro 11). Assim, estabelece-se uma
correspondéncia entre o numero de chamada e o primeiro nome de um aluno,
organizada em relagdo alfabética. Na Matematica, esta relagdo um-a-um, entre

antecedente e consequente, nesta ordem, chama-se univoca.

Quadro 11: Exemplo de correspondéncia univoca.

numero de chamada — primeiro nome de um aluno

Para estabelecer uma relacdo entre o primeiro nome dos alunos e o nimero de
chamada, denominada correspondéncia reciproca, pode ocorrer que dois ou mais alunos
tenham igual primeiro nome. Como nem sempre € possivel estabelecer a relagcdo um-a-

um, estabelece-se a denominada correspondéncia um-a-varios, conforme Caraca (1970).

Em alguns casos especificos pode acontecer que a correspondéncia seja univoca e
sua reciproca também. Esta situagdo ¢ denominada correspondéncia biunivoca, que
significa comparar dois conjuntos, de modo que cada elemento de um corresponda a um

elemento do outro, e vice-versa, conforme expresso na figura 24a.

~Q O O O 0 A0 O O 0O 0O 0O O
11 1] I O !

®O O O O O B0 O 0 O

Figura 24a: Relag@o biunivoca. Figura 24b: Prevaléncia [Fonte: Caraga (1970)].

Nao ¢ o caso mais comum que duas cole¢des tenham igual nimero de elementos.
Dados dois conjuntos numéricos finitos, A ¢ B, se o nimero de elementos de A for
maior que o niimero de elementos de B, ento se diz que A é prevalente®® em relacio a

B (figura 24b), de modo que, em conjuntos finitos, o todo é sempre prevalente a parte.

37 Correspondéncia ¢ considerada uma relagio primitiva. Pela correspondéncia, podem-se deduzir as
seguintes relacdes entre dois conjuntos: maior, menor e igual.

3 Prevaléncia, cuja etimologia remonta o latim praevalentia, significa ter maior valor.
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A ideia de desigualdade do niimero de elementos entre dois conjuntos viabilizou a
percepcao de que, em alguns casos particulares, os dois conjuntos envolvidos poderiam

apresentar igual nimero de elementos. Neste caso, surge a no¢ao de equivaléncia.

O homem antigo aprendeu a noc¢do de maior/menor ao realizar comparagdes
entre conjuntos com distintas quantidades de elementos, traduzida no conceito de
prevaléncia. Assim, a afirmacdo que a contagem surgiu unicamente por meio do

estabelecimento da relagao biunivoca ¢ insuficiente.

Brolezzi (1996) aponta que a concepcdo de numero natural surgiu
espontaneamente num estagio primdrio da civilizagdo, relativamente com o
desenvolvimento da pratica da contagem e das medidas.

Medir se associa a uma comparagao entre duas quantidades ou objetos, de modo a:

[...] estabelecer uma ordem entre elas: maior ou menor tamanho,
primeiro, segundo e terceiro lugar. Visando uma comparagdo de
tamanho ou uma ordenagao, ¢ necessario constatar que alguma grandeza
ou grupo de objetos ¢ diferente de outro em termos de quantidade. Essa
comparagdo das diferengas parece estar muito proxima da origem dos
numeros, ¢ sem referéncia a ela fica dificil explicar como o homem
chegou a idéia, bem mais sofisticada, de comparagdo por igualdade
numérica entre conjuntos (BROLEZZI,1996, p. 6).

Esta posi¢ao se baseia em indicios que o homem antigo intuiu a no¢do de ordem
estabelecendo comparagdes, através do uso da oralidade e da percepgao visual, de maior

ou menor quantidade ou medida entre conjuntos de diferentes magnitudes.

Em decorréncia do tempo ocorreu o desenvolvimento da ideia da igualdade de
elementos entre dois conjuntos. O estudo antropoldgico de Thomas Crump envolvendo

tribos indigenas e a cultura de povos primitivos revela que:

[...] o homem primitivo tanto contava quanto media e, podemos dizer
que nao fazia uma coisa sem fazer também a outra. [...] Os nlimeros nao
surgem sO6 como inteiros, mas através de uma rede conceitual formada
pelo seu uso para lidar com as trocas, para o reconhecimento da danga e
do ritmo, nos jogos, nas leis e costumes sociais, nas artes e na
arquitetura, nas abordagens religiosas e nas visdes cosmoldgicas, nas
tentativas de descricdo da vida e dos objetos. Em muitos desses
empregos da nogdo numérica, a idéia de ordenacdo parece bem proxima
da origem do niimero, ¢ ndo s6 a idéia de correspondéncia um-a-um
(BROLEZZI, 1996, p. 6).

Crump (1993 apud Brolezzi, 1996) apresenta um exemplo esclarecedor da relagdo
entre o discreto e o continuo. O autor faz referéncia a utilizagdo de passos para medir
distancias, uma grandeza de natureza continua, realizada através da contagem de passos,
uma grandeza de origem discreta. Assim, o discreto, indicando a contagem e o continuo,
representado pelo medir se constituem em polos dicotdmicos e complementares,

permitindo ao homem antigo formar a ideia de nimero natural.
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Foi nesta base, através do desdobramento da natureza discreta do conjunto dos
naturais, articulando com o continuo, que foram sendo acrescidos e sedimentados muito
do conhecimento matematico no decorrer da historia da evolucao das civilizagdes mais

antigas até nossos dias.

A passagem dos nimeros naturais para os nimeros racionais nao-negativos (Q.)
constitui uma necessaria ruptura com algumas caracteristicas inerentes ao conjunto dos
Numeros Naturais. Historicamente, as fragdes surgiram pela insuficiéncia dos niimeros
naturais no trato de problemas praticos para regular as atividades economicas e sociais

que envolvem a divisao em partes de um todo, que ndo sdo necessariamente iguais.

Estas transagdes revelam como, por exemplo, no caso de um pastor que desejasse
trocar um numero ‘x’ de peles de carneiro com niimero ‘y’ de sacos de arroz com um
agricultor, onde a razdo x/y expressa uma fracdo de ntimeros inteiros, sendo ‘X’ nao
multiplo de ‘y’.

Outro exemplo caracteristico remete aos demarcadores oficiais de terras, no antigo
Egito, que utilizavam cordas com nés para as medidas®® de comprimento e 4reas. Nas

medig¢des efetivadas por este povo, nem sempre o resultado:

[...] era um numero natural de tamanhos da corda. Assim, resolveram
marca-la com nds. A medida podia ser expressa em certo nimero de
cordas mais algumas subdivisdes entre os nos. Mesmo assim, o
resultado podia ndo envolver um numero natural de intervalos entre os
nos, gerando a necessidade de novas subdivisdes. No decorrer da
historia, os nimeros fracionarios, em suas diversas representagdes, € 0s
numeros naturais formaram o conjunto dos nimeros racionais, que foi
progressivamente agregando significados, a medida que o homem foi
tornando mais complexa a sua relagdo com outros homens e com o
meio natural (BATISTA; SILVA, 2004, p. 3).
Toledo e Toledo (1997) apontam que ¢ usual em livros didaticos introduzir os
numeros racionais na forma de fragdo propria, onde uma grandeza de natureza continua
(comprimento, area ou volume) € repartida em n partes iguais e, apos serem destacadas

ou coloridas m partes, por contagem, a fragao correspondente ¢ representada por m/n.

No ensino, ¢ praxe estender esta defini¢do para as fragcdes improprias e aparentes.
Miguel e Miorim (1986) designam fragdo como o resultado da aplicagdo de duas
operagodes sucessivas a um todo: a acdo de dividir o todo em certo nimero n de partes
iguais, seguida do ato de reunido, em um novo todo, de um niimero m de partes que
pode ser menor, igual ou maior que n. Na fragdo m/n, se m<n, temos o caso das fragdes
proprias. Quando m = n ou m = k.n, onde k ¢ inteiro, tem-se o caso das fracdes

aparentes. Por tltimo, no caso m>n, surgem as fragdes improprias.

39 Caraga (1970) expde que medir consiste em comparar duas grandezas de mesma espécie.
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Jahn et al. (1999) e Escolano;Gairin (2005) criticam o uso exclusivo do modelo
parte-todo pelo viés estatico e visual, proprio da representacdo do modelo de
hachurar/pintar, que ndo significa a fragdo como um novo campo numérico para os

alunos, mas somente como uma relagao entre dois nimeros inteiros.

Ao se considerar o trato das fragdes como medidas, devemos considerar que:

[...] em primeiro lugar trard o numero para o dominio das relagdes
espaciais, possibilitando a continuidade de exploragdo métrica do
espago com novos recursos. Dessa forma, o aluno percebera que a
Aritmética e a Geometria ndo sdao dois ramos completamente distintos
da Matematica; eles se fundem e se complementam, um abrindo novos
caminhos a compreensao do outro. Em segundo lugar, porque esse tema
reforcara a compreensdo do conceito da equivaléncia de fragdes,
introduzira o conceito de irredutibilidade de fragcdes e dara uma maior
amplitude ao conceito de frag¢do aplicado a todos continuos (MIGUEL;
MIORIM, 1986, p. 123).

Ponte (2006) retifica a importante interagdo e complementaridade dos aspectos de

contagem e medida, nas representagdes na forma decimal e fracionéria:

Os numeros decimais surgem de modo natural nas calculadoras e estdo
mais presentes no cotidiano dos alunos do que as fragdes. S@o
certamente mais importantes na estimag¢do e no calculo mental. No
entanto, ndo evidenciam de modo muito claro a natureza dos conceitos
numéricos que representam. Por outro lado, a representacdo sob a
forma de fragdo remete de forma mais direta para a natureza do nimero
em causa, mas ¢ menos pratica para efeitos de calculo exato ou para
obter estimativa (PONTE, 2006, p.11).

Estas consideragdes constituem uma base para uma abordagem complementar com
relacdo aos aspectos de contagem e medida, possibilitando ampliar a compreensao do

conjunto dos Numeros Racionais. Neste sentido, uma conexao que se pode fazer é:

[...] é entre fragbes e a questdo da comensurabilidade de segmentos.
Mais precisamente, o conceito de fragdo impropria pode ser construido
a partir do problema da comparagdo entre segmentos (segmentos
comensuraveis) (HARIKI, 1993, p.21).

Hariki (1993) propde que a comensurabilidade entre segmentos poderia ser
apresentada com o seguinte problema: Sao dados dois segmentos AB ¢ CD tais que AB

¢ maior que CD. E possivel medir 4B, utilizando CD como unidade?

Caso a resposta seja afirmativa, CD caberia um nimero exato de vezes em AB e
terilamos a representacdo do segmento CD em relagdo ao segmento AB em termos de

nameros naturais.

Em caso contrario, caberia uma nova questdo: ¢ possivel dividir CD num numero
finito de partes iguais, de modo que uma dessas partes coubesse um numero exato de

vezes no segmento 487
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Considerando-se o ponto de vista teorico, se ocorrer uma resposta afirmativa,
surge uma fracdo impropria m/n, com m>n. Neste caso, os dois segmentos sdo ditos
‘comensuraveis’ se for possivel medi-los, com uma mesma unidade. Assim, existe um

segmento u contido m vezes em AB (mZ) e n vezes em CD (n[JZ). Entdo AB =

m*u ¢ CD = n*u. Dizemos que u ¢ um submultiplo comum de A e B.

Na figura 25, observam-se dois segmentos AB e CD, de comprimentos a ¢ b,
respectivamente. Se uma unidade u puder ser estabelecida de modo que a unidade u

cabe m vezes no segmento AB e m vezes no segmento CD, entdo temos:

m ~ "
=— =——=—, que remete a uma relacdo entre inteiros.
CD b n*u n

m VeI es
~ =
AT T 1T 1T T 1T 1T 118
u n u 11 u u u 1 1u u E
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U uou ¥ ]
\_Y_l
H Vezes

Figura 25: Representagdo de segmentos comensuraveis.

Ocorrendo uma resposta negativa a questdo proposta por Hariki (1993), ndo ¢
possivel dividir CD num numero finito de partes iguais, de modo que uma dessas partes
caiba um numero inteiro de vezes em 4B. Esta situagdo representa o caso dos segmentos
incomensuraveis. A resposta a questdo, considerando-se o problema acima, associa o
nimero como medida, permitindo explorar a complementaridade e interligacdo dos
nimeros racionais com outro conjunto numérico, pouco explorado e com parcas

. A - . , . . , . . . 40
pesquisas académicas no ensino basico: o conjunto dos nuiimeros irracionais” .

Conforme a analise dos livros didaticos realizada, um dos modos de introduzir os
numeros irracionais no ciclo basico recai na definicdo: Os nimeros irracionais sao 0s

numeros reais que ‘ndo’ podem ser expressos na forma %) ,onde a e b sdo inteiros e b # 0.

Esta defini¢do nao abarca a complexidade relativa ao tema. A pesquisa realizada
com os livros didaticos, no capitulo 1, aponta que algumas cole¢des fazem um breve
comentario historico informativo e simplista em relacdo a ‘Crise dos Incomensuraveis’,

porém que necessitaria ser mais desenvolvido.

Y Esta questdo pode ser respondida considerando-se o ponto de vista tedrico ou pratico. Carvalho;
Miguel; Mendes (2009) destacam que a construgdo dos segmentos incomensuraveis por meio de régua e
compasso ¢ uma ilusdo. Essa via deve ser “[...] destruida, pois ¢ através dessa ilusdo que o novo conceito,
até entdo inexistente, comeca a fazer sentido para o estudante” (p. 295). Para os autores, a incorporago
do conceito de segmentos incomensuraveis ao campo semantico que se pretenda produzir em sala de aula
exige que ele seja acessado em um dominio diferente dos sentidos do mundo pragmatico, como a visao.
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A escola pitagorica, provavelmente no periodo entre 450-400 a.C, se satisfez na
investigacdo dos irracionais tratando-os através da representagdo geométrica, como
medida da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado, contornando o

problema através do confinamento em segmentos e areas, sem maiores desdobramentos.

A descoberta da incomensurabilidade, pelos gregos da escola pitagorica,
representou um momento inicial de demarcacdo dos numeros irracionais e, por
conseqiiéncia, dos nimeros reais, sendo considerada a primeira tentativa de ruptura

entre o discreto € o continuo.

Conforme relata Thom (2004), a ruptura provocada pela aporia fundadora que, na
Matematica, ¢ representada pelo par discreto&continuo, constitui uma contribui¢do para
emergir as contradigdes e as tensdes entre crescimento e critica, propria das ciéncias e
da Matematica. Desse impasse originado pela ‘Crise dos Incomensuraveis’ emerge a

necessidade de estabelecer outras relagdes envolvendo os objetos matematicos.

Uma dessas relagdes esta apontada em Caraga (1970). O autor argumenta que a
esséncia dos numeros reais equivale ao trabalho com os nlimeros irracionais e encontra-

se na ‘Crise dos Incomensuraveis’, que Caraga denominou o ‘problema da medida’.

A questao da medida pode ser explorada considerando-se outro ponto de vista em
relagcdo a questdo colocada por Hariki (1993): Sdo dados dois segmentos AB e CD tais

que AB é maior que CD. E possivel medir 4B, utilizando CD como unidade?

Se tal questdo for analisada do ponto de vista pratico, a resposta sempre seria sim.

Tal situagdo pode ser encaminhada analisando que:

[...] quando se aumenta o nimero de partes em que se divide CD, o
comprimento de cada uma delas diminue e chega uma altura em que a
precisdo limitada dos instrumentos de divisdo e de medida ndao nos
permite ir além de certo comprimento minimo [...]. A parte de
aliquota comum existe, portanto, sempre; se ndo tiver sido encontrada
antes, ¢ o segmento de comprimento minimo que praticamente se
pode obter. Assim, este resultado impde-se a nossa intuigdo
(CARACA, 1970, p. 49).

A questdo colocada por Hariki (1993) pode ser analisada do ponto de vista tedrico
e pratico. As respostas obtidas revelam a possibilidade de se trabalhar a ideia de medida
associada a exatiddo ou a aproximagdo, que enriquece o repertorio de conhecimentos ao

situar e demarcar o conjunto dos nimeros racionais € dos nimeros irracionais.
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Tal abordagem permite delimitar o que se entende por uma boa aproximacao e
quais as varias possibilidades de encaminhamento possiveis de serem propostas. Assim,
o tema ‘medidas’ constitui um aspecto que resgata uma relagcdo essencial entre o
conjunto dos nimeros racionais € dos numeros irracionais, porém nao abordada em toda

a plenitude, nos livros didaticos analisados: a aproximagao.

A aproximacdo, uma ideia fundamental da Matematica, representa um importante
fator que constitui a unica via de acesso de um numero irracional, um conceito teorico,

ao nosso mundo pragmatico, tema que passamos a discorrer de modo mais abrangente.

O eixo exato/aproximado: Uma interacdo entre Niimeros Racionais e Irracionais.

E usual a abordagem Matematica no ensino basico, designando o conjunto dos
nimeros irracionais como o0s numeros complementares ao conjunto dos numeros
racionais, no universo dos nimeros reais. A primeira vista, o fato da disjuncao dos dois

conjuntos pode favorecer um quadro de inexisténcia de relacdo entre ambos.

Realizamos busca em documentos oficiais procurando indicios da relagdo entre os
numeros irracionais € os racionais. Verificamos breves citagdes nos PCN, Brasil
(1997a), na abordagem dos ntimeros irracionais através da relagdo da diagonal e o lado

do quadrado, pela construgdo geométrica das raizes sucessivas ndo exatas de
V2, \/3_ ,\/5, J7,... através do uso do Teorema de Pitagoras, assim como pelo calculo

aproximado através da representacdo decimal racional destas raizes nado-exatas e do

numero wt, sugerindo localiza-las na reta real.

O percurso sugerido pelos PCN Brasil (1997a) ¢ realizado nos livros didaticos,
conforme indica a pesquisa diagndstica apresentada no capitulo 1, nas cole¢des A e B,
do Ensino Fundamental II. Porém, estes manuais se restringem ao céalculo aproximado e
a representacdo geométrica, nao destacando a problematica do significado relativo ao
conceito de aproximagdo, nem colocam em evidéncia a questdo conceitual da

incomensurabilidade, comentada anteriormente no par discreto&continuo.

Diante desse quadro, investimos na procura de outras fontes para ampliar esta
perspectiva inicial dos documentos. Encontramos, na historia do desenvolvimento da

Matematica, contribuigdes complementares que configuram pistas para tratar a questao.

A preocupagdo dos gregos pela descoberta da incomensurabilidade, ou seja, que a
razao das medidas de dois segmentos nem sempre pode ser expressa por uma fracao de

numeros inteiros, ndo existia para os outros povos antigos.
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Uma ilustragdo se encontra na Mesopotdmia Antiga (~1600 a.C.), num texto
cuneiforme, da colecdo de Yale, onde Boyer (1991) cita a representagdo de um
quadrado e suas diagonais, cuja razdo entre o comprimento da diagonal e do lado (+/2)
24 51 10

+—+

era dada por 1:24,51,10, ou seja, J2 =1 +@ o oo na base sexagesimal. O calculo

deste valor aproximado ¢ 1,4142129, na nossa atual base dez, expresso com um erro de

cerca de 1 milionésimo.

A base sexagesimal permite escrever boas aproximacdes de nimeros irracionais, de
elevada ordem de grandeza e com poucos algarismos sexagesimais, se comparados a
base 10. Este fator permite uma maior quantidade de fragdes finitas na base 60, o que

justifica a facilidade em se obter aproximagdes tao boas quanto fossem necessarias.

Os babilonios utilizavam um método interativo para o célculo de raizes quadradas.

Como exemplo, consideremos o célculo de 6. Para este povo, este calculo remetia ao
calculo do lado de um quadrado cuja 4rea valia 6 unidades, ou seja, x° =6. Uma
primeira aproximac¢do, bastante plausivel, ¢ considerar um retangulo de lados 2 e 3
unidades, ou seja, o valor de J6 representa um segmento de comprimento delimitado no
intervalo 2 <6 <3.

O préximo passo seria calcular a média aritmética entre esses lados, ou seja,

X = %.(x1 +x,)= %.(2 +3)=2,5, como um dos lados. O outro lado ¢ obtido pela razao
entre a area e o lado, ou seja: 6/2,5 = 2,4. Deste modo, 2,4 < J6 < 2,5.

Uma nova aproximacao ¢ realizada, obtendo-se V6 = 2,45, em notacao atual (ver

tabela 2). A aproximacao pode ser continuamente melhorada, até quantas casas decimais
for necessaria ou desejada. Esta ¢ a esséncia da operagdo da aproximagdo, permitindo a

acao de acessar um numero irracional para finalidades computacionais.

Tabela 2: Calculo da raiz quadrada de 6.

lado lado Area
2 3 6
2,5 2,4 6
2,45 6/2,45=2.45 6

Assim como os antigos babilonios e egipcios, os hindus ndo faziam distingao entre
o exato e aproximado em relagdo aos calculos numéricos, porém trouxeram contribui¢ao

na concep¢ao dos numeros irracionais. Entdo, deve-se considerar:
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[...] que os hindus, diferentemente dos gregos, consideravam as raizes
irracionais como numeros. [..] Mas ¢é preciso lembrar que a
contribuicao hindu nesse caso foi resultado de inocéncia logica. Vemos
a auséncia de distingdo cuidadosa, da parte dos matematicos hindus,
entre resultados exatos e inexatos e era natural que ndo levassem a sério
a diferenga entre grandezas comensuraveis € incomensuraveis
(BOYER, 1991, p. 160).
Estas situagdes histdricas revelam que o exato e o aproximado conviveram durante
séculos no cendrio do conhecimento matematico. Porém, no ensino atual, a transposi¢ao
didatica do campo dos nimeros irracionais foi realizada de modo a diluir a génese do

conhecimento matematico frente ao par exato&aproximado.

Esta op¢ao assumida traz consequéncias até hoje. Ainda encontramos presente na
atual cultura ocidental, um quadro do senso comum, onde aos “[...] olhos do leigo,
nenhum conhecimento pode ser considerado tdo bem assentado em suas bases como o

matematico” (MACHADO, 1990, p. 32).

Este autor aponta limites sobre a concep¢ao de exatiddo da Matematica. Com
relagdo aos niimeros, a crenca existente, no senso comum, ¢ que estes sdo regidos por
leis proprias e bem estruturadas. Esta visdo parcial contribui para tecer uma panoramica
de extrema certeza e confiabilidade do mundo matematico, no qual os numeros

constituem somente simples ferramenta operatoria.

Os argumentos expostos questionam a pretensa exatidao inserida na conjuntura da
Matematica, como campo escolar a ser ensinado. A questdo da relativa exatidao da
Matematica, associada aos processos envolvendo os aspectos de exato&aproximado e
discreto&continuo, pode ser melhor esclarecida se retomarmos a expressao de niameros

com relagdo a duas concepgdes historicas basicas: a platonica e a aristotélica.

Para Platao, a realidade ¢ um mundo de aparéncias, onde as entidades verdadeiras
pertenciam ao mundo das Formas e das Ideias (as Formas Matematicas e as Formas
Morais), independendo da percepcdo sensorial e suscetiveis de uma defini¢do precisa,
concebendo assim um carater exato aos objetos matematicos, independentemente de
qualquer verificagdo empirica. Nesta concep¢ao, “[...] as verdades matematicas e, em
decorréncia, as relagdes expressas através de niimeros seriam, pois, essencialmente
exatas” (MACHADO, 1990, p. 40).

Na trilha platonica, Frege (apud Machado, 1990) aponta que o nimero ¢ um
objeto com caracteristicas especiais, regido por leis proprias, concebido pelo juizo
analitico e exato a priori, ndo sendo possivel concebé-los como algo abstraido dos
objetos do mundo empirico, € nem como uma relagdo entre grandezas. Por esta via, os
nimeros sdo passiveis de serem descobertos e se relacionam com os aspectos de

contagem, ou seja, de natureza discreta.
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Contrariamente a Platdo, Aristoteles (apud Machado, 1990) concebe a Matematica
construida a partir do mundo das percep¢des sensoriais, configurando a forma e o
conteudo de um objeto matematico a partir da possibilidade de abstrair caracteristicas,
aproximando-o e¢ adequando-o ao mundo empirico. Neste viés, Isaac Newton (apud
Machado, 1990) concebe os numeros oriundos dos processos de medida, associado ao

continuo, configurando uma possivel forma de compreensdo deste conceito.

Porém, “[...] ja4 ndo ¢ mais possivel uma distingdo tao categdrica entre concepgdes
platonicas e aristotélicas. Ha muito se desenvolveram concepcdes intermedidrias que
matizaram significativamente tais distingdes” (MACHADO, 1990, p. 40).

Contrapondo dialeticamente o exato, o ensino deve também considerar aspectos
referentes ao aproximado e ao estimado. Sabe-se que grande parte dos numeros que
expressam medidas, de natureza infinita e ligada ao continuo, provém de uma grandeza
expressa por um nimero de natureza irracional, que pode ser aproximado para um

numero racional, de natureza finita.

Deste modo, tendo como referéncia a aporia fundadora envolvendo o par
discreto/continuo, a natureza ndo exata associada aos aspectos de aproximagdo e
estimagao configura uma oportunidade para um melhor entendimento das caracteristicas

dos numeros irracionais, a ser devidamente explorada na Educa¢ao Matematica.

Essencialmente, o ensino basico inicia a exposicdo dos numeros inteiros e
racionais. Isto remete a razdes pragmaticas, pois “[...] para nossas tarefas diarias usamos
apenas 0s numeros inteiros e racionais. Surgem, porém, problemas mais abstratos e
teoricos envolvendo, por exemplo, o proprio conceito de medida” (CERRI, 2006, p. 1).

A operagao de medir ¢ um ato que resulta de um confronto e do efeito da
comparag¢do entre duas grandezas de mesma espécie. Para tal, € necessario inicialmente
estabelecer um padrdo Unico, concebido como unidade de medida, permitindo comparar

grandezas de mesma espécie e responder quantas vezes uma grandeza cabe na outra.

Porém, “[...] ha no problema da medida trés fases e trés aspectos distintos — a
escolha da unidade; a comparagdo com a unidade; a expressdo do resultado dessa

comparacao por um numero” (CARACA, 1970, p. 30).

Caraca (1970) aponta que o primeiro e o terceiro aspectos estdo interligados, pois
a escolha de uma unidade depende de um fator de praticidade, de comodidade e de
economia. Por exemplo, seria muito incomodo utilizar:

[...] a légua como unidade de comprimento de tecidos para vestuario,
assim como o milimetro como unidade de distdncias geograficas. E
como se traduz essa exigéncia de comodidade? Nisto — que a expressdo
numérica da medi¢do ndo d€ nimeros maus de enunciar e dos quais se
ndo faga, portanto, uma idéia clara (CARACA, 1970, p. 31).
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Historicamente, a primeira evolugdo da ‘arte de medir’ ocorreu pela insuficiéncia
dos numeros naturais para expressar alguns resultados. A necessidade de exprimir o
resultado de uma medida como um nimero propiciou a mudanga do ambito do conjunto

. y . . A . . e ~ 41
dos naturais para os niimeros racionais, uma consequéncia do principio de extensao" .

Ao se comparar algo com um padrao de medida faz-se uma aproximacao, pois
este processo raramente resulta em um numero inteiro de vezes. Ao se aproximar
resultados obtidos por um processo de medir, o nlimero expresso geralmente assume a
forma de um numero racional, na forma decimal e finita, devido ao limite do padrao

estabelecido ou da escala adotada, assim como no modo de representar a medida.

Nas situagdes praticas onde seja necessario operar com numeros, sejam estes
racionais ou irracionais, o uso de instrumentos de medida obrigatoriamente conduz a
uma operagdo de aproximagdo. Deste modo, um possivel modo de apresentacao dos
nimeros irracionais no ensino basico como uma dizima ndo—periddica se torna viavel,

em situagdes praticas e cientificas, por meio da aproximag¢ao por um numero racional.

Uma aproximacao, segundo Beskin (1987), corresponde a possibilidade de
substituir um dado objeto (como um numero), por outro objeto do mesmo tipo, mais
simples e suficiente proximo do primeiro. No ambito dos numeros reais, uma boa
aproximacao ¢ aquela em que a substituicao pode ser realizada de modo suficientemente
proxima, o que acarreta na possibilidade de ser melhorada, de acordo com o desejo do

operador ou em conformidade com as condi¢des de uma dada situagao.

Retomamos, a seguir, um contexto atual onde a aproximagdo de numeros se faz
necessaria. Nos computadores, as memorias possuem grande espago de armazenamento,
porém sempre terdo capacidade finita de registro de dados. Quem deseje entrar com
dados no sistema operacional de um computador devera utilizar um c6digo binario**, ou
seja, uma representacao de um numero racional com um numero finito de digitos. Ao se
trabalhar com um numero irracional no computador (seja para introduzir dados ou
calcular) o acesso, necessariamente, serd realizado por meio de uma operagdo de

truncamento, ou seja, através da aproximagao racional finita.

*1 O principio da extensdo ¢ um pilar que fundamenta os conjuntos numéricos. Segundo Caraga (1970),
todo trabalho intelectual da humanidade ¢é orientado por certos principios. Para escolher novas definigdes
de um modo conveniente, o principio de extensido procura adequar definigdes antigas com o dispéndio da
minima energia, abarcando o caminho mais rapido e curto. O principio da extensdo revela a tendéncia do
homem a adquirir, a completar, “[...] a generalizar e estender todas as aquisi¢des do seu pensamento seja
qual for o caminho pelo qual essas aquisigdes se obtém, e a procurar o maior rendimento possivel dessas
generalizacdes pela exploragcdo metddica de todas as suas conseqiiéncias” (CARACA, 1970, p. 10).

42 e, .. . . . . , y q:
No inicio da era digital, os sistemas operacionais representavam objetos através dos codigos ‘0’ e ‘1°,

do tipo binario, viabilizados respectivamente pelo bloqueio e pela passagem de corrente elétrica.

Atualmente, a tecnologia evoluiu e os chips magnetizam ou ndo, porém o c6digo continua binario.
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A restricdo propria dos computadores, em relacdo as manipulagdes operatorias,

devido a capacidade finita das memorias, mostra os limites dos meios materiais e
empiricos para a pretensa exatiddo dos célculos matematicos. Os niimeros irracionais:

[...] somente existem, sobretudo nos computadores, por meio de suas
aproximagdes racionais.[...] E importante destacar, no entanto, ao
realizar aproximagdes, aquilo que torna uma aproximacao legitima, tao
digna de crédito quanto qualquer calculo supostamente exato. O critério
decisivo € o seguinte: uma aproximagdo € otima se ¢ somente se temos
condi¢des de melhora-la, caso desejemos (SAO PAULO, 2008, p. 51).

Medir ¢ uma operagdo essencial no campo da Matemadtica, assim como
imprescindivel nas diversas ciéncias e em intimeras aplicagdes cotidianas. Quem deseje
realizar algum tipo de medida de um objeto, deverd expressar o resultado por meio de

algum nimero, quer seja racional ou irracional.

A seguir, delineamos as contribui¢des do par finito&infinito, presentes nos relatos
da historia, permitindo ampliar o entendimento da problemadtica de significar o tema dos

numeros irracionais, pela possibilidade de composi¢ao com o eixo discreto&continuo.

O eixo finito/infinito.

Os filésofos dos antigos povos ja se preocupavam com o infinito, porém nao havia
uma concepcao clara desta tematica. O infinito® é um conceito onde hé conflito entre a
concepgao intuitiva e o conceito matematico. “Desde sempre, o infinito agitou o animo
da humanidade mais profundamente que outra questdo qualquer. [...] Porém, o infinito

necessita de esclarecimento mais que qualquer outro conceito” (HILBERT, 1925, p.3).

Desde a Antiguidade Classica, os gregos denominavam de apeiron o que
literalmente significava o indefinido, sem limite. Os povos antigos utilizavam o
infinito’ para lidar em situagdes envolvendo um inconcebivel nimero de elementos,

erroneamente atribuindo caracteristicas finitas ao infinito.

Uma excecdo a esse quadro foi Arquimedes, que percebeu o problema citado e
tinha noc¢ao que o fato de um niimero ser muito grande ndo significa que ele ¢ infinito.

Os niimeros naturais enunciados ou enunciaveis:

[...] nem por sonho sdo infinitos e mais ainda, ndo estdo mais perto do
infinito do que qualquer nimero natural. [...] Por mais que aperfeigoemos
os conhecimentos dos grandes numeros, admitindo-os cada vez maiores
nao chegaremos a um ponto em que o finito se torne infinito, [...] pois que,
o finito e o infinito sdo de naturezas diferentes e ndo se pode aplicar as leis
de um ao outro (MARQUES, 1993, p. 28-29).

* Do latim infinitu. Wallis, no século XVI, foi o primeiro a escrever o infinito, na grafia moderna (o).
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A filosofia da escola pitagorica se centrava nos nimeros naturais, considerando

que estes se constituiam em elementos imutdveis e tudo na natureza poderia ser
representado por numeros. Para esta seita os objetos eram formados de pequenos
corpusculos de extensdo nula, denominadas mdénadas. Um segmento de reta (de medida
finita) poderia ser subdividido em um nimero infinito de pequenos segmentos, cada
qual composto por moénadas que correspondem a uma menor dimensdo ou menor

unidade de medida, configurando uma concepgao discreta.

Zenao de Elea (~450 a.C.) atacou a Teoria das Monadas, criando os famosos

paradoxos™, que causaram uma ruptura no modo de pensar grego acerca do infinito.

45 .. ~

No paradoxo a flecha™, o principal argumento de ataque de Zendo era que o
movimento na concep¢do das monadas era ilusdo. Se, de acordo com os pitagoricos, a
reta possuia um numero infinito de monadas, e se a flecha caminhasse sobre a reta, num

dado instante, a ponta da flecha deveria estar sobre determinada monada.

Como a distancia entre as monadas ¢ nula e se nada pode acontecer entre uma
monada e outra, como a flecha poderia se mover? Ou seja, 0 movimento da flecha se

tornaria uma série de imobilidades, o que contradiz a realidade.

O paradoxo da flecha implica que, se a reta for composta de unidades minimas
indivisiveis - as monadas - estas teriam que ter extensdo. Zendo argumentava que a reta
ndo poderia ser composta de monadas, pois entre dois corptsculos deveria haver outro
com tamanho maior que uma monada, e caso contrario estes corpusculos seriam
coincidentes. Aplicando esse raciocinio, poderiamos colocar uma monada entre duas
outras indefinidamente, o que acarreta no seguinte problema: nestas condic¢des, qual o

nimero que se atribuiria a um segmento de reta ou a propria reta?
~ ~ A . . 46 .
Para responder tal questdo, Zendo prop0s a Dicotomia™ e Aquiles e a Tartaruga.

Na Dicotomia, Zendo faz o seguinte raciocinio: antes de percorrer todo o percurso,

a pessoa que se movimenta teria que percorrer metade do percurso; para percorrer a

44 . , , ~ . .

Paradoxo, termo proveniente do grego parddoxos, ¢ uma afirmag@o que vai de encontro a sistemas ou
pressupostos que se impuseram como incontestaveis ao pensamento numa determinada época, mas que
sdo revistos em outra época.

* Paradoxo da flecha: Para Zendo, se um objeto estiver em repouso quando localizado num local de
dimensoes iguais a si proprio, entdo uma seta em voo devera estar parada, pois um corpo em movimento
ocupa exatamente um espaco igual as suas dimensdes, em cada instante. Diante desse impasse, Zenao
afirmava que o movimento ¢ impossivel, pois o objeto esta em repouso.

* Dicotomia, do grego dichotomia, se baseia na subdivisio sucessiva do espago em duas partes iguais. O
enunciado da Dicotomia, de Zendo, diz: “Suponha que me desloco de A para B, ao longo de uma linha.
Para atingir B preciso primeiro percorrer metade da distancia de A a B e, para alcancar B;, a meio
caminho entre A e B, preciso de atingir B,, a meio caminho entre A e B;. Isto continua indefinidamente,
de modo que o movimento nao pode mesmo se iniciar” (STRUIK, 1992, p. 81).
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outra metade, a pessoa necessitaria antes que perfazer a metade dessa metade, ou seja,
um quarto do percurso inicial; percorridos, entdo, trés quartos do percurso, ainda faltaria
completar o quarto restante do percurso, mas para tal, a pessoa teria que andar a metade
desse quarto, que corresponde a um oitavo do percurso inicial; e assim sucessivamente.

Assim, a pessoa teria de percorrer um numero infinito de intervalos.

Para Zendo, se a reta contivesse um numero infinito de monadas, entdo a
totalidade dos infinitos termos teria uma quantidade infinita. Consequentemente, o
movimento seria impossivel, pois ndo seria possivel atravessar um numero infinito de
monadas em um tempo finito. Este fato, alids, se constitui um erro de Zendo, que
confundiu uma distancia infinita com uma distancia finita infinitamente indivisivel
(entre dois pontos ndo hd uma distancia infinita, mas sim uma distancia finita que

podemos dividir infinitamente).

Atualmente, algumas séries infinitas que convergem em determinado numero sao
assunto do ensino basico. Na Dicotomia, de Zendo, se considerarmos a primeira metade
do percurso como sendo unitdria, teriamos entdo a sequéncia de distancias dada por

(1; 1/2; 1/4; 1/8;....), uma Progressao Geométrica decrescente de razdo 1/2, cuja soma de

a, _ 1 —5
l-q -1

A sequéncia (1;1/2;1/4; 1/8;....), uma Progressao Geométrica formada por uma

infinitos termos é dada por: S=

sucessdo de fracdes originadas por niimeros inteiros, pode ser representada como uma

série de retangulos. Cada termo representa uma area, conforme ilustra a figura 26.

e | -
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Figura 26: Representagdo geométrica da P.G (1;1/2;1/4; 1/8;....).

A soma dos infinitos termos tende a completar o retdngulo de lados 1 e 2
unidades, convergindo para o valor finito S = 2. Os argumentos de Zendo representaram
uma revisdo critica de conceitos fundamentais, tais como o infinito, o tempo, o
movimento, a reta, o numero, o discreto € o continuo. Porém, faltava aos gregos um

melhor entendimento do infinito e uma linguagem mais apropriada para aborda-lo.
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Outro grego, Arquimedes, desenvolveu um método mecanico utilizado para
calculos de volumes e areas, muito proximo da ideia de integragdo do moderno Calculo.
Struik (1992) pondera que este método se baseia na ideia de ‘a4tomo geométrico’, da
escola de Democrito?” (séc. V a.C.), onde corpos de natureza continua (segmento de
reta, area ou volume) eram constituidos de um grande nimero finito de atomos
indivisiveis, de natureza discreta. Deste modo, a operagdo da unido destes elementos

discretos gerava o objeto, ou seja, o continuo.

Para Arquimedes, como acontecia para os gregos de modo generalizado, a geragao
desse continuo era determinada por uma soma, porém num processo finito e

aproximativo. A ideia do infinito era tabu, para os gregos e para Arquimedes, que:

[...] nunca mencionou a palavra infinito. Se ele tinha em mente um
processo infinito, e ndo resta divida de que tinha, ele foi cuidadoso em
formuld-lo como um processo finito, que poderia ser repetido varias
vezes, até que se conseguisse a precisdo desejada (MAOR, 2008, p. 69).

Segundo Boyer (1991), os argumentos de Zendo afetaram a Matematica grega. No
inicio da escola pitagorica as grandezas eram representadas por pedras (calculus), mas
em Euclides ha mudanca de concepgao e os numeros inteiros, as quantidades discretas,

eram representados geometricamente por segmentos de reta, de natureza continua.

A opgdo grega contornou e esvaziou o problema do infinito, operacionalizando a
exclusdo deste conceito dos raciocinios matematicos. Conforme relata Boyer (1991)
configurou-se para os gregos antigos um falso equilibrio: o reino dos nimeros era

discreto, mas o mundo das grandezas era continuo.

Os paradoxos de Zendo foram retomados por Aristoteles (séc. III a.C.), que
introduziu duas novas representagdes complementares, cuja interacdo dialética
. . . fps L . . . 148 .
influenciou o desenvolvimento da Matematica: o infinito potencial™, visto como
processo de crescimento em sequéncias ndo finitas ou de subdivisdo sem final e o

infinito real ou atual®’, visto como totalidade completa.

4 Democrito foi provavelmente o primeiro a tratar de problemas referentes aos infinitesimais, o
infinitamente pequeno, de natureza discreta, para compor o todo, de natureza continua.
“ Em grego, dynamei on. O termo potencial foi dado posteriormente por Sio Tomas de Aquino.

* Este tipo de infinito, que trata os conjuntos infinitos como conjuntos completos, foi retomado,
compreendido na plenitude e devidamente sistematizado na Matematica por Cantor (1845-1918), na
teoria dos nimeros transfinitos.
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O infinito, na forma potencial, a moda de Aristdteles, remonta ao ato de questionar

at¢ onde se pode contar em conjuntos nao-finitos. A ordenacdo do conjunto dos
Numeros Naturais possibilita o acréscimo de mais um elemento, e este aspecto
recursivo de contagem, de natureza discreta, propicia a oportunidade de experimentar

intuitivamente o infinito, denominado de infinitamente grande.

Para Aristoteles, o modo potencial nao se materializa, ¢ suscetivel de se tornar tao
grande quanto se queira ou tornar-se maior que toda grandeza finita dada, ndo pode ser

o L 50
atingido e jamais se esgota™ .

Existe outra forma de infinito, relacionada com o conjunto dos pontos de um
segmento de reta. Para Aristoteles, o segmento ndo se compde por pontos, embora ‘em
poténcia’ exista um numero sem fim de pontos que estdo nele, no sentido de existir uma

possibilidade de se realizar, através de operagdes geométricas construtivas.

Consideremos um segmento de reta e dois pontos A e B. Conforme ilustrado na
figura 27, podemos dividir o segmento AB ao meio, obtendo o ponto A;. A seguir,
dividimos A;B ao meio, obtendo-se o ponto A,. Procedendo-se de maneira analoga,
obtemos uma sucessiao de pontos Aj, com i=1, 2, 3, ..., sendo sempre possivel pensar
numa nova divisdo ao meio para se obter um novo ponto, por menor que seja o
segmento obtido. O conjunto de pontos obtidos por este procedimento ¢ infinito e de
natureza diversa da sucessdo de inteiros, ndo remetendo ao processo de contagem, de

natureza discreta: ¢ o processo denominado dicotomia.

i L

A A_1 Af” E

Figura 27: O processo da dicotomia.

O processo da dicotomia permite introduzir o infinitamente pequeno, ou
infinitésimo. O processo conduz a divisao de um segmento (finito) indefinidamente,
contrapondo, o infinito ¢ a medida de um segmento, o continuum geométrico, ao

infinitésimo, de natureza discreta.

A colegdo C apresenta exemplos de fungdes f(x) = (%)” e f(x) = -(%)”, conforme

exposto anteriormente na figura 20, no capitulo 1, uma exploragao inicial da questdo do

infinito, porém nao desenvolvido na potencialidade inerente ao tema.

50 A s S1e

Vale notar que em filosofia, o termo poténcia, segundo Aurélio (2003), remete ao que pode ser
produzido, ou produzir-se, mas que ainda ndo existe ou se realizou, de modo semelhante ao que se
expressa em Aristoteles.
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A influéncia aristotélica da concep¢ao de infinito potencial perdurou por séculos,

até que Cantor esclarecesse o conceito de infinito. Hilbert (1925) destaca que o estudo

do infinitamente grande e do infinitamente pequeno sempre aparece nas sucessdes

numéricas infinitas, especialmente naquelas que definem os nimeros reais na concepgao
de uma totalidade presente, acabada e autobnoma. Para:

[...] caracterizar a nova concepg¢do do infinito sugerida por Cantor,
podemos dizer que na analise lidamos apenas com o infinitamente
pequeno e o infinitamente grande como conceitos limitantes, como
alguma coisa que esta se tornando, resultando, se produzindo, isto €,
lidamos com o denominado infinito potencial. Mas o infinito
propriamente dito ndo ¢ isso (HILBERT, 1925, p.6).

Assim, Hilbert (1925) ressalta que Cantor configurou o conceito de infinito atual,
mostrando que este modo ndo se restringe apenas ao processo de contagem, ou a

subdivisao de um segmento a maneira da Dicotomia, a moda discreta. O infinito atual:

[...] se manifesta, quando, por exemplo, consideramos a propria
totalidade dos numeros 1, 2, 3, 4, ... como uma unidade acabada ou
quando encaramos os pontos de um segmento como uma totalidade
acabada de coisas. Esse tipo de infinito é denominado como infinito
atual (HILBERT, 1925, p.6).

Retomando o exemplo da Progressao Geométrica (1; 1/2; 1/4; 1/8;....), descrita na
colecio C, o livro-texto poderia ter desenvolvido algumas ideias fundamentais,

complementado o texto jornalistico.

Inicialmente, a abordagem poderia relacionar a expressidade geométrica, a moda
grega, apresentada na figura 26, representacdo associada a uma mudanga de quadro.
Ainda, a visdo desta P.G. poderia ser enriquecida com a discussdo da questdo da
dicotomia, presente ao se subdividir o lado unitdrio ao meio, sucessivamente, o que
remete ao infinitésimo. Assim, a enumeragdo presente implicitamente na sequéncia
enunciada (1° termo, 2° termo,...), de natureza discreta, levada ao processo de divisdo
sucessiva e infinita, permite explorar a ideia de infinito, na forma potencial, visto que a
soma tende a 2, ou ainda, na visao de infinito atual, quando encara-se o segmento como

uma totalidade acabada, o valor da soma ¢é exatamente 2.

Estas situagdes ilustradas e discutidas acima revelam que, em nivel didatico, o
infinito potencial possui uma interpretacdo natural intuitiva. Se for considerado um
objeto infinito, do ponto de vista potencial, como, por exemplo:

[...] una linca que puede ser extendida indefinidamente tiene un
significado conductual. Una operacion potencialmente infinita también
tiene un significado conductual (por ejemplo, dividir indefinidamente
un segmento de linea). Un infinito actual no tiene un significado
conductual, por tanto, no es congruente con una interpretacion intuitiva
(FISCHBEIN, 1982, p. 13 apud GARBIN; AZCARATE, 2002, p. 88).
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Complementando as consideragdes em relagao a compreensao da concepgao atual,
reportamos a existéncia de uma multiplicidade de infinitos. Cantor encontrou um meio
de entender, comparar e relacionar a pluralidade de infinitos através do uso da relagdo
de igualdade e de ordem, assim como na utilizagdo de aspectos quantitativos, em

contraposi¢cdo a posi¢ao aristotélica qualitativa.

Para esclarecer a perspectiva da pluralidade ou os vérios tipos de infinito
existentes, situamos algumas andlises. Por exemplo, na cole¢do A, ha exemplificagdes
de enumeragao de conjuntos finitos e infinitos, elucidados pela ideia de contagem e de
sucessor do conjunto dos Numeros Naturais, ilustrando a forma potencial de infinito e
uma breve articulagdo entre os conjuntos infinitos e a questdo da enumerabilidade, mas

ndo ha posteriores desenvolvimentos.

Para elucidar possiveis ampliacdes referentes ao trabalho dos livros didaticos,
destacamos algumas contribui¢des da histéria da Matematica. Uma primeira referéncia
remonta a era renascentista. Galileu®' (1564-1642), em 1638, no livro Didlogos sobre
duas novas ciéncias, exprimindo a existéncia de diversos infinitos e indivisiveis, ao
perceber que era possivel estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto

dos naturais e o conjunto dos quadrados dos numeros naturais (ver figura 28).

e o

Figura 28: Correspondéncia biunivoca proposta por Galileu.

Isto significa que os dois conjuntos sdo equivalentes e possuem infinitos pontos,
apesar do conjunto dos quadrados dos niimeros naturais estar contido no conjunto dos
numeros naturais. Os dois conjuntos tém a mesma quantidade de elementos, pois estao
em correspondéncia biunivoca, porém nao possuem os mesmos elementos.

A percepgao de Galileu delimitou o significado do postulado ‘o todo ¢ maior que
as partes constituintes’, valido somente para o universo finito dos conjuntos numéricos.
Esta visao antecipatéria de Galileu estabeleceu um marco, estabelecendo que os

atributos matematicos maior, menor e igual ndo cabem no universo dos infinitos™".

°' O pragmatismo de Galileu o afastou da tradi¢do aristotélica. Isto teve como “[...] conseqiiéncia um
estreitamento do horizonte de respostas possiveis, e esta limitagdo, por sua vez, favoreceu a elucidagdo de
conceitos centrais as leis fundamentais da natureza” (REZENDE, P. A. D., 1999, p.4).

*2 Esta é uma afirmagéo basica para o infinito, assim como os axiomas de Euclides sdo para o finito.
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Em sintese, Cantor re-elabora o conceito de infinito potencial da metafisica de

Aristoteles, para ressignifica-lo como uma:

[...] medida de grandeza, relativa a existéncia de correspondéncia
biunivoca entre conjuntos. O conceito de poténcia em Cantor generaliza
o conceito de numero como correspondéncia enumeradora em
Aristoteles — 0 ‘nlimero com que numeramos’ (arithmos monadikos) —
onde a enumeragao finita é substituida por uma fung@o biunivoca entre
conjuntos, finitos ou ndo (REZENDE, P. A. D., 1999, p. 8).

O significado de infinito potencial, a moda de Cantor, remonta ao ato de contar,
que foi historicamente construido através da desigualdade entre elementos de conjuntos,

evoluindo para o estabelecimento da equivaléncia, conforme destaca Brolezzi (1996).

O fato se relaciona com o conceito da correspondéncia biunivoca, uma das ideias
fundamentais da Matematica apontada por Caraga (1970), indicando quantos elementos

contém um conjunto finito formado por elementos de natureza discreta.

Ao comparar um conjunto finito com o dos Numeros Naturais (N — {0}), o
enunciar da posicdo do ultimo elemento do conjunto finito representa a quantidade de

elementos do conjunto™.

Uma situacao interessante para confrontar as distintas caracteristicas de conjuntos
finitos e infinitos é o conhecido Hotel de Hilbert™*, cujo enunciado é: Um hotel tem uma
infinidade de quartos assim numerados: 1, 2, 3, 4, 5, ..... No final da tarde chega um
hospede e ouve do recepcionista a infeliz informagao de que ndo ha quartos disponiveis:
todos os quartos estdo ocupados. Ouvindo isto, o gerente diz que pode resolver a
situacdo. Desloca o hospede do quarto 1 para o quarto de numero 2, o hdspede do quarto

2 para o quarto 3, e assim sucessivamente, tornando livre o quarto numero 1.

Em relacdo ao desafio do hotel proposto por Hilbert, em uma situacdo cotidiana
deste tipo ¢ usual haver um nimero finito de quartos disponiveis. Assim, se o hotel
estivesse lotado, alguém teria que desocupar um dos comodos para que o novo hospede
ocupasse o quarto nimero 1. A pergunta a ser feita seria: E quem sairia? E a resposta
deveria ser: como consequéncia da proposicao enunciada pelo gerente, sairia do hotel o

hospede do quarto de maior numeracgao, algo que desagradaria este cliente.

> Em um conjunto finito, o numeral cardinal designa a quantidade absoluta ou niumero de elementos do
referido conjunto.

> Esta curiosa e propicia alegoria de Hilbert (1862-1943) ilustra as ideias de Georg Cantor (1845-1918).
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No Hotel de Hilbert a situacao ¢ diferente da habitual, pois o nimero de quartos ¢
infinito. Na mudanga proposta pelo gerente, como ndo ha ultimo numero natural, a
situacdo € cabivel: basta compor uma fungao bijetiva, onde cada elemento x do conjunto
A (héspedes do hotel antes da chegada do novo hospede) fazemos corresponder um

elemento x+1 do conjunto B (a nova estrutura de hospedes), ou seja: y =x +1.

Em uma nova situagdo, caso surja um Onibus com cem pessoas e solicite
hospedagem, bastaria deslocar o hdspede do quarto nimero 1 para o quarto numero 101,
0 do quarto nimero 2 para o quarto namero 102 e assim por diante, através da fungao

bijetiva y = x + 100.

A metafora desencadeada pelo problema conhecido como Hotel de Hilbert exibe
uma possibilidade de situa¢des, que podem propiciar novas reflexdes. Uma questdo
importante seria: E se aparecessem uma infinidade de novos hdspedes, ainda seria

possivel acomodar os infinitos hospedes?

Uma solug¢do comum seria transferir o hospede do quarto 1 para o 2, o hospede do
quarto 2 para o quarto namero 4, o hdspede do quarto nimero 3 para o quarto numero 6
e assim por diante. Esta solu¢do construtiva possibilitada pela metafora do Hotel de
Hilbert desencadeia a instrumentalizacio de um conhecimento matematico
fundamental: a correspondéncia biunivoca entre o conjunto dos niimeros naturais € o

conjunto dos numeros pares naturais, conforme ilustra a figura 29.

X 0 1 2 3 4 5 ] e N | e
1T 1T 1T 7 7
y 0 2 4 6 8 10 | ... 2.0 | e

Figura 29: Correspondéncia biunivoca y = 2x, com ‘x’ natural.

Estes conjuntos sdo equivalentes e possuem infinitos pontos, apesar do fato que o
conjunto dos numeros pares estar contido no conjunto dos nimeros naturais. Deste
modo, esses dois conjuntos t€ém a mesma quantidade de elementos, porém ndo possuem

0s mesmos elementos.

A andlise do problema do Hotel de Hilbert propicia uma solugdo tipica e ilustra
uma propriedade importante: Toda classe que pode ser colocada em correspondéncia

biunivoca com o conjunto dos Niimeros Naturais ¢ dita enumeravel.

Os conjuntos infinitos que sdo enumeraveis foram designados pela cardinalidade
aleph-zero (y,), simbolo da primeira letra do alfabeto hebreu. Cantor também provou

que o conjunto dos niimeros racionais nao-negativos ¢ enumeravel.
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Retomando o problema do Hotel de Hilbert, podemos entdo considerar que
sobrariam infinitos quartos numerados por 1, 3,5, 7, 9, 11, 13, .... suficientes para alojar
a infinidade de novos hospedes. A bijecdao f(x) = 2x + 1, indica que o conjunto dos

numeros impares naturais também ¢ enumeravel (figura 30).

X 0 1 2 3 4 | R
I I I I I
y 1 3 5 7 9 | e 2041 | .

Figura 30: Correspondéncia biunivoca y = 2x+1, entre o conjunto
dos nimeros naturais e o conjunto dos nimeros impares positivos.

Cantor utilizou um dispositivo (ilustrado na figura 31) para mostrar que o conjunto
dos Numeros Reais nao ¢ enumeravel, ou seja, que nao ¢ possivel colocar os elementos
do conjunto dos nimeros reais em correspondéncia biunivoca com os elementos do
conjunto dos Numeros Naturais e, por consequéncia, com o conjunto dos Numeros
Racionais. Cada niimero natural ¢ colocado em correspondéncia biunivoca com um
numero real, entre 0 e 1, expresso na forma decimal infinita, representado por letras

indexadas, cada qual correspondendo a um certo digito entre 0 e 9.

1 « 0, "3'1., a a3 ay as

2| < |0, [b |Dby [by |bs [bs | ..

3 o 10, [ [¢c |Cs |[eq |65

4 < |0, |d |dy | d; ".‘.'drt._ ds

5 « 0, €1 €y €3 €4 es P

Figura 31: Dispositivo da Prova da Diagonal de Cantor

Cantor percebeu que a correspondéncia descrita ndo era suficiente para representar
uma incontavel quantidade de nimeros reais. Por exemplo, ao tracar a diagonal, ¢
possivel escrever um decimal entre 0 e 1 da forma r = 0,r;ror314 ..., que ndo estard nesta
lista, pois diferirda do primeiro niimero no primeiro algarismo (ri#a;), do segundo

numero no segundo algarismo (r,#a;) € assim por diante.

Assim, ¢ possivel exibir inimeros valores que ndo constam da lista, o que
demonstra a afirmacgdo que a cardinalidade dos numeros reais ¢ superior a cardinalidade
dos numeros naturais. O conjunto dos reais (ou dos Irracionais) tem cardinalidade y e
Cantor conjecturou que nao existem outros tipos de infinito entre y, . ¥, conhecida como

a Hipotese do Continuo™.

> Nao ha até o momento demonstragdo para a Hipotese do Continuo.
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Cantor superou os obstaculos finitistas, revelando a existéncia de uma pluralidade
de conjuntos infinitos de ‘tamanhos’ diferentes, distinguindo entre conjuntos infinitos
contdveis e incontaveis, especificando as relagdes de complementaridade existentes
entre estas multiplas manifestacdes. A comparacdo entre conjuntos infinitos formados
por elementos pertencentes ao conjunto dos inteiros, ou a uma razao de numeros
inteiros, como no conjunto dos numeros racionais, fornece os conjuntos infinitos do tipo
enumeravel. Em contrapartida, as comparacdes entre elementos do conjunto dos pontos
da reta real, ou seja, os elementos do conjunto dos nimeros reais fornecem o infinito de

cardinalidade y > yo.

Em vista destes resultados apontados, Caraga (1970) adverte que ¢ perigoso entrar

no dominio do infinito unicamente armado somente da intui¢do ou do senso comum.

Parafraseando Machado (1990), a histéria do infinito ¢ um exemplo de um
importante assunto que mesmo tendo partido de ideias nada claras e apoiando-se
durante quase dois séculos em indicios de fundamentagdo matematica, superou as
proprias inconsisténcias e foi transformada em um tema fundamental da Matematica,

em particular, num dos pilares da tematica dos nimeros reais.

Partindo-se da ‘Crise dos Incomensuraveis’, que representa o marco de surgimento
dos numeros irracionais, uma dicotomia ficou pontuada entre o conjunto dos nimeros
racionais € o conjunto dos nimeros irracionais. Os niimeros racionais representam
geometricamente segmentos comensuraveis ou elementos de um conjunto do tipo
enumeravel. Em contrapartida, os numeros irracionais representam segmentos
incomensuraveis ou elementos de um conjunto ndo-enumeravel com a cardinalidade dos

numeros reais, superior a cardinalidade dos conjuntos enumeraveis.

A construcido dos Numeros Reais.

Segundo Aaboe (1984), a descoberta da irracionalidade de V2 pelos gregos,
historicamente situa o marco para a correta interpretacdo dos nimeros reais. Karlson
(1961) afirma que nao ha referéncia sobre a maneira que os gregos demonstraram a
incomensurabilidade entre a diagonal e o lado do quadrado. Uma das hipoteses de

demonstracio ¢ utilizando-se o teorema Fundamental da Aritmética®®. Assim, supondo-

2
m I . ~
se que +/2 =% é um nimero racional, entio podemos obter miz =9,
n n

56 . . . . ~ . . .. . .

Seja @ um inteiro diferente de 0, 1 e -1. Entdo, existem primos positivos p; < p, < ... < p;, € inteiros
positivos ny, ny, ..., n, , tais que a=FE.p,".p,”..p," ,em que E = + 1, conforme a seja positivo ou
negativo. Ainda, essa decomposi¢do ¢ unica.
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Pelo Teorema Fundamental da Aritmética, a decomposicdo de ‘2’ ¢ Uinica, assim
como m” e n” deverdo possuir um nimero par de fatores primos na decomposi¢do. A
operagdo de simplificacdo da fracdo m*/n’ devera conter um fator par de numeros
primos. Isto representa um absurdo, pois o resultado de m*/n® = 2, apresenta uma s6

parcela, ou seja, um fator impar de parcelas”’.

Ren¢ Descartes sistematizou as contribui¢cdes anteriores, originada a partir dos
gregos, para o estabelecimento e compreensao da natureza dos nimeros reais. Este
filésofo afirmava que “[...] o irracional ndo lhe parece dever ser mais considerado como
numeros fictus, mas como numero verus [...]. Tal a origem da nog¢do mais ampla de
numero real, abrangendo [...] os numeros racionais e todas as classes de irracionais”

(apud COSTA, M. A., 1981, p. 221).

Desde os antigos gregos, os numeros racionais eram concebidos como uma
medida, um segmento de reta com um extremo na origem, comensuravel ao segmento
unitario.

Os numeros irracionais também eram concebidos como uma medida geométrica,

porém correspondendo aos segmentos incomensuraveis ao segmento unitario conforme

expresso na figura 32.

B c B c

A D A D P

Figura 32: Visualiza¢do de um nimero irracional no segmento orientado AP.

A partir de um quadrado de lado unitario, com origem em A e raio AC, traga-se o
arco AC, que encontra a reta em P. Como a diagonal AC e o lado AD sdo

incomensuraveis, o segmento AP ndo pode ser um niimero racional.

Aplicando-se o teorema de Pitadgoras ao tridngulo retangulo ACD tem-se:
AC?> = AD* +CD?. Como AD = CD = 1, tem-se: AC> =1 +1> =2e AC=+/2. Dai
segue que AP =AC= \/E, que ¢ a abscissa de P.

57 ~ . , . , .
Essa demonstragdo pode ser estendida para qualquer nimero primo e para os niimeros compostos cuja
raiz quadrada ndo seja um nimero inteiro.
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Este tipo de constru¢do permite visualizar o nimero irracional citado e iniciar o
processo de compreensdo da natureza destes e diferencid-los dos nimeros racionais. Na
figura 33, tem-se o eixo com um ponto de referéncia O, onde OU representa um

segmento unitario e seja P um ponto genérico.

Figura 33: Eixo real e um ponto genérico P.

Todo ponto P da reta, distinto de O, a partir da condi¢ao que os segmentos OP e
OU sao comensuraveis, representam um numero racional (Q), ou seja, nimeros da forma
m/n, com m e n inteiros € n # 0. Isto indica que existem infinitos pontos com esta
caracteristica, formando o conjunto dos numeros racionais. E a medida OP, obtida a
partir dos infinitos pontos P da semi-reta, distintos de O, a partir da incomensurabilidade

entre os segmentos OP e OU passam a representar o conjunto dos irracionais.

Nos livros didaticos, encontramos um exercicio proposto na colegdo A que se
refere ao problema da diagonal, mencionado na figura 9, no capitulo 1. Porém, a
discussao da incomensurabilidade entre a diagonal e o lado, configurando uma relagao

entre o conjunto dos racionais e irracionais, nao foi explicitada e nem desenvolvida.

Os livros didaticos analisados das colegdes A e C representam o nimero irracional

V2 na reta real. Porém, deste registro ndo emerge uma discussao maior entre o conjunto

dos racionais e irracionais, nem reportam a questdao do infinito, delineada a seguir.

Os nUmeros reais representam a colecdo de todos os nimeros associados aos
pontos do eixo real, situados a alguma distancia, medida com rela¢do a origem deste
eixo. Por construcdo, o conjunto dos Numeros Racionais € o conjunto dos Numeros

Irracionais sao disjuntos e a unido entre eles forma o conjunto dos Numeros Reais.

Deste modo, o conjunto dos Numeros Racionais forma uma subclasse do conjunto
dos Numeros Reais, ou seja, QL ®. A cole¢do dos niimeros constituidos de modo que
® — Q sdo denominados nimeros irracionais e ndo possuem simbolo proprio.

Todo numero real ou ¢ racional ou ¢ irracional. Niven (1984) atribui a

denominac¢ao ntimero real a tradi¢do passada, ponderando que a denominagdo nimeros

unidimensionais seria mais interessante, se considerarmos o ponto de vista conceitual.
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Costa, M. A. (1981) argumenta que a definicao cartesiana exposta traz dificuldade

na medida em que se deve provar a possibilidade da realizagdo das operagdes
aritméticas sobre os numeros irracionais obtidos na reta real, do mesmo modo que ¢

possivel para os racionais.

Como modo alternativo para contrapor a localizagdo operatoéria de pontos da reta
real, como no caso de V2 , presente em dois dos livros que analisamos, delineamos um
argumento adicional. Recorremos, entdo, a epistemologia presente na noc¢do de

continuidade™ geométrica, através do denominado postulado da continuidade de

Cantor-Dedekind, onde o conceito de continuidade foi associado a metafora do corte.

Se considerarmos uma reta e um ponto P sobre ela, conforme se observa na figura
34, todos os pontos da reta se dividem em duas classes: a classe a esquerda de P (classe
A) e a classe a direita de P (classe B), sendo que o proprio ponto P pode ser colocado na

classe A ou na classe B, dependendo da natureza do nimero envolvido.

AN— —®
P

Figura 34: Corte produzido pelo ponto P e constituido pelas duas classes (A) e (B).

O ponto P da reta produz nela um corte. E a reparticdo de um ponto P da reta em
duas classes deve obedecer a duas condi¢des: nenhum ponto escapa a reparti¢dao; todo

ponto da classe A esta a esquerda de todo ponto da classe B, representando-se este corte

por (A, B).

E Richard Dedekind (1831-1916), pensou na afirmagdo reciproca, quando se
considera na reta um corte, ou seja, quando existem duas classes nas condigdes acima
expressa € questionou se sempre haveria um ponto P que produziria o corte. Dededink

afirmou que tal principio € um axioma e, assim, deve-se entender a continuidade.

Assim, Dedekind, baseando-se nas ideias de Eudoxo, construiu uma teoria dos
Numeros Reais, fundamentado em aspectos aritméticos, independentemente de

caracteristicas geométricas.

58 o~ . .. e P ,

Segundo Caraca (1970), uma nocdo intuitiva e inicial de continuidade é aquela representada por uma
linha ou curva continua no plano cartesiano, sem saltos, que faz apelo a uma variagdo que ocorre por
gradacdes insensiveis.
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Dedekind separou o conjunto de todas as fra¢des, ou seja, o conjunto dos racionais
nao-negativos (Q+), em duas classes A e B, de modo que cada niimero racional pertenca
a A ou B e, ainda, que todo elemento de A seja inferior a qualquer elemento de B. Caso
ndo exista em A um nimero que seja superior a todos os outros de A, ou ndo exista em B
um numero que seja inferior a todos os outros de B, isto representa o que Dedekind
definiu como corte aberto, estabelecendo um critério para introduzir os nameros
irracionais.

Um contexto cldssico que esclarece o conceito de corte ¢ o da ‘Crise dos

2
Incomensuraveis’. Seja a classe A, correspondendo as fragdes m/n tais que (m] <2
n

2
(classe das raizes por falta) e a classe B, correspondendo as fracdes (mj >7 (classe das
n

raizes por excesso).

Nio existindo um maior elemento racional em A e nenhum menor elemento

racional em B, nenhum numero racional tem 2 como seu quadrado, resultando que o

namero \/5 ¢ irracional.

Para Dedekind, qualquer numero racional ou irracional representa um corte na reta
real. A possibilidade de todas as medidas de comprimentos serem expressas como
numeros reais € conhecida como a propriedade da completeza. A ideia de continuidade,
ligada aos aspectos quantitativos de medida, permitiu significar como niimero real:

[...] ao elemento de separagdo das duas classes dum corte qualquer no
conjunto dos nimeros racionais; se existe um nimero racional a separar
as duas classes, o nimero real coincidird com esse nimero racional; se
ndo existe tal nimero, o numero real denomina-se irracional
(CARACA, 1970, p. 62).

Deste modo, uma compreensdo inicial sobre a natureza dos numeros reais €
possibilitada pela discuss@o dos conjuntos naturais, a extensdo para 0S numeros
racionais nao-negativos, que desencadeou na °‘Crise dos Incomensuraveis’ e aos
problemas acarretados ao horror grego ao infinito. De certo modo, tal caminho ¢
realizado pelos livros-didaticos analisados, porém de modo simplificado. Porém, para

introduzir a nogao e efetivar o desenvolvimento significativo de nimero irracional:

[...] tornam-se necessarias explicacdes sobre a continuidade da reta real,
sobre o infinitamente grande e o infinitamente pequeno, assim como
sobre as grandezas incomensuraveis. Tudo isso gira em torno das idéias
de discreto e de continuo, ¢ ndo se pode falar de uma delas sem
referenciar a outra (BROLEZZI, 1996, p. 3).

Quanto a continuidade, esta se revela intuitivamente através da representacao
grafica por uma linha ou curva sem interrup¢do. A reta ¢ a imagem arquetipica da

continuidade, por ndo apresentar saltos ou buracos.
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A continuidade ¢ mais que uma colec¢do de infinitos pontos justapostos sobre a reta
real. Numa perspectiva mais ampla, a continuidade ¢ revelada pela possibilidade de se

efetivar um corte na reta real.

Caraga (1970) expde que este modo de definir os reais com base no conceito de
corte de Dedekind mostra que os numeros irracionais nao t€ém uma natureza tao

elementar como 0s racionais.

Enquanto que para definir um nimero racional bastam dois nimeros
naturais — o seu numerador ¢ seu denominador — para definir um nimero
real sdo necessarias duas infinidades de nimeros racionais, visto que os
elementos constitutivos [...] [das] duas classes (A) e (B) do corte [...]
[tem] uma infinidade de ntimeros (CARACA, 1970, p. 63).

Pela analise que realizamos nos livros didaticos, a ideia de corte apresentada no
desenvolvimento do conhecimento matematico permite ampliar a conceituagao usual de
nimero real na Matematica Elementar. Isto acarreta a possibilidade de aumentar o
repertorio de significagao dos nimeros irracionais, constituindo em contribuigdo passivel

de ser realizada no ensino basico.

E a questdo da relagdo complementar entre o conjunto dos nimeros racionais € o
conjunto dos nlimeros irracionais mais uma vez se revela, como uma interacdo entre o
discreto e o continuo, pois:

[um nimero] racional ou [um nimero] irracional pode ser considerado
como par de conjuntos infinitos de nimeros racionais. E como o nimero
racional se exprime em termos do numero inteiro, a concepgdo de
Dedekind nos permite finalmente conceber o nimero irracional como
uma arquitetura de numeros inteiros (COSTA, M. A., 1981, p. 237).

Para Thom (2004), o0 modo como foi definido o conjunto dos Nimeros Reais, a
partir do conceito de corte, corresponde a ‘solucao fantasmatica’ atual. Esta se refere a
op¢ao de gerar o continuo a partir do discreto. Este tipo de procedimento corresponde

também a classificagdo dos diversos infinitos.

Assim, a sucessdo de naturais, de natureza discreta, tornou-se o patamar para a
construg¢do do arquétipo da reta real, de natureza continua. Uma posicao que ilustra tal

posi¢ao relata que o:

[...] curso fundamental das matematicas, desde a construgcdo dos
racionais, quase parece solicitar a defini¢do dos reais. A historia é bem
conhecida: foi a geometria, com a demonstracdo ‘pitagérica’ da
incomensurabilidade da diagonal e do lado do quadrado, que de fato
impds a introdugdo dos irracionais: a conquista do continuo, a medida
do espago exigia esta extensdo (THOM, 2004, p. 661).
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Os Eixos Constitutivos dos Numeros Reais e a construcio de significado dos

nuameros irracionais.

O tema dos nimeros reais contribui para a introdu¢do e desenvolvimento dos
numeros irracionais no ciclo basico. Para alicercar tal afirmacgdo, apresentamos como
argumento a esséncia presente nos fundamentos dos eixos constitutivos:

discreto/continuo; finito/infinito; exato/aproximado, relatados em Machado (2009).

Rememorando sinteticamente o percurso de ideias tragadas neste capitulo, a
narrativa envolvendo o conhecimento dos nimeros irracionais teve inicio com o
discreto e o continuo, que representam respectivamente as agoes de contar e medir, duas
nogdes fundamentais no campo da Matematica. O discreto e o continuo se constituem
em dois polos dicotdmicos, mas existe entre ambos a possibilidade de interagdo que

pode enriquecer o ensino da Matematica, conforme destaca Brolezzi (1996).

No desenvolvimento do discurso deste assunto, ao estudarmos as possiveis
relagcOes presentes no par discreto&continuo, emergiu a insuficiéncia dos numeros
racionais para o que Caraca (1970) denominou de ‘problema da medida’, originada no
seguinte contexto: ¢ sempre possivel dividir um dado segmento de reta (AB) em um
numero finito de partes iguais, de modo que uma dessas partes caiba um niimero inteiro

de vezes em AB?

Se for considerado um ponto de vista pragmatico a esta questdo, ¢ sempre possivel
medir um segmento dado, de modo aproximado, utilizando instrumentos com certa
unidade como parametro, resposta que tem como suporte o mundo sensorial das

diversas grandezas.

Porém, do ponto de vista tedrico, existe a possibilidade da resposta a esta pergunta
ser negativa, o que representa um momento de apresentar os numeros irracionais. Em
termos historicos, esta situacdo correspondeu ao episddio conhecido mais atualmente

como a ‘Crise dos Incomensuraveis’.

Diante do impasse apresentado em relacdo ao par discreto e continuo, tendo como
parametros o aspecto tedrico € o viés pratico, surge a possibilidade de examinar outro

par: o exato e o aproximado.

O aspecto aproximado sempre coexistiu para os antigos povos pré-helénicos e para
alguns posteriores, como os darabes e os hindus, cuja estrutura civilizatoria
essencialmente lidava somente com os aspectos pragmaticos. Para estes povos nao cabia

a distingdo entre o discreto e o continuo, nem entre o exato € o aproximado.
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O ato de medir, no dia-a-dia, requer necessariamente uma aproximagao. Nestas
situagdes, o resultado da medida deve ser expresso por um nimero racional, decimal e
finito, onde o grau de aproximacdo depende da limitacdo do instrumento utilizado nesta

acao.

O viés pratico envolvendo o fato que toda medida recai em um resultado
representando um numero racional, pode gerar a concep¢do errOnea que 0s numeros

racionais sao suficientes para todas as agdes matematicas e das ciéncias.

Aliado ao contexto de aproximagdo, no senso comum ha uma crenga recorrente
que considera os numeros e, de modo geral, toda a Matematica, regidos por leis
proprias, deterministicas e totalmente estruturadas. Considerando-se esse contexto

apresentado, como fica a pretensa exatidao da Matematica?

Um exemplo classico para situar esta questdo ¢ o das calculadoras eletronicas e
dos computadores. Conforme foi exposto, Lima (1985) e Bonomi (2008) apontam que a
propria natureza finita das memorias destas maquinas trunca os resultados armazenados

e, a cada operagdo, realiza uma aproximacao.

E, nestes casos, como ¢ possivel confiar nos resultados expressos por uma

maquina, como as calculadoras eletronicas e os computadores?

Um possivel encaminhamento a esta questdo se relaciona a esséncia teodrica do
conhecimento matematico e, em particular, considerando-se os niimeros irracionais.
Alguns irracionais notaveis, como o numero PI, o nimero de Euler e o nimero de ouro

permitem testar e determinar os limites de confiabilidade destas maquinas.

Este contexto usual, presente nos nossos dias, ilustra os limites dos meios
materiais € empiricos para a pretensa exatidao dos calculos matematicos, o que motivou
um estudo presente na dialética inerente ao par exato e aproximado. Deste modo, a
operacdo de aproximacdo permite o acesso de um numero irracional, ou seja, um

nimero com infinitas casas decimais ndo-periddicas, ao mundo real e finito.

O infinito foi um assunto que inquietou e desafiou os povos antigos, situagdo que
configurou um quadro de lentiddo no desenvolvimento matematico. A dificuldade de
entendimento deste campo matematico se associa, de certo modo, ao afastamento e

simplificagdo da abordagem deste assunto nos manuais escolares do ciclo basico.
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O infinito, na forma potencial, estd intuitivamente associado a possibilidade de
questionar até onde se pode efetivar a contagem, em conjuntos nao-finitos, pelo
acréscimo de mais um elemento. Este aspecto recursivo de contagem, de natureza

discreta, propicia a intui¢ao do infinitamente grande.

De outro modo, ao se subdividir um dado segmento de reta ao meio e, a cada
segmento resultante proceder do mesmo modo, forma-se um conjunto de infinitos
pontos. Este processo, denominado dicotomia, permite introduzir o infinitamente
pequeno, ou infinitésimo. Deste modo, a dicotomia permite a divisdo de um segmento
finito, indefinidamente, contrapondo, o infinito ¢ a medida de um segmento, o

continuum geomeétrico, ao infinitésimo, de natureza discreta.

O discurso presente nesta narrativa que sintetizou as discussdes que realizamos
anteriormente, nas deliberacdes expostas neste capitulo envolvendo os eixos
constituintes dos numeros reais — discreto&continuo; exato&aproximado;
finito&infinito - permitiram expor as tensdes presentes a cada um destes eixos

constituintes, complementares por natureza, e as inerentes relagdes entre os €i1xos.

Para situar as citadas conexdes remetemos a Otte (1993), que coloca o conceito de
complementaridade entre dois elementos como sendo a capacidade de cada um dos
entes polares se diferenciar, assim como abranger o outro. Assim, nenhum dos dois
elementos pode ser determinado sem o outro, apesar de que, em certos momentos,
ambos os polos assumem um papel distinto, relagdo que podemos aproximar da

concepcao de dialética de Hegel.

A ideia de complementaridade presente em Otte (1993), incorporada ao ensino de
Matematica, permite retratar as possiveis conexdes € interagcdes entre 0s €iXo0s
discreto/continuo; finito/infinito; exato/aproximado. O estudo que apontamos
anteriormente em relacdo a estes eixos revela relacdes de complementaridade e
interagdo entre os componentes dicotomicos do conjunto dos Numeros Reais: o

conjunto dos Numeros Racionais € o conjunto dos Numeros Irracionais.

Estas conexdes sdo expressas essencialmente por um estudo mais aprofundado em
relagdo ao infinito e o aproximado. Os temas do infinito e do aproximado sdo passiveis
e essenciais de serem apresentados no ciclo basico, se inseridos num mapeamento
envolvendo uma escala propicia e orientada por referenciais norteadores, podendo se
constituir em ingredientes de uma possivel abordagem didatica adequada e significativa

para os numeros irracionais.
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Para que um conhecimento seja significativo, segundo Machado (2009), ¢
necessario mapear, ou seja, ¢ fundamental escolher um discurso organizador desse
conhecimento. Pela exposi¢do realizada, o movimento de significar os nimeros
irracionais perpassa a possibilidade de estabelecer uma narrativa orientadora, guiada
pela confluéncia dos pares constituintes dos numeros reais, ou seja, os eixos norteadores

discreto/continuo; exato/aproximado/estimado e finito/infinito.

Nesse contexto, o tema dos nimeros irracionais pode ser abordado em um ‘espago
de significagdes’, que constitui uma espécie de campo caracterizado pela presenga e
organizagdo dos eixos norteadores discreto/continuo; exato/aproximado/estimado e
finito/infinito, cuja natureza dialética possibilita interacdes que viabilizam e norteiam
diversos caminhos para a tecitura de significados aos conhecimentos relativos aos

numeros irracionais, ideia representada no mapa 1.

Mapa 1: Espacgo de significagdes dos niimeros irracionais.

Discreto

Finito _ Exato

Aproximado/ Infinito

Estimado

Continuo

ESPACO DE SIGNIFICACOES
DOS NUMEROS IRRACIONAIS
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Os eixos discreto/continuo; exato/aproximado/estimado e  finito/infinito
constituem-se como elementos estruturais do ‘espaco de significagcdes’ que permitem
tanto orientar os rumos dos objetos neste campo, uma caracteristica basica dos mapas
instrumentais, conforme Machado (2009), como prover uma representagdo do
conhecimento mediante a apreensdo das caracteristicas essenciais que confluem das

varias conexoes que o objeto pode realizar, na acep¢ao do mapa-imagem.

Para o referido autor os mapas permeiam o terreno dos espagos de conhecimento
ou das representacdes simbolicas significativas para o ser humano, recurso que suscita

possibilidades diferentes, de acordo com uma escolha de escala.

Machado (2009) destaca que a melhor representagdao de um objeto deve ser feita
ponto a ponto, mas isto muitas vezes ¢ impossivel. Metaforicamente, na Matematica,
nao ¢ possivel efetivar a transposicao didatica envolvendo o conhecimento dos nimeros
irracionais tal qual se encontra nos livros e compéndios dos cursos de Matematica de
Ensino Superior. Para se efetivar uma transposicdo didatica é necessario realizar
escolhas, o que remete a busca de uma orientagdo, ou seja, um mapa que permita guiar €

empreender uma representacdo do conhecimento acessivel a alunos do ciclo basico.

Considerando esta possibilidade, o tema dos nimeros irracionais perpassa um
mapa de relevancias, viabilizado por diferentes conexdes através das redes de
conhecimento, de modo a distinguir o que ¢ relevante e pertinente em face de uma

aprendizagem significativa.

A andlise realizada nos livros didaticos permitiu o mapeamento das dificuldades
envolvidas no discurso presente em tais obras. O tratamento dos principais numeros
irracionais que fazem parte do curriculo da escolaridade basica - as raizes enésimas
irracionais; o nimero PI, o nimero de Euler e o nimero de ouro — apresenta, nas obras

analisadas, um ‘percurso de nucleos de significagdo’ simplificado e incompleto.

Para permitir um movimento favoravel ao par conhecimento&significado com
relacio aos numeros irracionais, tornou-se essencial re-estabelecer relacdes
epistemologicas constituidas ao longo do processo historico presente nas civilizagoes,

conforme destacamos neste trabalho.
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As conexodes que emergem do ‘espago de significagdes’ entre os eixos polarizados
discreto/continuo, exato/aproximado e finito/infinito, polos proprios e essenciais do tema
dos nimeros reais, com 0s nmeros irracionais - as raizes enésimas irracionais; o numero

PI, o nimero de Euler e o nimero de ouro — estao representadas no mapa 2.

Mapa 2: As multiplas redes de conexdes entre os numeros irracionais € 0s €ixos
constituintes dos numeros reais.

/ Discreto

Finito

Exato

INumero de Euler|

Numero de Ouro

Raizes enésimas
irracionais

Aproxitﬁado/
Estimado

\ Continuo -

O mote que ilustra a sintonia inerente as relagdes dos temas envolvendo os nimeros

Infinito

irracionais € o ‘espaco de significacdo’ organizado pelos eixos discreto/continuo,
exato/aproximado e finito/infinito se efetiva pela concep¢do da metafora do
conhecimento como rede de significados. Conforme Machado (1995), a rede se constitui
em uma imagem onde o conhecer ¢ possibilitado pela partilha de significados, através da

busca de relagdes entre dados, objetos, fatos, nogdes, conceitos e informagoes.

No ensino atual, existe a tendéncia de tratar os niumeros irracionais setorizando o
‘espaco de significagdes’, ou seja, quando o discurso para a abordagem deste tema opta
pela polarizacdo de qualquer um destes eixos, assim como em ndo considerar as

relagdes entre os pares discreto/continuo, exato/aproximado e finito/infinito.

Esta tendéncia ficou explicitada nos livros didaticos analisados no capitulo 1. O
discurso exposto nestas colecdes envolvendo os aspectos do aproximado e do infinito foi
reduzido, de modo a inviabilizar o ‘percurso dos nucleos de significagdo’, ndo

permitindo o acesso ao significado dos nlimeros irracionais.
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Para desbloquear os acessos restritos permeados pelos manuais escolares,
contrapomos as contribuicdes da metafora da rede de significados, associada a

concepcao de mapas, conforme Machado (2009), sintetizadas no mapa 3.

Mapa 3: Percurso dos nucleos de significac@o através do Espacgo de Significagcdes dos nimeros irracionais.

__—— Discreto -

Finito

Ampliagao
- Conceitual

Numero de Ouro

Raizes enésimas
Irracionais

/Finaliza_gao . Desenvolvimen
| Conceitual- T -~ Conceitual

(¢ " [Numero de Euler|

1 md]
-Conceitual

Aproxiniado/

Estimado Inﬁhito

~—Continuo —~

Neste modo de interpretacdo, o ‘espaco de significagdes’ viabiliza o transito dos
temas envolvendo os numeros irracionais pelas diversas ligacdes, favorecendo o
navegar pelo ‘percurso dos nucleos de significacdo’ de modo mais diversificado e

abrangente possivel, com conexoes e fronteiras flexiveis.

Deste modo, o ‘espagco de significagdes’ permeia varias possibilidades de
viabilizar um percurso de significagdes, conforme destacamos no capitulo 1. Isto
equivale a introduzir conceitualmente os numeros irracionais, pela utilizacdo de
linguagens e materiais didaticos variados, o que permite encaminhar a apresentagdo
inicial a um desenvolvimento e uma amplitude conceitual dos nimeros irracionais, pela
diversificacao de linguagens matematicas (aritmética, algébrica, funcional, geométrica,
grafica), assim como pela reutilizacdo em diversos contextos e situacdes permeando os

temas matematicos e extramatematicos.
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Destacamos que a concep¢do de rede de significados abre espaco para a
introducdo de temas que atuem como centros de interesse® e que possibilitam um
didlogo tanto externo quanto internamente a cada disciplina. Acreditamos que os centros
de interesses podem ser estendidos para explicitar relagdes internas, fato essencial para

articular e aproximar ideias fundamentais em cada ramo do conhecimento.

Pela propria natureza, os eixos constitutivos do ‘espaco de significacdes dos
numeros irracionais’ revelam nuances do proprio mundo matematico. Isto possibilita
uma articulagdo intradisciplinar, papel essencialmente adquirido no desenvolvimento

histérico de Matematica, necessitando de explicitagdo no ensino elementar.

Atualmente, tal posicionamento se desloca quase de modo exclusivo, para a
interdisciplinaridade e o uso da contextualizacdo, cuja tendéncia de unilateralidade pode
ter como consequéncia certo esquecimento, eclipsando a explora¢do das importantes

conexoes internas a propria Matematica.

Consideramos que os conteudos essenciais ndo devem sofrer alteracdo, posto que
constituem base fundamental e necessaria para a constru¢do do conhecimento. Este fato
ndo impede a continuidade de investigagdes a respeito do tratamento e na forma de
apresentacao destes assuntos primordiais, como, por exemplo, pela exploragdao de temas

que permitam valoriza-los, destacando-se sua importancia e utilidade.

A proposicdo do ‘tema mapeador’ representado pelos pares constitutivos dos
numeros reais — os eixos discreto/continuo, exato/aproximado e finito/infinito - permite
valorizar e atualizar os conhecimentos matematicos do atual curriculo, tornando-o mais
dindmico a medida que o insere na nova conjuntura de contextos sociais € do trabalho,
realcando algumas conexdes com as questdes voltadas a cidadania e que fomente o
desenvolvimento de competéncias essenciais. Relembramos que no ensino basico:

[...] s3o apresentados aos alunos somente rudimentos dos nimeros reais
e uma abordagem operatoria, cotidiana e pragmatica das fungdes.
Porém, nos estudos posteriores a serem realizados no ensino superior as

disciplinas necessitam de um estudo destes topicos como objetos de
ensino, ndo como nogdes paramétricas (BARUFI, 1999, p 50).

> Os centros de interesse, de Decroly (1871-1932), propdem a escolha de temas que se relacionem com
as necessidades, proximidades e desejos das criangas, de modo que os objetos possam ter sentido para
elas.
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O entendimento das questdes propostas nesta pesquisa resgata e valorizard os
nimeros reais como tema matematico fundamental, configurando-se como uma janela
que viabiliza a necessaria atualizagdo do proprio curriculo de matematica, assim como

permite significar os nimeros irracionais.

Um ponto relevante na ideia do ‘espago de significaches’ como narrativa
orientadora na apresentagdo e desenvolvimento dos nimeros irracionais ¢ o pareamento
entre a sintaxe propria da linguagem matematica e o uso da palavra, uma extensao das
ideias de Vygotsky (1998a;b). Este pesquisador acrescenta que os conceitos emergem
em situagdes que demandam a solucdo de problemas, articulando pensamento e
linguagem, imbuidos numa acdo situada no movimento e confluéncia entre os

conhecimentos cotidianos e os conhecimentos cientificos.

O discurso que realizamos ao longo deste capitulo permitiu situar e esclarecer a
natural relagdo do uso e articulagdo das varias linguagens matematicas e o
desenvolvimento epistemoldgico dos numeros irracionais, ideias que verbalizadas

permitem estimular uma multiplicidade de conexdes entre diversos conhecimentos.

Em particular, procuramos viabilizar um discurso imerso no uso da palavra, que
se revelou essencial para tecer uma narrativa das ideias e conceitos presentes no
conhecimento envolvendo os nimeros irracionais, nao tendo sido necessario enfatizar a

sintaxe algébrica, que pode ser desenvolvida, posteriormente, no Ensino Superior.

A posi¢do que assumimos em constituir um ‘espago de significagdes’, um campo
de narrativa orientadora do conhecimento envolvendo os nimeros irracionais, implica
naturalmente em considerarmos a importancia da metafora como uma figura de
linguagem, cuja retérica se constituiu em agente que medeia as redes de relagdes

apontadas anteriormente.

Em especial, no seio da Matematica se engendram “[...] legitimas metaforas, ndo-
topicas, possibilitando fecundas transferéncias globais de significados entre contextos
bastante diversos” (MACHADO, 1992, p. 38). A Matematica se alimenta de diversas

(13

metéaforas no sentido de “[...] um préstimo mutuo entre pensamentos, uma transagao
entre contextos, uma cooperagdo entre idéias” (OGDEN; RICHARDS, 1938 apud

MACHADO, 1992, p. 11).
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Destacamos, entdo, que podemos utilizar as metaforas e alegorias na explicitagao
de algumas situagdes como, por exemplo, na razdo aurea, no Hotel de Hilbert, na ingénua
ideia de continuidade com o tracado de uma linha geométrica continua ou no corte

produzido por um ponto na reta dos reais para introduzir a definicdo de continuidade em

®.

No entanto, destacamos que a metafora mais abrangente deste estudo se encontra
na propria rede de relagdes, tensdes, contradigdes e complementaridade que podem se
efetivar, internamente aos pares de eixos constituintes dos niimeros reais, assim como
nas mutuas impregnagdes entre esses trés elementos, sintetizada na concepgdo de um

‘espago de significagdes’ para o ensino dos numeros irracionais no ciclo basico.

Deste modo, o ato de contar e medir, dois polos representando o discreto e o
continuo, uma aporia fundadora dos niimeros, representam um conceito que compdem
relagdes com os eixos finito/infinito e o eixo exato/aproximado, conceitos que
constituem um ‘espaco de significagdes’, configurando um campo de interagdes e
contextos complementares e dialéticos, que tem como fung¢do mapear € mediar conexoes

aos objetos matematicos tratados neste trabalho: os nimeros irracionais.

No proximo capitulo nos propusemos a ilustrar as ideias presentes neste capitulo.
Para tal, apresentamos algumas situagdes de ensino baseadas nos principais temas dos

numeros irracionais: o niumero de ouro, o nimero PI e o numero de Euler.






CAPITULO 3

Explorando os Eixos Constitutivos dos Numeros Reais:

Propostas de situacoes de ensino.
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CAPITULO 3

Explorando os Eixos Constitutivos dos Numeros Reais:
Algumas Propostas de situacdes de ensino.

Neste capitulo ilustramos algumas formas de abordar alguns ntimeros irracionais,
tendo como suporte os referenciais expostos. A escolha recaiu nos irracionais notaveis -
o nimero PI, o numero de Euler e o nimero de ouro — tdpicos analisados na pesquisa

empirica realizada em torno do discurso expresso pelos livros didaticos, no capitulo 1.

O tema dos numeros irracionais ¢ importante para o ensino basico, ndo somente
pela possibilidade de compreensdo da propria natureza desse assunto, como também

pelas conexdes que envolvem duas ideias fundamentais: o infinito e a aproximacao.

Neste contexto, ressaltamos a interagdo e a complementaridade entre os numeros
racionais € os numeros irracionais. A contraposi¢do € conjun¢ao entre as caracteristicas
dos niimeros racionais e irracionais sdo essenciais para a constitui¢do de uma rede de
conhecimentos, apontada em Machado (1995), que articulados permitem a construgdo
dos significados dos proprios nimeros irracionais. Vale relembrar que a ideia de rede

favorece a compreensdo de um objeto, pois o conhecimento nao se acumula:

[...] em nenhum momento, mas vive sendo acrescido na dindmica e
construido na interagdo e constru¢do, imerso numa rede de relacdes
complexas e transformadoras, a medida que mais e mais conexdes sao
efetivadas, num constante enriquecimento (BARUFI, 1999, p 34).

Um norteador para compor as situagdes propostas neste capitulo foi evidenciar os
vinculos com a realidade concreta, historicamente situada. Conforme Machado (1990),
nao se deve subordinar a Matematica as exigéncias do dia-a-dia, relativas as sensagoes
dos sentidos imediatos. O autor pondera que o amago do trabalho do ensino situa as

questdes no palco das negociagdes entre as polarizagdes entre a teoria e a pratica.

Estas diretrizes estdo presentes nas questdes envolvendo os numeros irracionais €
0s numeros racionais, reveladas na analise do livro didatico ¢ em consideragdes
epistemologicas. No fluxo de desenvolvimento desta pesquisa, 0 mapeamento dos feixes
de relagdes inerentes aos numeros reais revelou os pares discreto/continuo,
exato/aproximado e finito/infinito, cujas tensdes sdo essenciais para fundamentar

situacdes de ensino.

A concepgdo das atividades priorizou contextos de uso e articulacao das diversas
linguagens matematicas — aritmética, algébrica, geométrica, natural, graficos cartesianos
e tabelas - num movimento intra-matematico e interdisciplinar, o que ampliou as

diversas conexdes inerentes aos proprios conhecimentos da Matematica.
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Com base em tais fontes, as situagdes propostas buscaram enfatizar o uso da
palavra, seja através de narrativas envolvendo a re-elaboracdo de ideias e procedimentos
que se encontram no desenvolvimento epistemoldgico dos nimeros irracionais, seja
pela mediacao e uso de metaforas e analogias. Esta escolha teve como intengao priorizar
a articulacdo entre processos de constru¢cdo de conhecimento que valorizem a integracao
e evolu¢do do pensamento, de modo a promover um contexto significativo para um

percurso favoravel a compreensao da natureza dos niameros irracionais.

Em particular, algumas situagdes utilizaram como recurso a planilha eletronica,
uma via que permite explorar calculos com maior rapidez e leveza, assim como propicia
um posicionamento critico com relacdo aos resultados obtidos. Ao mesmo tempo em:

[...] que processos meramente algoritmicos podem ser realizados com
rapidez, evitando situagdes repetitivas, puramente técnicas, esse tipo
de tecnologia pode enriquecer a compreensdo conceitual, desde que
sua utilizagdo passe pela critica, abandonando a crenga inabalavel de
que as maquinas ndo erram e seus resultados sdo corretos,
inquestionaveis (BARUFI, 2008, p. 1).

Em sintese, para cada tema notavel — o nimero PI, o nimero de Euler e o nimero
de ouro — a concepgdo das atividades buscou viabilizar um ‘percurso de significacdes’.
Isto equivale a introduzir os nUmeros irracionais envolvidos, utilizar e articular
diferentes linguagens e recursos didaticos variados, propor contextos investigativos
internos e exteriores ao campo da Matematica, de modo a ampliar a rede de relagdes no

‘espaco de significagdes’ envolvendo os temas dos nimeros irracionais propostos.

O numero T

O PI, a mais antiga constante matematica que se conhece, ¢ um numero irracional
utilizado em diversos segmentos da matemadtica, assim como na area cientifica e
tecnoldgica. Atualmente, o simbolo internacional adotado para PI ¢ a letra do alfabeto

grego 1 (minudscula).

A origem de m remonta a primeira letra da palavra grega ‘mepipepeia’ (peripheria),
que significa perimetro ou circunferéncia. Porém, o simbolo 7 foi utilizado pela primeira
vez por Welshman Willian Jones, matematico inglés, em 1706, que abreviou ‘periphery’
(perimetro) de um circulo de didmetro unitario. Euler, em 1736, passou a também a

utilizar esta notagdo, que entdo se estabeleceu como uma notacao padrao.

No material didatico analisado no capitulo 1 constatou-se que o niimero irracional
PI ¢ abordado empiricamente pela relacdo entre o comprimento de uma dada

circunferéncia e o didmetro correspondente. Este abordagem pragmatica do nuamero
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irracional PI, realizada pelo uso da defini¢do adotada pelos matematicos, simplifica a
problemadtica tedrica da apresentacdo de PI, como também eclipsa os registros de

constitui¢do e significado relacionado ao referido niamero.

Na Geometria Euclidiana, segundo Silveira (2001), existem quatro constantes que
poderiam ser denominadas de . Destacamos inicialmente o  de circunferéncias, tema
usual no ensino basico, expresso como a constante de proporcionalidade na relacdo

entre o perimetro e o didmetro de um circulo:

71 =perimetro de uma circunferéncia
didmetro da circunferéncia
Em seguida, destacamos trés outras possiveis defini¢des. Uma segunda concepgao
¢ o m das areas de circulos, expresso como a constante de proporcionalidade na relagao

entre a area de um circulo e o quadrado do raio, ou seja: 77=4"¢¢ da circunfer acid

Raio®

Uma terceira concepgdo, em relacao as esferas, apresenta PI como a constante de

proporcionalidade na relagdo: ;7= 4reada esfera _ drea da esfera

4.Raio* didmetro*

_volumeda esfera _ 3V _ 6V _ 6V

Por ultimo, o w de volumes de esferas: ;7 = =27
4R S8R D’

— Raio’®
3

A histdéria do desenvolvimento matematico nas civilizagdes revela episodios da
vida cotidiana onde célculos, feitos por meio de regras praticas e aproximadas,

utilizavam nimeros inteiros e racionais e que implicitamente envolviam o niimero PL.

Com relagdo ao conhecimento empirico dos antigos povos, alguns historiadores
fazem uso destes dados para calcular o valor de PI, de modo a tragar um percurso do
valor numérico associado. Este fato parece ndo ter sido a preocupagdo dos povos
antigos, visto ndo haver indicios de tal atitude em nenhum documento encontrado até
recentemente. Considerando-se que a defini¢ao usual do namero =:

[...] baseie-se na constancia da razdo circunferéncia/ didmetro, muito
provavelmente nao foi essa a origem do PI. Com efeito, ¢ dificil
imaginarmos situa¢des praticas reais onde, numa civilizagdo incipiente,
alguém tenha precisado calcular a circunferéncia de um circulo de
diametro conhecido, ou vice-versa (SILVEIRA, 2001, p. 2).

Acreditamos que o uso deste recurso torna possivel resgatar uma série de
conceitos e relagdes que permitem significar o nimero PI. Por questao de tradicao,
historicamente foi feita uma escolha para trabalhar exclusivamente com o m da
circunferéncia. Mas, em termos didaticos, podemos resgatar o percurso epistemologico

envolvendo as ideias inerentes as varias possibilidades de defini¢do do numero PIL.
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Conforme Silveira (2001), os mais antigos documentos concretos que temos € que
tratam explicitamente de m sdo tabletas mesopotdmicas (cerca de 2.000 a.C.), que

utilizam a aproximacao inteira w = 3.

Segundo Boyer (1991), no Chui-Chang Suan-Shu, ou Nove Capitulos sobre a arte
Matematica, de 250 a.C., os chineses mencionam a regra para o calculo da area do
circulo, como trés quartos do quadrado sobre o didmetro, que equivale ao valor m = 3,

conforme registrado no quadro 12.

Quadro 12: Valor de PI obtido indiretamente do Chui-Chang Suan-Shu.

, 1 T

V )}'2 = == =2

k r £y Area = TL.R 7'[.(2) 1
p

= mT=3.
/ Area =§.12 =3
4 4

Outra aproximagao racional de PI pode ser obtida de uma tableta encontrada pelo
grupo de Susa, na regido da antiga Mesopotamia, datada em cerca de 4000 mil anos.
Segundo Boyer (1991), o escriba registra o valor 0;5736, em notagdo sexagesimal,
como resultado da razdo entre o perimetro do hexagono regular e o perimetro do circulo

circunscrito ao hexagono, ou seja:

:i =0;5736 =0,96 - n':i =3,125ou 3l
T 0,96 8

b

perimetro do hexagono _ 6R

perimetro da circunferéncia  2.J7T.R

Em linguagem algébrica atual, a expressao l=(3+1).d traduz o conhecimento
8

empirico dos antigos povos, 0 que equivale a n:é =(3 +é) = % =3,125, podendo ser

considerada uma primeira aproximagao racional de m com uma casa decimal correta.

Segundo Boyer (1991), ha uma referéncia no problema 50, do Papiro de Ahmes do
antigo povo egipcio, do céalculo da area de um circulo de diametro 9, por equivaléncia
em relagdo a area de um quadrado de lado 8. Em notacdo atual, a drea de um circulo de

8dj2 _64d’

A= dy> -
diametro d expresso pelos egipcios equivale a =(d- 5) "o 81

Pode-se, com base nisso, obter uma aproximagao para o valor de m dada por:
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Nao se sabe como os egipcios chegaram a esta formula. Uma interessante
abordagem didatica consiste em fazer conjecturas para tratar o tema. Uma possivel
explicagdo para este calculo se encontra num problema do mesmo Papiro. O escriba
Ahmes formou um octdégono a partir de um quadrado de lado nove unidades, dividiu os
lados em trés partes iguais, obtendo nove quadrados menores de lado 3. A area do

octogono nao difere muito da area de um circulo inscrito no quadrado de lado 8.

Neste contexto, propusemos a situacdo ‘O Numero w e o Papiro de Rhind’:

Um aluno, Pedro se interessou em estudar o modo de aproximagdo egipcia para se
determinar a area de um circulo. Com base no problema 48 do Papiro, Pedro escreveu
o seguinte procedimento: Dividi o lado de um quadrado em trés partes iguais,
resultando que o didmetro do circulo inscrito ¢ de 9 unidades. Dai, construi o
octdgono ABCDEFGH, nao-regular, de modo que quatro de seus lados sejam iguais a

hipotenusa do triangulo retangulo situado nas bordas. Visualmente, a area do

octdgono ABCDEFGH ¢ aproximadamente igual a area do circulo de didmetro 9.

A situagdo ‘O Numero e o Papiro de Rhind’ esta ilustrada na figura 35.

Figura 35: Representacdo geométrica da conjectura de Pedro.

Inicialmente, Pedro pode determinar a area do octogono ABCDEFGH (A;). O
calculo desta area envolve a composicao de quatro triangulos retangulos isosceles, de

base 3 e altura 3, com cinco quadrados de lado 3 unidades. Deste modo:
A= 4%.3.3 +5.3> =18 + 45 = 63 unidades de drea.
Para verificar a conjectura Pedro recorreu ao Papiro: a area de um circulo de
diametro 9 ¢ numericamente igual a drea de um quadrado de lado 8, ou seja, A = 64

unidades de area.
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Para comparar o resultado da area do octégono com a area do quadrado de lado 8,
ou seja, para confrontar o resultado 63 com 64, pode-se recorrer a variagdo percentual.

_(64-63)
64

Este resultado ¢ expresso por: A = .100% =1,56%. Esta diferenca ¢ pequena,

podendo ser aceitavel ou ndo, em certas condi¢des, conforme a situagdo pragmatica
envolvida. Isto pode iniciar discussdes envolvendo o que significa aproximar e em que

condigdes esta pode ocorrer.

Podemos colocar outra questao. A area do octogono ABCDEFGH foi considerada
aproximadamente igual a do circulo, por inspecdo visual. Porém, que procedimento

poderia ser utilizado para verificar se e em que grau esta afirmagao pode ser feita?

Um modo de se efetivar a comparagao ¢ determinando o valor aproximado para o
namero PI, considerando-se a expressdo para o calculo da 4rea de um circulo A = n.R?,
que os antigos egipcios nao conheciam, e comparar com um valor atual aproximado de
PI. Os resultados encontrados, expressos no quadro 13, representam outras

aproximacodes para PI.

Quadro 13: Valor aproximado de PI e comparagao percentual.

Figura Valor de PI Diferencga percentual
Quadrado | 7 Ay O3 034230 313 03160404, | (160494-3141593) o

e area (/) 81 81 81 3141593 . 0 =0,60%.
?c@égorég pefio 6 634 25259 sy |[GAIITI-3041593) o

e area R (%) 81 81 8l 3141593 . ) .

Esta situagdo exemplifica um possivel modo de utilizar a abordagem do eixo
exato/aproximado para vislumbrar e antecipar alguns niimeros irracionais notaveis,
interligando alguns conceitos matematicos como a area de figuras geométricas, o
calculo percentual e uma abordagem da ideia de aproximagdo. Acrescenta-se a estas
consideragdes que, “[...] em vez de identificar © simplesmente com o valor racional
3,14, o aluno poderia desenvolver outros procedimentos de aproximagdo, percebendo,
através destes, as dificuldades intrinsecas a problematica do nimero irracional”

(REZENDE, W., 2003, p. 331).

Outra possivel questdao a ser investigada seria o motivo da opcao efetivada pelos
egipcios, ou seja, o que poderia té-los motivado a escolher um quadrado de lado 8 como
aproximagao para a area do circulo de didmetro 9. Seria uma escolha arbitraria, ou seja,
existiriam outros quadrados que seriam aproximacdes equivalentes ou até melhores que

a expressa no enunciado do exercicio anterior?
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Para testar as possibilidades utilizamos a expressio A = m.R* e a planilha
eletronica, cujos resultados foram expostos na tabela 3. Assumimos valores inteiros

para o lado do quadrado, no intervalo de 1 até 10 (coluna A). Na coluna B, foi calculada

a 4rea do quadrado de lado £.

Tabela 3: Processo para verificar a op¢ao do papiro de Rhind como valores otimizadores.

A B C D E F G
lado ¢ | Areagudmado | Raioequiv Diametroeqiy Ar?é?ir:ritir;do Area do circulo | Diferenca %
£=1 1 0,564190 1,128379 1 0,785 27,39
£=2 4 1,128379 2,256758 2 3,14 27,39
£=3 9 1,692569 3,385138 3 7,065 27,39
=4 16 2,256758 4,513516 5 19,625 18,47
£=5 25 2,820948 5,65896 6 28,26 11,54
=6 36 3,385137 6,770274 7 38,465 6,408
£=17 49 3,949327 7,898654 8 50,24 2,47
/=8 64 4,513516 9,027032 9 63,585 0,65
£=9 81 5,077706 10,155412 10 78,5 3,18
£=10 100 5,641896 11,283792 11 94,985 5,28

Para a coluna C se determinou o raio do circulo de mesma area que o quadrado

inicialmente escolhido e expresso em cada linha através da relagao:
’ ”~o
MR =FP=>RF=—=R=|—=—.
T T
Na coluna D foi obtido o didmetro do circulo equivalente (didmetrocquivatente =
2.Rai0cquivalente)- Na coluna E, o resultado da coluna D foi arredondado para o inteiro

mais proximo, diante do fato que os antigos consideravam como numeros os inteiros ou

as fragdes de inteiros.

Na sequéncia, a coluna F se efetivou o calculo da area do circulo utilizando o
valor do didmetrocquivaiente 1@ coluna E. Por ultimo, na coluna G foi determinado o
modulo da diferenca percentual entre a area do circulo aproximado e o valor da area do

quadrado inicial (64 u.a.).

A anélise dos resultados expressos na tabela 3, que representariam os possiveis
valores para o calculo aproximado da area de um circulo através do quadrado, a moda
do Papiro de Rhind, confirma que a opcdo egipcia representa a melhor aproximagao

dentre as dez ponderagdes registradas acima.

Esta situagdo exemplifica um possivel modo de utilizar a planilha eletronica em
um contexto de conjectura e investigacao, interligados a alguns conceitos geométricos,

o calculo percentual e um aprimoramento da concepgao de calculo aproximado.
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Consideramos, no decorrer da sequéncia de atividades envolvendo o nimero PI,
outro resultado historico. Destacamos o trabalho de Ptolomeu, que permite trabalhar
contextos diversificados e uma rede de relagdes expressivas, propondo a situacdo

intitulada ‘zw e a tabela de cordas de Ptomoleu’.

Segundo Aaboe (1984), Klaudius Ptolemaios viveu e trabalhou em Alexandria,
escrevendo o Almagesto no século II d.C. Neste livro, este autor apresenta e explica uma
tdbua de cordas trigonométricas, um aprimoramento do trabalho de Hiparco, que

permitiu obter para w o valor deizﬂ = 31, aproximado para 3,1417, utilizando como

120

base num poligono de 360 lados.

Ptolomeu retomou a ideia de Arquimedes, que consistia em um processo
geométrico de aproximagao do perimetro de uma dada circunferéncia, considerando
uma sucessao de poligonos inscritos e circunscritos. A figura 36 visualiza um inicio do
processo de aproximagao, no caso dos poligonos inscritos, para se obter a medida

aproximada do valor de PI, utilizando tabela de cordas.

raior raior raior raior raio r _raio r A 0
O 0 0 L Fralor raio »

Figura 36: Ilustragdo do processo de Ptolomeu, para a aproximacdo de poligonos inscritos a circunferéncia.

Em um poligono de » lados, cada lado corresponde a corda de um angulo central
a. A corda correspondente ao angulo a ¢ representada pelo segmento de reta cdr a,

conforme ilustra a figura 37.

cdra

Figura 37: Corda genérica (cdr @), correspondente
ao angulo central o [Fonte: Aaboe (1984)].

A tadbua de cordas trigonométricas, de Ptolomeu, era baseada no sistema

sexagesimal, com raio do circulo trigonométrico de 60 unidades (ver tabela 4).
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Tabela 4: Parte de uma tabela de cordas, correspondente a determinado dngulo central
[Fonte: Aaboe (1984)].

Tabua de Cordas
T&]u-un. [I.E: [.01‘ tll:lﬁ (na base decimal)
skxg - a crd a
§Eaimol (base decimal) (base decimal)
0,5° 0,5236
%135 1 1,0472
filid, 20 1,5° 1,5708
#;1,1, 80 2° 2,0944
a:1,1,48 2,5° 2,6178
AR 3° 3,1411
P 3,5 3,6644
wled W7 g 4,1878
Bhje ol R ATLCL I 4,5° 4,7111
LT e - ’
595,07 | 0;1,2.45 5 5,2344
i LHARTLLE 5,5° 5,7547
CHE 6° 6,2803
211,242 6.5°
A R o
Tabua original, na base sexagesimal (60). Tabua de cordas, na base dez.

A tabela de cordas de Ptolomeu pode ser utilizada para se determinar uma
aproximacdo do valor de PI. A concepgdo de Ptolomeu era obter um processo que
permitisse determinar o perimetro dos poligonos inscritos a uma dada circunferéncia,

através da leitura do valor de edr a, que neste texto esta disponibilizado na tabela 4.

Dai, o perimetro do poligono seria obtido pela multiplicacdo do nimero de lados e
a medida de cdr a, que representa a medida do lado do poligono em questdo. E para se

obter um valor aproximado de PI bastava realizar um célculo, através da aplicagdo da

. erimetro do poligono
expressdo 77 L[] P Po7E

didmetro da circunferéncia

Para se determinar o perimetro do quadrado inscrito, basta determinar o valor de
cdr (90°) ou c4 e multiplicar o valor de cdr (90°) por 4. Na figura 38a, aplicando
Pitagoras: ¢,” =60> + 60>, que resulta ¢, =~/2.60 =84,8528, representando o valor da

corda na tabela de Ptolomeu.

O valor do perimetro do quadrado ¢ dado por: perimetro = n.cdra, ou seja,
perimetro = 4. 84;51,10= 339,41111 e o valor de PI ¢ calculado por

a2 - goga
120
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4 |

Figura 38a: Representagdo geométrica da corda que  Figura 38b: Corda correspondente ao angulo central
correspondente ao angulo central de 90°. de 36° e 72° [Fonte: Aaboe (1984)].

No caso do decagono regular, o valor de cdr (36°) € calculado com base na figura
38b. Na figura, BF= cs, DF= c;¢, DE= '4.raio = 30 e BD = raio = 60. Dai, aplicando-se o
teorema de Pitdgoras no triangulo BDE, tem-se:

BE® =DE* + BD* = BE* =30 +60” = 4500 = BE =67;4,55.

Por constru¢ao, BE = FE = 67; 4,55. Ainda: ¢;o = DF = FE - DE = 67; 4,55 — 30,
ou seja, cjp = 37; 4,55. O quadro 14 sintetiza os resultados para o valor aproximado de

PI pelo método de Ptolomeu.

Quadro 14: Valores aproximados de PI pelo método de Ptolomeu.

Poligono |m:n°de | « cdra , perimetro
= T
inscrito lados (ver tabela 4) Perimetro = n.cdra diametro
quadrado 4 90° 84;51,10 4.84;51,10 = T Dw =2,8284.
33941111
Hexagono | 6 | 6o 60 60.6 = 360 7030 =3,
regularg 120
Octégono 8 | 45°| 459220 367,3760 3,0615
regular
Deca’_gono o . 10 37,4,55 = 370,8194444 -
regular 10 36 37,4,55. 370.8194444 ﬂmilzo 3,0901.
Dodecagono 12 30° 31,0583 372,6996 3,1058
- 72 5° 5,2344 376,8768 3,1406
360.1;2,50 = 377

- 360 1° 1,2’50 ]TDE=3,1417

360.1,0472222 =377

O processo desenvolvido por Ptolomeu para obter a aproximacao 3,1417 para PI
permite estabelecer uma série de conexdes intramatematicas, considerando aspectos da

Geometria, da Trigonometria e da Teoria dos Numeros.

Assim, podemos representar os valores obtidos no quadro 14 na forma de uma
sequéncia finita de sete termos, (2,8284; 3; 3,0615; 3,0901; 3,1058; 3,1406; 3,1417),

que contém valores aproximados para PI, considerando-se quatro casas decimais.

%9 0 valor de cdr (60°) ¢ igual ao proprio raio, visto o tridngulo formado ser equilatero.
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Esta sequéncia de valores permite, em carater local e finito, considerar a
convergéncia de valores racionais, na forma decimal, como uma sequéncia finita de
valores que acessam o valor de PI. A natureza da tabela de Ptolomeu ndo permite

estender esta sequéncia de valores aproximados, pela limitacao dos arcos (1/2°).

Esta explicacdo do processo de Ptolomeu para o célculo aproximado de PI
consiste em outro modo de abordar o eixo exato/aproximado, interligando o conceito
aritmético de base, assim como os conceitos geométricos de raio, didmetro e corda de
uma circunferéncia, inscri¢do e circunscri¢ao de poligonos a uma circunferéncia, assim

como algumas propriedades de poligonos e o teorema de Pitagoras.

No livro Paulisha Siddhanta, de cerca do século IV ou V d.C. ha a mengdo ao

valor T = 3% =3,1416, que se aproxima do valor de Ptolomeu obtido na forma

decimal 3,1417. No século VI d.C., Aryabhata (chamado o primeiro) indica algumas
vezes o valor 3,1416 para m (o PI hindu). Provavelmente houve influéncia dos

resultados de Ptolomeu nestes valores hindus.

Os resultados e processos mencionados tinham origem no pragmatico. Isso
ocorreu para a maioria dos povos antigos, como os egipcios € mesopotamios, onde nao

havia sentido discutir a natureza dos nameros.

Uma primeira diferenciagdo desta visdo ocorreu na civilizagdo grega. O aspecto
filos6fico dos numeros inteiros para o antigo povo grego culminou em ndo considerar as
fragdes e os irracionais como numeros. Nos trabalhos desenvolvidos nos Elementos, de

Euclides (300 a.C.), observa-se a recusa:

[...] a qualquer consideragdo séria sobre os nimeros irracionais. Como
se sabe, ndo € possivel pensar nos nimeros irracionais como entidades
individuais, mas apenas em sua relagdo com os racionais. Um irracional
¢ definido através da seqiiéncia de racionais que constituem suas
aproximagdes, por falta ou por excesso, ou ainda, mais modernamente,
através dos conjuntos de numeros racionais que o sucedem ou o
antecedem (MACHADO, 1994, p. 12).

Um grego que realizou uma aproximacao racional do namero PI por racionais, foi
Arquimedes, de Siracusa, em cerca de 240 a.C. Segundo Boyer (1991), no livro Sobre
as medidas do Circulo, o autor determinou o perimetro de dois poligonos, o inscrito e o
circunscrito, a uma dada circunferéncia. Este estagirita comegou o processo com o
hexagono regular inscrito e circunscrito, calculando o perimetro dos poligonos obtidos
ao se dobrar sucessivamente o nimero de lados. A figura 39 ilustra o inicio do processo
das sucessivas subdivisdes das areas inscrita e circunscrita do poligono, que se

aproximavam, por falta e por excesso, da area do circulo de raio r.
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raio r raior
O

Figura 39: Ilustragdo do processo de inscri¢do de poligonos de Arquimedes.

Arquimedes construiu duas sequéncias de nimeros racionais aproximados de PI,
com termos denominados inferiores e superiores, diferindo e sendo aproximado o
quanto se queira. Essa técnica de pré-concep¢ao do numero irracional pode ser
considerada “[...] a origem da noc¢do de niimero irracional definido como limite de uma
sequéncia de nimeros racionais” (COSTA, M. A., 1981, p. 220).

Arquimedes obteve 3% <m< 3% como intervalo de valor de PI. E deste resultado

. o . ~ 1 . ~ .
que muitos autores utilizam a aproximagdo 7=3—. Estas consideragdes serviram de
7

base para a proposi¢ao de uma terceira situacao: ‘O Numero w e Arquimedes’.

Nao ha registros do método de aproximagdo utilizado por Arquimedes. Estamos
assumindo tais posigdes especulativamente, tal como ¢ relatado na ‘colegdo extra’ dos

livros didaticos analisados, no processo que se denomina algoritmo de Arquimedes.

Este consiste em escrever a sequéncia (P,, pn, Pon, P2n, Pan, Pan, ....), onde Py
representa o perimetro do poligono regular circunscrito e p, o perimetro do poligono
regular inscrito de n lados a uma dada circunferéncia. A partir de Py, p,, 0s outros termos
sao calculados pela média harmdnica e média geométrica, conhecida pelos gregos, que

modernamente pode ser escrito pelas expressdes: P, = % € p,, =+/P,.D,-
+

n n

E o valor de PI fica confinado a:

Perimetro do poligono inscrito < 1< Perimetro do poligono circunscrito

2.raio da circunferéncia 2.raio da circunferéncia

Adotando-se para o raio da circunferéncia o valor r = Y2, tal relagdo fica:

Perimetro do poligono inscrito < 71 < Perimetro do poligono circunscrito.

Nao utilizamos o algoritmo descrito, mas os conceitos basicos de fungdes
trigonométricas elementares, pelo contexto proximo dos contetidos do curriculo de
Matematica do Ensino Médio. Esta opcdo permite estabelecer conexdes entre os

conceitos do ciclo basico, e também propicia compreender as ideias de Arquimedes.
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Analogamente a Arquimedes, iniciamos o processo calculando o perimetro do
hexagono inscrito e circunscrito a circunferéncia de raio r = AB = ', conforme exposto

no quadro 15.

Quadro 15: Perimetro do hexagono inscrito e circunscrito a uma circunferéncia de raio %.

AB/:
tan30°:—/2=A'B:ﬁ 3

, 1
‘? =455 | Perimetro= 6.5 =3. Perimetro= 6.? = 2./3.

Hexagono inscrito de lado AB, com perimetro = 3. | Hex4agono circunscrito de lado A’B’, com perimetro = 3,4641.

~ a 2.7 .-
Na tabela 5, recorremos a expressao sen—=A4B, sendo g=="com n indicando o
2 n

, , . . 7
nimero de lados do poligono inscrito, obtendo-se sen— =AB, valor que representa o
n

lado do poligono inscrito. No caso dos poligonos circunscritos o calculo foi realizado

. a 71
considerando-se tanE =A'B outan—=4B.
n

Sintetizamos, na referida tabela 5, uma sequéncia de valores, até o nimero de 192

lados, conforme Arquimedes, e complementamos com outras subdivisdes de lados.

Tabela 5: Resultados dos perimetros dos poligonos inscritos e circunscritos a uma circunferéncia

AB = sen (n/n) | Perimetro do poligono inscrito] A’B’ =tan (n/n) |Perimetro do poligono circunscrito

6 0,5 3 0,577350269 3,464101615

12 0,258819045 3,105828541 0,267949192 3,215390309
24 0,130526192 3,132628613 0,131652498 3,159659942
48 0,065403129 3,139350203 0,065543463 3,146086215

96 0,032719083 3,141031951 0,03273661 3,1427146

192 0,016361732 3,141452472 0,016363922 3,14187305
384 0,00818114 3,141557608 0,008181413 3,141662747
768 0,004090604 3,141583892 0,004090638 3,141610177
1536 0,002045306 3,141590463 0,002045311 3,141597034
3072 0,001022654 3,141592106 0,001022654 3,141593749
6144 0,000511327 3,141592517 0,000511327 3,141592927
12288 0,000255663 3,141592619 0,000255663 3,141592722
24576 0,000127832 3,141592645 0,000127832 3,141592671
49152 6,39159E-05 3,141592651 6,39159E-05 3,141592658
98304 3,19579E-05 3,141592653 3,19579E-05 3,141592655
196608 1,5979E-05 3,141592653 1,5979E-05 3,141592654
393216 | 7,98948E-06 3,141592654 7,98948E-06 3,141592654
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Por este processo pode-se determinar uma sequéncia com aproximagoes
inferiores, dos poligonos inscritos a circunferéncia de raio 2 e a outra com

aproximacgodes superiores, dos poligonos circunscritos.

Um mérito na concep¢ao de Arquimedes ¢ que o algoritmo permite utilizar
conhecimentos do préprio curriculo de matematica do ensino basico, inserindo a
questdo numa multiplicidade de conexdes. Outro ponto a favor é que tal processo tem
rapida convergéncia, permitindo obter nove casas decimais precisas apds dezessete

interagoes.

Na tabela 5, um simula¢ao do processo de Arquimedes, foi utilizado o valor

aproximado 3,1415926535897932384626433832795028841971693993751058 para m,

~ n n ) )
nas expressoes sen— =AB € tan—=A'B'. Isto representa um problema de circularidade,
n n

visto que estamos utilizando calculos da fungdo seno e tangente, que implicitamente

remetem ao valor numérico aproximado de PL

Os valores dos perimetros determinados pelo processo de Arquimedes permitem
aproximacoes que diferem no grau: quanto maior o nimero de subdivisdes do poligono,
maior a precisao para a determinacdo do perimetro da circunferéncia, ou seja, em cada
subdivisdo a precisdo avanga em termos de melhor determinagdo na préxima casa
decimal exata. Porém, as limita¢des da circularidade deste processo restringem o avango

na determinacdo de casas decimais pelo uso da planilha eletronica.

A circularidade presente no processo de Arquimedes minimiza as limitagcdes do
meio eletronico. Isso permite discutir que um algoritmo ndo se reduz a uma aplicagdo de
calculos recursivos, mas remete a compreensao de ideias presentes no ambito da propria
matematica. Assim, a restricdo maior ¢ devido a natureza do proprio algoritmo, o que

relativiza a natureza finita do instrumento de calculo, no caso, a planilha eletronica.

Uma importante contribuicdo da ideia de Arquimedes para calcular uma
aproximacdo do valor de PI se associa a defini¢do de numero irracional, feita num
periodo histérico bem posterior ao grego. Um irracional ¢ definido através da sequéncia
de racionais, que constituem suas aproximagoes, por falta ou por excesso, ou ainda, mais
modernamente, através dos conjuntos de numeros racionais que o sucedem ou o

antecedem.
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Esta oportunidade de introduzir a abordagem de Arquimedes enriquece o repertorio
do conhecimento dos numeros irracionais, ao revelar uma conexdo com oS numeros

racionais, com aspectos presentes na trigonometria e na geometria.

Isto representa um ponto favordvel que contribuiu com o estabelecimento de uma
rede de conhecimentos envolvendo os niimeros irracionais, que contrapde o inevitavel
problema da circularidade, em face dos contetdos disponiveis no ensino basico. Deste
modo, o processo de Arquimedes representa um modo de se discutir o que representa a

propria circularidade e também aproveitar o potencial inerente ao método.

Um dos modos de contornar a circularidade ¢ utilizar o algoritmo que apontamos
na colegdo extra. Porém, os célculos remetem ao uso de radicais, o que torna o processo
operacional demasiadamente algébrico e complexo para alunos do ensino basico. De
qualquer modo, ambos os processos conduzem a aproximagdes numéricas similares e a
dificuldade dos calculos com radicais, que acentua um carater operatdrio excessivo para

o ciclo bésico, restringe a possibilidade indicada pela colecao extra.

Considerando-se os resultados da antiga Matematica chinesa, Boyer (1991) aponta

para  os valores 3,1547; 92/29; V10 e 142/45. Liu Hui (cerca de 263 d.C.) utilizou
procedimento analogo a inscri¢do e circunscri¢ao de circulos por poligonos, a moda de

Arquimedes, mas de modo independente, obtendo para m o valor 3,14, para o poligono

com 96 lados e 3,14159 para 3072 lados.

Outro valor aproximado de PI foi obtido por V. Otho e Adrien Anthoniszoom, de

modo independente. Este valor corresponde a 7= f%, conhecido como o niimero de

Meltius, pela divulgagdo de Adrien, filho de Anthoniszoom®' (cerca de 1580 d.C.).

Os resultados e ideias expressas em Ptolomeu e Arquimedes permitem
compreender uma primeira contribuicdo da aproximacao: o uso de intervalos racionais
para a determinacao do valor do nimero © permite definir melhores contornos para os

nameros irracionais.

Esta interface envolvendo os numeros racionais € os nimeros irracionais constitui
importante contribui¢do para o ensino de Matematica, ao permitir enriquecer o
entendimento de ambos os conjuntos e também ampliar as caracteristicas dos nimeros

irracionais, objeto deste trabalho.

' Depois da divulgagdo de Adrien de Meltius, Stewart (2010) aponta os valores 103993/33102 ¢

10434833215 como as seguintes melhores aproximagdes racionais para o nimero PI.
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Destacamos que a aproxima¢ao Arquimediana influenciou a matematica de
diversos povos. Os antigos arabes, com a habilidade computacional prépria de seus
representantes matematicos, obtiveram o valor de m com aproximacdo de dezessete
casas decimais, usando poligonos inscritos e circunscritos numa circunferéncia, por

volta do século XV.

Ainda na mesma linha arquimediana, utilizando os poligonos inscritos e
circunscritos, o matematico Ludolph Van Ceulen (1539-1610), determinou 35 casas
decimais para o valor de n. Este foi o inicio de uma corrida para se determinar o valor
de m, com maior nimero de casas decimais, que tem a favor a busca e o
desenvolvimento de novas metodologias e de novos conteidos, motivando as

interconexoes do conhecimento matematico em torno do nimero 7.

Struik (1992) aponta outras importantes conexodes ligadas a operacao de
aproximacao, no Renascimento Europeu, inicialmente na Itdlia, através do
desenvolvimento da teoria das equacgdes, que permitiu desencadear técnicas
computacionais. Dentre essas concepgdes envolvendo o numero PI e processos

infinitos®?, Viéte63, em 1592 e em 1593, e de Wallis, desenvolveram as expressoes:

2 V2 2442 2442442 " 2 133557 (n-D@2n+1) :
—=— Sl S (Viete) e === === 2= 2= 2 . (Wallis).
o2 2 2 T 22 446.6 2n.2n

Maor (2008) destaca nas expressdes de Wallis e Viete o registro de um nimero
irracional como uma arquitetura de numeros inteiros. Além disso, tais expressoes
representam um processo infinito, que pode ser aproximado para um processo finito,
expressando assim resultados da operagdo de aproximacgao, na concepgao que esta pode

ser melhorada o quanto se deseje ou se necessite.

Estas consideragdes envolvendo um processo infinito serviram de contexto para a

elaboragdo de uma quarta situagdo, denominada ‘o nimero « ¢ o infinito’.

Um primeiro exemplo de uma série infinita ¢ o algoritmo de James Gregory,

n 1. 11,1
redescoberto por Gottfried Wilhem von Leibniz, dado por r =1- 3 + 57 + g o ou
4 4 4 4 4
- 4=
13 57 9

62 Segundo Maor (2008), Viéte empregou pela primeira vez uma formula para descrever um processo
infinito. Ainda, € de Viéte a notacao de reticéncias para indicar um processo continuo, levado ao infinito.
% Segundo Boyer (1991), Viéte foi um dos primeiros a utilizar a palavra anélise e foi um dos primeiros
analistas no sentido moderno, ou seja, alguém que pesquisa sobre processos infinitos.
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A tabela 6 indica aproximacodes desta expressao obtidas em planilha eletronica.

Tabela 6: Representacao da soma dos n primeiros termos da sequéncia de Leibniz.

Soma dos termos Sequencia de valores Sequencia de valores
aproximados de PI, por falta. | aproximados de PI, por excesso.
S 4.4, 2,666667
2 1 3 5
Sy a=2 302 23466667
1 3 5
S4 2,895238
Ss 3,339683
Se 2,976046
S; 3,283738
Ss 3,017072
So 3,252366
Sio 3,04184
Si 3,232316
Sys 3,181576685
Sy 3,103145313
Si00 3,131592904
Sio1 3,151493401
Se27 3,143187549
Se2s 3,140000298
S1000 3,140592654
S1001 3,142591654
Sis00 3,140925987
Sis01 3,142258876

Indicou-se por S, a soma dos n primeiros termos da sequéncia. O recurso a
planilha eletronica permite visualizar alguns termos da sequéncia de valores por falta,
que representa valores menores que P em ordem crescente, e por excesso, que indica os

valores maiores que PI, em ordem decrescente.

Cada par constituido pelos valores consecutivos da sequéncia por falta (termos
pares) e por excesso (termos impares) representam sucessivos intervalos encaixantes. A
sequéncia revela uma lenta convergéncia: a primeira casa decimal surge apds o 25°
termo ¢ a segunda casa decimal na 627° posicdo. Esta extrema lentidao na convergéncia
¢ inerente ao proprio algoritmo de Leibniz, dificultando a percepgdo da tendéncia dos

valores obtidos nas duas séries numeéricas.
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Por outro lado, o uso da planilha permite vivenciar o processo de construgao das
sequéncias por falta e excesso, uma ideia essencial para se intuir um processo infinito,
pelo viés potencial. A compreensdo deste procedimento pode servir para que, num
momento posterior, seja vidvel definir um ntmero irracional, visto que uma das
maneiras de se caracteriza-lo € pela sequéncia de numeros racionais que constituem suas
aproximagdes, por falta ou por excesso, ou ainda, mais modernamente, através dos

conjuntos de nimeros racionais que o sucedem ou o antecedem.

Além disso, a expressdo escrita por Leibniz permite entrever um padriao de
regularidade, conferindo certa previsibilidade na arquitetura de numeros inteiros. Esta
caracteristica pode ser também visualizada por uma expressdo geométrica, representada

na figura 40.

e
N

|
|

.|.|.:..
tn|d
m
alal 5

0

Figura 40: Visualizacdo da sequéncia de Leibniz [Fonte; Amaral (2005)].

Para compreender esta construgdo, a partir dois eixos das coordenadas x e y da

origem:

[...] traga-se para cima um segmento sobre o eixo y de comprimento
4/1; do extremo deste paralelamente ao eixo para a direita, X traga-se
um segmento de comprimento 4/2; do extremo deste paralelamente ao
eixo y para baixo, traga-se um segmento de comprimento 4/3; do
extremo deste paralelamente ao eixo X para a esquerda traga-se um
segmento de comprimento 4/4; do extremo deste paralelamente ao eixo
y para cima traca-se um segmento de comprimento 4/5; e assim
sucessivamente, com o segmento de ordem n tendo o comprimento 4/n.
[O] extremo livre do ultimo segmento tragado [...] vai seguindo uma
espiral retangular e se aproximando de um determinado ponto. Quando
o numero de segmentos tender ao infinito, a ordenada (valor y) do
referido ponto tende justamente a 1t (AMARAL, 2005, p.1).

A expressdo de Leibniz, que representa uma soma de termos, num processo
infinito, pode ser avaliada por um processo finito, pela possibilidade de se efetuar uma
aproximacao, de acordo com a escolha efetivada para o nimero de casas decimais que

desejamos truncar.
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A representacdo grafica dada na figura 40 permite visualizar geometricamente a
sequéncia de termos do numero irracional PI, para qualquer aproximacdo desejada. De
outra forma, o valor aproximado do numero PI pode ser representado numericamente,

conforme expressa a tabela 6, por um ntimero decimal finito.

A confluéncia destas duas formas de representacdo — a numérica e a geométrica -
indica uma interagdo entre o nimero racional expresso por um nimero finito de termos
determinado pela operagdo de truncamento de uma série potencialmente infinita e de um
numero irracional, resultado teérico se o processo da soma dos termos for, por

recorréncia, levado ao infinito.

Considerando-se, a expressio de Wallis, E:L,ﬁﬂ ______ w,m, ou
T 22 446.6 2n.2n
gy 22446688 andn
seja, Tl 373557797 Qn-H2n+1)" foram expostos na tabela 7 os

resultados que representam uma possivel sequéncia de valores para PI.

Tabela 7: Sequéncia de valores de PI utilizando Wallis.

n Valor aproximado de PI
1 2,666667
2 2,844444
3 2,925714
4 2,972154
5 3,002176
18 3,099429
19 3,101577
493 3,139998
494 3,140002
1325 3,141
1326 3,141001

O valor aproximado de PI com uma casa decimal necessita de 494 operagdes e
1326 interacdes para uma precisdo de duas casas decimais. Estas séries infinitas
apresentam o mesmo problema de convergéncia lenta, porém ilustram o processo para
determinar as casas decimais do numero PI pela sequéncia de nimeros racionais que

tendem ao numero PI, quando o numero de interagdes aumenta ilimitadamente.
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Atualmente, ¢ usual determinar aproximagdes de © com milhdes de casas decimais
fazendo-se uso dos computadores. Estas maquinas, apesar de processar milhdes ou

bilhdes de célculos com extrema rapidez, ainda se constitui num processo finito.

O uso de resultados em séries infinitas que convergem para um determinado valor
representa um conhecimento a ser explorado no ensino basico, além de revelar outra
conjunc¢do entre nimeros racionais e irracionais. Na discussdo que se segue, estaremos
nos baseando em célculos realizados em planilha eletronica, como uma simula¢do do

trabalho do computador possivel de ser realizada em sala de aula.

Um ultimo exemplo de série a ser destacada ¢ um resultado de Euler, dado por

1 1 1 1 . _ |6 6 6 6
— = —++—+—+—+.., 0usea 7= |—++—+—+—+. .. com alguns
6 17 22 3 4 1 27 37 4

resultados expressos na tabela 8.

Tabela 8: Sequéncia de valores de PI utilizando Euler.

n Valor aproximado de PI
1 2,44949
6 2,991376
7 3,011774
22 3,098868
23 3,100697
599 3,139999
600 3,140002

Segundo Rezende, W. (2003), o uso de tecnologias como as calculadoras
graficas e planilhas eletronicas sdo modos de criar novos centros de interesse,
redirecionando o sentido atribuido a certos topicos. O autor cita a possibilidade de

redimensionar processos numéricos envolvendo estimativa e calculos aproximados,

assuntos que até pouco tempo eram associados exclusivamente a rotina.

Em sintese, as ideias apresentadas na exposi¢do do tema do niamero PI ressaltam a
necessidade do uso da palavra, associada a contextos e narrativas embasadas nos
conhecimentos inerentes ao processo historico de desenvolvimento dos numeros
irracionais. Acresce-se ao discurso exposto o uso de varias linguagens e a articulagao
entre estas formas de expressdo como possivel contribuicdo para exibir uma série de

relagdes entre os diversos conhecimentos presentes no curriculo de matematica.
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As quatro situagdes envolvendo o ntimero PI revelam a saudavel existéncia de
uma multiplicidade de caminhos para abordar as caracteristicas deste nimero irracional.
As diversas incursdes embasadas na questdo de aproximagdo que estdo imersas no
processo historico de desenvolvimento do nimero PI, presentes nos diversos registros
da cultura dos antigos povos enriqueceram os contextos e propiciaram dialogos
inerentes  as  caracteristicas dos  pares finito/infinito;  exato/aproximado;
discreto/continuo. Isto permitiu um percurso de acesso ao ‘espago de significagdes’ pela
possibilidade de iniciar a caracterizagdo dos numeros irracionais pela sequéncia de

valores por falta e excesso, constituindo intervalos encaixantes, cujos extremos sdo as

varias aproximagdes de niimeros racionais finitos.

As situagdes expuseram diversas conexdes pelo ‘percurso de significagdes’ do
numero PI, interligando varios contetudos presentes no curriculo de matematica. Ainda,
a linguagem de comunicag¢do pode se situar em diversos registros, como o figural, o

numérico, a palavra, sem necessariamente enfatizar a linguagem algébrica.

Aliam-se a estas consideragdes a possibilidade da utilizagdo da planilha eletronica.
Um dos modos destacados por Lima (1985), Bonomi (1999; 2008) e Rezende, W.
(2003) ¢ o uso de calculadoras e planilhas eletronicas como instrumentos motivadores
que permitem calculos mais rapidos, possibilitando um eficiente modo para
determinadas tarefas e investigagdes, que abriram um leque de caminhos para a

construcao de significado aos nimeros irracionais.

Ao acessar uma calculadora eletronica, o nimero w € visualizado como um
nimero racional com casas decimais finitas. Com base em conhecimentos matematicos
teodricos, atualmente sabemos que ha infinitas casas decimais, mas as calculadoras tém
limitagdao fisica para armazenar e operar com dados numéricos, assim como para
mostra-los visualmente. De modo geral, os computadores veiculam processos
empiricos, que ndo sdo suficientes para provar que ndo héd periodicidade nas casas
decimais do numero PI. A determinagdo de maior numero de casas decimais de PI
chamou a aten¢do e abriu uma porta para a discussdo tedrica da natureza irracional do

numero PI, pela inesgotavel sequéncia de intervalos encaixantes.

Esta questdo pode somente ser resolvida por meio da demonstragdo de que TT¢ um
numero irracional. Na Matematica uma primeira prova foi obtida em 1766 por Lambert,
e posteriormente por Legendre, em 1855, de forma completamente rigorosa. Porém, tal

demonstragdo ndo ¢ passivel de ser abordada no ensino bésico.

Acreditamos que outro modo de configurar maior amplitude a natureza irracional

de PI sdo as fragdes continuas, assunto que retomamos ao final deste capitulo.
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O numero de Euler

Nos manuais didaticos analisados no capitulo 1 constatamos que o numero de
Euler ¢ brevemente mencionado no tema ‘logaritmos’, como uma possivel base
‘natural’. Alguns livros citam este topico ao final do capitulo, na exposi¢cao dos
Sistemas de Logaritmos, como se fosse um apéndice, um pequeno acréscimo de
informagdo, apresentando o numero de Euler como um nimero aproximado por
2,718281 (com mais ou menos casas decimais) e, as vezes, referido como um irracional.

Esta opcao de contexto das colegdes didaticas - as poucas casas decimais
possibilitadas pela leitura de uma calculadora eletronica - restringe o entendimento do
nimero de Euler como um numero irracional e, dialeticamente, desperdica uma
oportunidade de caracteriza¢do dos proprios niimeros irracionais.

Na hipotese que a exposicao das diversas relacdes envolvendo o numero de Euler
possibilita abertura para discutir e significar os nimeros irracionais no ensino basico, a

seguir, apresentamos e situamos alguns contextos historicos.

Numa panordmica inicial, o nimero de Euler® era utilizado de modo implicito e
ndo intencional, pelos povos antigos, por meio de situagdes de ordem pratica, antes que

qualquer estudo formal tivesse sido efetivado.

Um primeiro momento relaciona o nimero de Euler com a Matematica Financeira.
Um tablete de argila dos antigos babilonios, datada de cerca de 1700 a.C., propde um
problema envolvendo um investimento: “Quanto tempo levard para uma soma de
dinheiro dobrar se for investida a uma taxa de 20 por cento de juros compostos

anualmente?” (MAOR, 2008, p. 41).

Em linguagem atual, ao final de cada ano, o capital inicial devera ser multiplicado
por um fator 1,2, ou seja, em x anos, o capital serd 1,2*. Como o problema solicita em

quanto tempo o capital dobra, isto implica resolver a equac¢do exponencial 1,2*= 2.

A resposta a esta questdo recai num numero irracional. Na época dos antigos
babilonios, tal problema foi resolvido por aproximagdo, sem qualquer conhecimento

sobre a natureza do resultado.

Se o prazo for de trés anos o capital sera de 1,2° = 1,728, ¢ em quatro anos passa a
valer 1,24= 2,076. Assim, o tempo estimado se encontra confinado num primeiro

intervalo, situado entre os extremos de trés e quatro anos, ou seja, 3 <X <4 anos.

%0 uso do simbolo e remonta a Euler, em 1728, em um simpo6sio de resultados matematicos. Tal
notacao foi posteriormente adotada pela comunidade, como uma homenagem a este matematico.
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Segundo Maor (2008), para melhorar esta aproximacao, os antigos babilonios
utilizavam o processo da interpolacgdo linear, que consiste em realizar uma aproximacao

através da relacdo de proporcionalidade direta.

Observando a figura 41, em linguagem atual, constréi-se o grafico da fungao
y = 1,2 e, no intervalo 3 < x < 4 aproxima-se a curva por um segmento de reta. Assim,

BC _DE 12°-12° 12*-12°
AE x-3 4-3

pode-se estabelecer a proporcao direta: . Fazendo-

2-1,728 _2,076-1,728

se 1,2%=2, tem-se: —~ x=0,7816 ano 09 meses 11 dias.

x=3 4-3
y=1.2"
D
B/
- I+
= 1,2°=2,076
4

Figura 41: O processo de interpolagdo linear.

Este valor encontrado pelos babildnios, pelo processo da interpolacdo linear, ¢
bem proximo do valor exato, obtido pela atual técnica da logaritmagao:

In2

In1,2

1,2*=2=>mnl2*"=In2=xInl2=h2=x= =3,8018 anos U3 anos 9 meses 18 dias.
Este procedimento dos babilonios representa uma estratégia fundamental de base
para a resolucao do problema proposto e que ainda envolve um importante raciocinio: a

aproximagao e o uso da estimativa.

De modo geral, em problemas financeiros envolvendo juros compostos, o calculo
do valor futuro ou Montante (S) em fungdo do capital inicial (P), aplicado a uma taxa de
juros compostos (1), aplicado durante uma unidade de tempo (t) ¢ dado por

S=P.(1+r)".

Geralmente, a taxa de juros ndo ¢ dada no mesmo periodo que o tempo t de
aplicacdo. Assim, para equalizar o intervalo de tempo, digamos em n periodos,
encontramos um divisor de ambos estes valores, de modo a obter uma taxa de juros
dada por r/n e o tempo de aplicagdao n.t. Por exemplo, consideremos a taxa de juros de
100% ao ano (r = 100% ao ano) e que se deseje conhecer o montante ap6s 1 ano e meio

de aplicacdo (t = 1 ano e 6 meses).
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Podemos equalizar o periodo em meses, de modo que r/n = 100/12 = 8,33 % ao

A r . N
més e o tempo t = 18 meses. De modo geral S=P.(1+—)"". Uma primeira constatagio
n

implicita do nimero de Euler surgiu em problemas de juros compostos.

Alguém — nao se sabe quem ou quando — deve ter notado o fato curioso
de que se um capital P é composto n vezes por ano, durante ¢ anos, a
uma taxa de juros r e se permitirmos que n aumente sem limites, a
soma de dinheiro S, obtida a partir da formula S = P (I + r/n)", parece
aproximar-se de um certo limite. O limite para P=I, r=1 ¢ t=1, ¢é
aproximadamente 2,718. [...] Assim, as origens do nimero e [...] pode
muito bem estar ligado a um problema mundano: o modo como o
dinheiro aumenta com o passar do tempo (MAOR, 2008, p. 13).

Nesta perspectiva, para uma abordagem inicial do numero de Euler, nos
reportamos a uma narrativa, no contexto financeiro envolvendo juros compostos. Um
agiota empresta 1 dinar® a juros de 100% ao ano a uma pessoa®. Ao final de um
ano, a pessoa encontra o agiota, devolvendo 1 + 1 = 2 dinares. O agiota, achando injusta

tal situag@o, argumenta que tal valor ¢ incorreto.

Se dividirmos o ano em dois semestres, a pessoa deveria pagar, depois de seis
meses, a quantia de 1 dinar + 50% de 1 dinar = 1% dinar. Em mais um semestre, o valor

acrescido de juros seria 1% dinar + 50% de 1’2 dinar = 2,25 dinares.

Porém, o agiota continua argumentando que, se o ano fosse subdividido em 4
trimestres, teriamos que a pessoa deveria, apds a computacao de juros ao final de cada

trimestre, o valor de 2,4414063 dinares, conforme destacado na tabela 9.

Tabela 9: Calculo do agiota, para a aplica¢do de 1 dinar, a 100% a.a., com corre¢ao trimestral.

trimestre Montante
1° 1 dinar + 25% de dinar= 1,25 dinares
2° 1,25 dinares + 25% de 1,25 dinares= 1,25.1,25= 1,25°= 1,5625 dinares
3° 1,5625 dinares + 25% de 1,5625 dinares= 1,5625.1,25 = 1,25° = 1,953125 dinares
4° 1,953125 dinares + 25% de 1,953125 dinares= 1,25 = 2,4414063 dinares

Continuando a especulacdo, supondo agora a corre¢do mensal, os novos valores

seriam os ilustrados na tabela 10, o que perfaz uma divida de 2,6034 dinares.

6 A palavra ‘dinar’ deriva de denario, moeda romana, sendo atualmente utilizada em alguns paises
asiaticos.

6 Segundo O’Connor ¢ Robertson (2001), Jacob Bernoulli estudou o problema dos juros compostos, em
1683, utilizando a expressio (1 + '/n)", com n tendendo ao infinito. O uso da expansio binomial
favoreceu Bernoulli a encontrar um valor do niimero de Euler entre 2 e 3, uma primeira aproximagao
recorrendo ao infinito, na forma potencial. Observamos que esta opg¢do de trabalho com investimentos
estda desvinculada do desenvolvimento dos logaritmos, o que didaticamente permite um olhar
complementar em relagdo ao nmimero de Euler, enriquecendo o contexto da rede de conhecimentos para
significar este nimero irracional.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Den%C3%A1rio
http://pt.wikipedia.org/wiki/Moeda_romana
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Tabela 10: Célculo do agiota, para a aplicagdo de 1 dinar, a 100% a.a., com corre¢ao mensal.

Periodo Montante
1° més 1 dinar + 8,33% de dinar= 1,083 dinares.
2° més 1,083 dinares + 8,33% de 1,083 dinares= 1,083. 1,083 = 1,17289 dinares.

3° més 1,172889 dinares + 8,33% de 1,172889 dinares= 1,083%.1,083 = 1,27024 dinares.

12° més 1,083'2=2,6034 dinares.

A uma taxa de 100/360 = 0,278% ao dia, o devedor teria que pagar 1,00278°%, ou
100

360.24
pessoa, ao final de um ano, deveria pagar 1,00011574360'24 = 1,000115748640 =
2,7181236 dinares.

seja, 2,7166825 dinares. Deste modo, a =0,011574% a hora, teriamos que a

Se considerarmos a taxa por minuto, teriamos &=0,00019290 % ao
360.24.60

minuto, o que resulta numa divida de 1,000001929518400 2,7182618 dinares.

Cada vez que a divisdo de tempo aumenta e o intervalo de tempo se torna mais
diminuto, ou seja, quando o tempo de composi¢ao dos juros tende a zero, os resultados

da divida parecem tender a certo valor. E, se isto for veridico, qual seria este nimero?

Levantada esta conjectura, podemos verificd-la utilizando a formula binomial de
Newton, uma ferramenta comumente apresentada no Ensino Médio.

n

(a+by =(. 0 b° *(

)ar11b1+()ar12b2+ +( )abr11+()a bn

1+ = (”).1".<f)° + (”).1"‘1.(4 +<”).1"'2.(f)2 +<”).1"‘3.(f)3 o dy
n 0 n n

LI (n=-1).(n-2) 1,

1 1 1
ey =tem()+ MO0 (s Gy ey
n 3!
(1+l) 14+ L 1 n(n2 l) 1 n.(n l)}.(n—Z) +m+(7),,
n 2! n 3! n
(1+1),,_1+1+1ﬁ7—1 In (n 1) (n 2)+...+(l)”
n 2'n n 3'n n n n
a+ly=pael 27 L 07) 02D, Ay
n 21 n 31 n n n
1 1 1. 1 1 2 1
(14" =T+ (=)t (=) (P D)k ()
n 20n n 3'n n o n n n
(1+1)" :1+1+l.(1—l)+i.(l—l).(l—g)+...+(l)"
n 2! n 3 n n n

Apo6s o desenvolvimento do termo, quando o numero n assume valores cada vez

maiores, a parcela 1/n tende a valores proximos de zero. Nessa situacao:
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141 ) s =)+ L =000+ =+ T+ L+ L+ =2718281828....
n 2! 3 20 3

Utilizando-se uma planilha eletronica podemos constatar que este nimero tende a

2,718281828....

Acreditamos que este tipo de abordagem inicial®’ por meio de um problema
pragmatico de matematica financeira, permite a introdu¢do do numero de Euler de
modo a superar o obstaculo de considerar o infinito como um niimero grande, o que
possibilitaria a pensar que 1” = 1. Para um estudante iniciante, a observagio ingénua do:

[...] comportamento peculiar da expressdo (1 + 1/n)" para valores
grandes de n deve parecer de fato intrigante. Suponha que se
consideremos apenas a expressdo dentro dos parénteses, 1 + 1/n. a
medida que n aumenta, 1/n fica cada vez mais préximo de 0 e assim 1 +
1/n fica cada vez mais préximo de 1, embora seja sempre maior do que
1. Assim, podemos ser tentados a concluir que para um valor grande de
n ‘realmente grande’ [...] a expressdo 1 + 1/n pode ser substituida por 1.
Agora, elevado a qualquer poténcia é sempre igual a 1. Portanto, parece
que (1 + 1/n)" para valores grandes de n deve se aproximar do niimero 1
(MAOR, 2008, p. 47).

Destacamos, por meio desta citagdo de Maor (2008), que a conjuncao da base

(1 + lj’ que tende a 1 quando n tende a infinito, presente na poténcia (1 + lj , remete a

n n
esséncia do nimero de Euler.

Para entender tal posicdo retomamos inicialmente aspectos histéricos. O numero
de Euler ¢ reconhecido no estudo desenvolvido por Napier, de forma indireta, em 1618,
com relagdo aos logaritmos. Na época em que foram criados, os logaritmos eram

concebidos como ferramenta para agilizar calculos, como, por exemplo, na Astronomia.

A ideia basica para a construcdo da tabua de logaritmos fornece um enfoque para
se compreender o numero de Euler. Napier queria escrever qualquer nimero como uma
poténcia de algum numero fixo (base). Deste modo, multiplicar (ou dividir) dois

nimeros seria equivalente a somar (ou subtrair) os expoentes das poténcias.

Um exemplo para situar esta situacdo ¢ efetuar 128x32 utilizando uma tabela das
poténcias de 2 (tabela 11), onde trocamos 128 por 2’ e 32 por 2°. Dai:
128x32 =27 x2° =2'* =4096, pela propriedade de soma dos expoentes de uma poténcia

qualquer.

6 . ~ ~ " . S . . . .
! Esta situagdo propde um contexto pragmatico que permeia a ideia associada ao infinito potencial:

quando n tende a infinito, 1/n tende a zero. Em linguagem matematica mais formal poderiamos

lim 1 . . s L. .
escrever (1+fj =2,718281828....Consideramos tal linguagem sintdtica desnecessaria no ensino
n - © n

basico.
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Tabela 11: Algumas poténcias inteiras de 2.
n|1|2(3(4|5|6]|7 |8 ]9 |10 | 11 12 | 13 14
2" 1214 |8 (16(32|64[128 (256|512 (1024 | 2048|4096 | 8192 |16384

Atualmente ndo se faz mais assim. Porém, na época de Napier ndo existia
calculadora eletronica e a tabela era de grande ajuda nos célculos. Entdo, ele produziu
uma tabela que completava os espagos entre as poténcias de expoente inteiro. E qual era

o critério de Napier para se completar os espacos?

Para completar os intervalos entre as poténcias de numeros inteiros, Napier
utilizou um fator proximo de 1. A escolha dele recaiu em 1 — 107 = 0,9999999. Esta

ideia de utilizar um fator proximo a 1 permite entender o numero de Euler, cuja base

remonta a (1 + 1/p).

O trabalho de Napier ajudou os célculos computacionais dos usuarios da época: os
astrobnomos. Hoje ndo faz mais sentido utilizar os logaritmos para finalidades de
calculos. Posteriormente, Briggs fez uma série de melhorias no trabalho de Napier,
apresentando uma aproximacao numérica para o logaritmo de ‘e’ na base dez, mas nao

fez referéncia ao significado deste resultado.

Em 1668, Mercator, no livro Logarithmotechnia, utilizou a nomenclatura
logaritmo natural, para se referir a base ‘e’, porém o numero de Euler ainda ¢ uma

referéncia implicita ao desenvolvimento dos logaritmos.

Vale destacar observacdo em Maor (2008), que a explicagdo mais comum no
ensino basico, para comentar a respeito do namero de Euler, como base dos logaritmos,

historicamente foi obra posterior, devido a Leonardo Euler, no século X VIII.

A expressao do namero de Euler, dada por

(1 + l) =1+1+ % + % +....=2,718281828.... representa uma soma de infinitos termos.

n
O item ‘séries infinitas’ ¢ importante assunto a ser abordado no ciclo basico,
dentro dos temas usuais do curriculo de matematica, porém raramente ¢ apresentado.

Sera que a soma da série representando o numero de Euler é convergente?

Para verificar esta outra conjectura, inicialmente determinamos um limite inferior.
Isto pode ser feito pelo uso de desigualdades, em relagdo a calculos numéricos simples,

uma importante ferramenta a ser mais explorada. Pelo uso da expressao

ezzi=1+1+l+l+....>1+1=2:>2<e.
21 3l


http://turnbull.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Mercator_Nicolaus.html
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Para determinar se existe um limite superior para o nimero de Euler, tem-se que:

LI NS (5 U5 NS DU I S G
n 1234.n 123 n 2272 2nV

w1 1 1 1 1 1 1 1
—=aq ta,ta;tota, Fo Sl A <A
et 20 3! n! 2 27 2 2"
| 1 1 1 1

e=) —<I+l+— STt et g e

~ n! 22 2 2"

Progressdo Geométrica de razaé 1/2

Nesta P.G. de infinitas parcelas, primeiro termo 2 e razdo 2, no intervalo para

-1<g<1, tem-se: Soma=l+i2+i3+...+ ! +..= i:l/_ZZ
27 2 2" 1- 1-1/2
<1+1+1+1 LI S =1+1+1=3 <3
Dai: € > 2— ? 2n_1 = =5>=>¢ .
Progressdo Geométrica de razad 1/2

O numero de Euler fica limitado pelo intervalo inicial 2 < e < 3 e pode ser
1

1
exXpresso por e=1+1+—+—+....=Z—,para nON.
21 3 n!
Esta expressdo permite aproximar o numero de Euler, um numero irracional, a
partir de infinitas parcelas compostas de nimeros racionais, o que configura uma

importante relacdo entre estes dois conjuntos.

Utilizando-se calculadoras cientificas usuais, onde o mostrador contém limitadas
casas decimais, um primeiro olhar (ingénuo) para o resultado do numero de Euler
(e = 2,718281828...) parece mostrar certa regularidade na parte decimal (8281). Para
verificar esta conjectura em relacdo ao numero de Euler, poderiamos recorrer a uma

planilha eletrénica, como a Excell. Porém, para x maior do que 107 e menor do que 10'":

[...] o resultado ¢ dado pela planilha com erro de 10”. Acima de 10", o
erro comeca a aumentar até que o resultado se torna unitario a partir de
10'°. O que percebemos é que, obviamente, a planilha calcula
inicialmente o niimero (/+1/x), e depois o eleva a x. Para x>10'°, o
resultado para I/x é tdo pequeno que a planilha simplesmente o
arredonda para zero, obtendo-se e=1, pois o numero 1 elevado a
qualquer niimero ¢ também igual a 1 (AUGUSTO, 2009, p.3).

A evolugdo do erro de célculo apontado por Augusto (2009) esta representada no
quadro 16 e remonta a um problema da ordem da natureza finita do equipamento
computacional. Ao operar com um processo infinito, a natureza finita das memorias

induz a um resultado errado. Somente a compreensao teorica a respeito da funcao dada

por f(x)= (1 + x) permite situar o erro da planilha eletronica.
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Quadro 16: Erro apontado por planilha eletronica [Fonte: Augusto (2009)].

X y = (x+1/x)*
1 2
2 2,25
3 2,37037
4 2,44141
5 2,48832
10 2,593742
100 2,704814
1000 2,716924
1,0.10° 2,718280
0.5 : a : 1,0.10° 2,718282
0 5 10 15 20 1,0.10” | 2,718523496
T FGFNDA Poléncias de 1 1,0.10” | 3,035035207
—e —Ermo 1,0.10"° 1

Deste modo, como o material empirico/concreto naturalmente constitui somente

um acesso inicial ao tema, recorremos ao recurso da prova para verificar que o nimero

de Euler ¢ um numero irracional. Pode-se demonstrar a irracionalidade do nimero de

Euler utilizando argumentos simples e acessiveis a alunos do ensino basico:

desigualdades algébricas envolvendo fragdes, fatorial, sequéncias infinitas, progressao

geométrica, binomio de Newton e manipulacdes algébricas basicas.

A prova da irracionalidade do nimero de Euler se faz pela demonstracdo por

absurdo. Supondo e = p/q, com p e q nimeros inteiros e ¢ nao nulo.

De e=£=

q

11 1 1 1
I+1+—+—+.. .+ +—+

20030 7T (g-D! g (g+)!

Multiplicando-se por q!, membro a membro, obtém-se:

eqi=L =1 g4l gL g L gie 4
q 2!
P o,_ 1 1 1
L = qq—.123456..9+=123456..4+...
q 2! 3 (
p(g—-1..321=[¢g+q'+3.4.5.6..q+456..g+..q+1]+

p(g—-1..32.1-[¢gH+q+3.45.6.q+45.6..q+..g+]1]=

+— g+

1 1 1

I+

1
+...+—+...,onde q<n.
n!

1

3! q-"

2 g !

(g +2)!

.q!+....+l'.q!+....

1

1
q(q-H— g+
q_l)!q(q ) Pk

I+

1

H+ l.q!+....‘

@ 0g T q+2q+ngT n

1
+—qg+.....

1

+. q!
g+l (¢g+2).(¢+1) n

L.

+ +.—q
g+l (g+2).(q+1) n!

No 1° membro (lado esquerdo) as parcelas sao nimeros inteiros, pois q >2.

No 2° membro (lado direito), as parcelas sdo fragdes e, ainda, como q >2, implica

1 1
em—<—, €
qg 2
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1
g+l 3

1

b

— q|< —_—

n—(q+1) vezes
Dai, no 2° membro: ! + ! +...l.q!+...sl+i2+...+++l+....,
g+l (¢g+2).(g+1) ' n! 33 3@

surge uma progressao geométrica de infinitas parcelas, 1° termo 1/3 e razdo 1/3. A soma

destas parcelas ¢é:

1 1 RIS T O 1 _a _ 13 _13_1

+ g sttt .= = = =—.
g+l (¢+2).(¢+1) n 3 3 3@t l1-¢ 1-1/3 2/3 2

Portanto, o numero de Euler ndo pode ser um niimero racional.

Em meados do século XVII o nimero de Euler ¢ incorporado e estudado pelo
Célculo Diferencial e Integral. A partir dai, este nimero tornou-se importante e surgiu

em diversas areas, como a Biologia, a Economia, as Engenharias e a Fisica.

Os logaritmos, “[...] que inicialmente eram instrumentos fundamentais para a
simplificagdo de cdalculos, hoje ndo se destinam precipuamente a isso, sendo
imprescindiveis no estudo das grandezas que variam exponencialmente” (SAO PAULO,

2008, p. 50).

Um exemplo disso ¢ a relacdo do niimero de Euler e a hipérbole equilatera.
Segundo O’Connor e Robertson (2001), em 1647, Saint-Vicent calculou a area sob a
hipérbole equilatera, a funcdo y = 1/x, com x>0, mas possivelmente ndo a relacionou
com os logaritmos. Posteriormente, em 1661, Huygens explicitou a relagdo entre a area

mencionada e os logaritmos.

No século XVII os logaritmos eram concebidos de modo operatério e nao
conceitualmente como uma fun¢do. Provavelmente, ha indicios que foi Jacob Bernoulli
ou James Gregory, no século XVII, que estabeleceu a relacdo entre a funcgdo

exponencial como o inverso da funcao logaritmica.

Assim, de certo modo, a histéria do nimero de Euler situa-se num paralelo com a
historia do célculo integral e diferencial. Nos processos de calcular a area da hipérbole
equildtera, Newton e Leibnitz, no século XVII, se depararam com o nimero de Euler.

A figura 42 representa graficamente a fungdo vy :l, x>0, ¢ a area sob a curva

X

representa graficamente o logaritmo natural de um ntimero real positivo.
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Na fun¢do y = 1/x, usual no Ensino Médio, continua com excecdo de x = 0, o
numero de Euler representa o valor da abscissa x para o qual a area sob a fung¢ao y = 1/x

¢ unitaria, uma interface do tema funcao e o conceito de numero irracional.

Y 4 _1
y X

X

0 1 5 2

Figura 42: O nimero de Euler e a hipérbole equilatera.

Se a fungdo y = 1/x ¢ continua em intervalos controlados, a area sob essa curva
também ¢ uma funcdo continua. Varios matematicos tentaram, sem conseguir, calcular a
area sob essa curva. Esse problema s6 foi resolvido com o advento do calculo

diferencial e integral.

Como no ensino basico o calculo diferencial e integral ¢ uma restrigdo, a
apresentacao do nimero de Euler através da area unitaria sob a curva y = 1/x se atém a
uma abordagem conceitual. Podemos, entretanto, calcular a drea através de retangulos
inscritos e circunscritos a curva y =1/x, o que permite delimitar um intervalo para o
numero de Euler, e, por aproximag¢do, por falta e excesso, estimar um intervalo de

valores para o numero de Euler.

Esta abordagem utiliza uma importante ideia do célculo integral: a obtencdo da
area de uma figura pela aproximacdo da soma das areas de retangulos inscritos e
circunscritos, com a medida da base tomada com valores tdo pequenos quanto se queira,

ou seja, tendendo a zero.

Ha vérios modos de se definir o nimero de Euler. No ciclo basico é possivel
entendé-lo e introduzi-lo, através da interligacdo de vérios conceitos matematicos da
Matematica Elementar do proprio curriculo do ciclo basico e, ainda, ilustrar e relacionar

a outros conceitos, normalmente abordados em Ensino Superior.

As vérias possibilidades de abordagem do numero de Euler, tema vinculado a
valorizacdo da ideia de aproximagdo através de numeros racionais, utilizadas em
algumas areas da ciéncia, como na Teoria dos Erros e no moderno computador, permite
entender a extensdo da tensdo entre os conjuntos dos Numeros Racionais € o conjunto
dos Numeros Irracionais, que leva necessariamente a questao em como administra-la em

favor do ensino e da aprendizagem significativa em Matematica.

A seguir, abordamos algumas situagdes de ensino envolvendo o ntimero de ouro.
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O numero de ouro

O numero de ouro ou razdo aurea “[...] ¢ denotada pela letra grega Phi que ¢ a
inicial do nome de Fidias, escultor e arquiteto encarregado da construgdo do Parthenon,
em Atenas. Construido entre 447 e 433 a.C., o Parthenon Grego ou o Templo das
Virgens, templo representativo do século de Péricles e uma das obras arquitetonicas
mais admiradas da antiguidade, [provavelmente] expressando a razdo de ouro no
retangulo que contém a fachada (Largura/Altura). Esta razdo estd presente também na
fachada da Catedral de Notre Dame (em Paris) e a Basilica de Santa Maria Novella (em

Florenga)” (CERRI, 2006, p. 6).

Apesar de ser usual a introdugdo ao estudo dos numeros irracionais através da
abordagem da relacdo entre a medida da diagonal e a medida do lado de um quadrado,
conforme observamos nas colegdes de livros didaticos analisadas, este ndo € o Unico par

de segmentos incomensuraveis. Muitos:

[...] acreditam que esse foi o primeiro par de segmentos
incomensuraveis descoberto. Existe uma vertente que defende a tese
de que a descoberta dos incomensuraveis esta relacionada ao
pentagrama, que € o simbolo dos pitagoricos, pois a razdo entre o lado
de um pentagono regular com a sua diagonal resulta na razdo durea
que € dada pelo nimero 1++v5 (CERRI, 2006, p. 4).

2

No ensino basico ¢ usual apresentar uma situacdo concreta onde ocorre a divisao
de um segmento geométrico continuo dado (AB) em um niimero inteiro de partes iguais.
Por exemplo, seja a divisdo do segmento AB em duas partes iguais, que origina o ponto

médio M, conforme ilustrado na figura 43a.

A M B A M; M B
Figura 43a: Divisdo de segmento em duas partes iguais. Figura 43b: Divisdo de segmento em trés partes iguais.
. . . . . AM 1 _ MB _ 1
Pela escolha realizada, ¢ imediato que AM = MB, ouseja, — =-=1¢ —/— =—
MB 1 AB 2

A seguir, efetua-se a divisdo do segmento AB em trés partes iguais, conforme a
AM, 1 AM, _2

figura 43b. Podemos tomar algumas razdes entre segmentos como

>

AB 3 4B 3

o AM,

=2
M,B 1

O quadro 17 mostra algumas relagdes pragmaticas obtidas pela divisdo do

segmento continuo AB em partes iguais.
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Quadro 17: Divisao do segmento geométrico continuo AB em um numero discreto de partes.

subdivisoes 4B AM, AB _ AM,
de AB AM, MB AM, MB
5 AB 2 AM 1 _ N
- =—= —_— == nao
AM 1 MB 1
3 4B :323 4B :é AMI:l AM2 :2:2 nao
AM, 1 AM, 2 | MB 2| MB 1
4 AB —4 AB —» AB :i AM, :} AMz: AM3: o
AM AM, AM, 3| MB 3 | M,B |MB

Uma analise preliminar sobre estas poucas tentativas iniciais geradas pela
subdivisdo de um dado segmento geométrico continuo AB em partes inteiras conduz a

uma primeira indagacdo: Das varias divisdes do segmento dado AB em partes discretas,

existiria algum ponto M; situado entre as extremidades AB para o qual AB _ AM, ?
AM,  MB

A questdo proposta se situa num quadro geométrico, um modo usual de
abordagem no antigo povo grego, assim como se encontra situada numa concepgao
pragmatica. A busca de solugdo por tentativa e erro, de alguns casos particulares,
conforme identificada no quadro 17 pode levar a um impasse: ndo se encontrando
solucdo por este processo de tentativa e erro, qual método ou prova podemos
disponibilizar para procurar uma resposta para a questao proposta e que se situe nos

conhecimentos do ensino basico?

Para encaminhar uma solucdo para a questdo, podemos usar a linguagem
algébrica, o que configura um quadro tedrico mais geral. Consideramos o ponto
genérico M, situado a uma distancia x do vértice A, com AM necessariamente nao igual

a AB (ver figura 44).

L

A
'

A M
\“—\rﬂ—’r

X

Figura 44: Divisdo de segmento em duas proporcionais.

Supondo-se a condicdo de igualdade da tese, na relagdo expressa por

AB _ AM L X
—— =——, fazemos as substituicdbes AM =x; AB=LeMB=L—x,vem —=
AM  MB x L-x

(). Desenvolvendo esta expressdo se obtém x° = L —Lx=> x>+ Lx=1".
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Dividindo-se ambos 0s membros da expressao por x5
2 2
x° Lx L _ ~
x_2+x_2_x_ l+¢p=¢> =@ -¢p—-1=0,onde ¢ representa a razdo %
Aplicando-se 0 método resolutivo para a equacdo de 2° grau ¢° —¢@ —1=0 obtém-se:
A=b*-4ac=1+4=5,
1+5 1,61
5 _pedh _1245| 4= —-¢1 ,6180339887....
24 2|4 :—*/_ =, =—0,6180339887....
1++/5 . : . ,

O valor ¢ = — =1,6180339887... foi denominado por Euclides como niimero

de ouro ou razdo durea do segmento AB. Isolando a varidvel ‘x’ obtém-se:
Lo Lo 2 2L 5ol 2065 165D = L.0,6180229887.....
o J5+1 J5+1 J5+145-1 4 2
2
_ _¢+1 O

Desenvolvendo a  expressdo §=p+l=¢= P =9 ‘1+E :E =¢-1.

L 1445
Substituindo o  valor do nimero de ouro #= 5 > obtém-se:
l:¢—1: \/§+1—1: 1+\/§_2 = \/g_l
@ 2 2 2

O valor de ‘x’ representa a medida que o ponto M dista do extremo A. Deste
modo, encontramos uma solugdo representando geometricamente uma divisdo do
segmento AB em duas partes distintas e proporcionais, mas nao iguais como

inicialmente proposto na questao que deu inicio a essa discussao.

Neste ponto, podemos tecer consideragdes envolvendo a natureza dos nimeros
encontrados, aproveitando o conceito de medida, que permite acesso ao significado dos

L(W5-1) 1+45

nimeros irracionais. Nesse viés, os resultados de x ==~ ¢ p=—"- expressam
2 2

uma razao de nimeros inteiros de partes?
(f D

Retornando ao quadro geométrico, podemos representar a solugdo x =

por constru¢do geométrica, conforme expresso no quadro 18.

A solucao geométrica, a moda grega, consiste em partir de um quadrado de lado

genérico L. Dividindo-se a base AD em duas partes iguais obtém-se o ponto médio M.

L5

Determina-se o segmento d, de medida d :T, por aplicacdo do teorema de

Pitagoras. Tragando-se o arco CE, de centro em M, no sentido horario, obtém-se o ponto

E, encontro do arco CE com a reta suporte do lado AD.
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Quadro 18: Representagdo da medida x que divide o segmento AB na proporgéo aurea.

B C B C B C
L d L d
A D A M D A A D E
L h Lh X
e
d
' o pEegq LI _L_L(5-D
A medida ‘x’ representa a distancia T, T Ty T 2 (quadro 18).
X X
— —
B C F B C F
L X
I o ®
L /d L ® f
H
G
. © | ix
: M D E . )
—— A M D E
B -
L+ x e
L+x
Figura 45a: Retangulo dureo ABFE e CEDF. Figura 45b: Retangulo aureo CEDF e DEGH.

A partir da representagdo geométrica do quadro 18 podemos construir o retangulo

aureo observado na figura 45a.

L
Da relagdo (I) dada por — = , aplicando-se propriedades das proporcdes
X

- X
L L+ L+ L L+
tem-se — = X = * = al (II). Observando-se a relagio — = al
x L-x x+L-—-x L X L

podemos verificar uma proporgao entre o retingulo ABEF e o retangulo CDEF.

De (I) podemos afirmar que o retangulo CDEF ¢ semelhante ao retangulo DEGH,
conforme expresso na figura 45b. Esta possibilidade remete ao denominado retangulo
aureo de um retangulo CDEF que possui a seguinte propriedade: se dele suprimirmos
um quadrado, como CFGH, o retangulo restante DEGH, serd semelhante ao retangulo

original CDEF.
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Com uso da relacdo (I), dada por — = 7 al ,podemos aplicar propriedade das
X -Xx
propor¢des e obter wuma sucessdo de retangulos 4ureos, ou seja:
L x _ L-x x _ L-x _2x-L _2L-3x

= u , € assim por diante.

x L-x 2x-L ' L-x 2x-L 2L-3x 5x-3L

Tal sucessao remete a possibilidade de se obter uma sequéncia infinita de termos
expressa por (L+x; L; L—x; 2x-L; 2L-3x; 5x-3L; 5L-8x; ....), dada pelos lados dos
retangulos 4&ureos, onde as medidas de cada termo sdo cada vez menores, por
construcdo, ou seja, tendem a zero. Geometricamente, esta sequéncia pode ser

visualizada por uma série de retangulos aureos, conforme ilustrado na figura 46.

B C F
H J G
.._I
A D K E

Figura 46: Esquema de construg¢do dos infinitos retangulos aureos.

Para provar que os lados de um retangulo aureo sdo grandezas incomensuraveis
o ~ 68 A
utilizamos a demonstracdo por absurdo™. Se os lados do retingulo ABFE fossem

comensuraveis estes teriam um submultiplo comum t: AE = (L + x).te AB=L.t.

Como consequéncia, os valores de ‘L’ e ‘X’ seriam inteiros, o que também
implicaria serem inteiros e positivos todos os nimeros da sequéncia (L+x; L; L—x; 2x-
L; 2L-3x; 5x-3L; 5L-8x; ....). Como ndo ¢ possivel existir uma sequéncia infinita e
decrescente de niimeros inteiros positivos, conclui-se que os lados de um retangulo
aureo sdo incomensuraveis. Deste modo, os valores de ‘x’ e do numero de ouro

representam nimeros irracionais.

Partindo-se de uma situagdo concreta (existiria algum ponto M; situado entre as

extremidades AB para o qual AB :%?), foram tecidas algumas conexdes

AM,  MB

envolvendo a linguagem algébrica e a geométrica, do ponto de vista tedrico, o que levou
a demonstracao que os lados de um retangulo aureo sdo grandezas incomensuraveis.

% Esta demonstragdo utiliza argumentos presentes no atual curriculo de matematica do ensino basico:
propriedades dos numeros inteiros, sequéncia numérica infinita € comensurabilidade entre segmentos.
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Do resultado obtido @ =1,618034..... podemos questionar como tal nimero

irracional pode ser aproximado por uma razdo de nimeros inteiros e, posteriormente,
como exibir um processo que aplicado de forma recorrente possa mostrar uma
sequéncia de numeros aproximados, na forma de razdo entre dois nimeros inteiros, de

modo que cada termo da sequéncia representa uma melhor aproximagdo que a anterior.

A aproximagdo de niimeros irracionais € assunto pouco trabalho e merece ser
valorizado, principalmente por permear algumas ideias essenciais entre os nimeros
racionais € os irracionais. A representacdo decimal dos numeros irracionais ¢
necessariamente infinita e ndo periddica. A Unica via de acesso a um numero:

[...] irracional & a utilizagdo de aproximagdes sucessivas através de
numeros racionais. [...] Ainda hoje, [isto] parece desconcertar todos os
que enfrentam os irracionais. [...] Negando o estatuto de ntimeros as
razdes entre grandezas que conduziam aos irracionais, foi possivel aos
gregos viver praticamente ao largo de tais objetos indesejaveis. Ha
muito se sabe, no entanto, que a maioria absoluta, a quase totalidade
dos Numeros Reais existentes é constituida por nimeros irracionais. Os
outros, os racionais, constituem uma infima minoria, a despeito de o
homem comum ndo ter contato sendo com uns poucos numMeros
irracionais, ao longo da vida (MACHADO, 1990, p. 43-44).

Usualmente, os livros didaticos mostram aproximagdes sem maiores
aprofundamentos. Ao se questionar sobre a forma de abordar o nimero de ouro como
razao entre dois inteiros emerge alguns conceitos presentes na escolaridade basica

envolvendo os niameros racionais na forma decimal e fracionaria.

Inicialmente, poderiamos apontar algumas respostas como 8/5 (1,6); 81/50 (1,62),

1,818, dentre outras, que constitui uma abordagem inicial por tentativa e erro.

Porém, ao prosseguirmos no ‘percurso de significagdo’ do nimero de ouro, um

caminho fundamental € questionar sobre um possivel processo para exibir uma
sequéncia de aproximagdes de um numero irracional, na forma de fra¢do, onde cada
termo representa uma aproximac¢do melhor que a anterior. Isto equivale a introduzir a
necessaria abordagem teorica. A conexao necessaria para se encaminhar tal questao faz

uso da linguagem algébrica.

De ¢>=¢+1, obtém-se ¢2=¢+1:>¢=%,ea por dltimo ¢=1+. Por

1
A . . ~ =1+ = .
recorréncia, podemos substituir no 2° membro a expressao ¢=1 ¢ Assim, obtemos

=1+ L Aplicando este recurso sucessivamente, chega-se ao resultado:

p=1+

S~

1+~
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O uso da expressao (I) permite obter uma sequéncia de valores aproximados, pelo
truncamento sucessivo dos termos da expressao (m), o que pode ser visualizado na
tabela 12. Por meio deste processo, obtém-se a série de valores por aproximagao
sucessiva, ou seja, (1; 2; 3/2; 5/3; 8/5; 13/8; 21/13; ...), ou, em termos de valores

decimais (1; 2; 1,5; 1,66...; 1,6; 1,625; 1,615385; ...).

Tabela 12: Série de valores que compde a série de aproximagdes do numero de ouro (¢ =1,618034.....)

n Aproximagao distancia
(em
modulo)
1 a, =1 0,618034...
2 a,=1+1=2 0,381966...
1 1_3
3 a,=l+——=1+—===15.
) 0,11803...
1+1 22
1
4 a,=1+ 11 =1+ 11=1+%=1+z:§=1,666666.
I+ — 1+ Bl 3.3 0,048632...
141 2 2
5 a;=1+ 11 =1+ 11 =1+ 11 =1+ 12=1+%=1+—=—=1,6.
1+ 1+ 1+~ 1+2 > SN 0,01803...
1 3 3
I+ 1+ =
141 2 2
1
6| a,=1+ 11 =1+ 11 =1+ 11 =1+ 11 s1+ =B 605
1+ 1+ 1+ l+—— 1+2> 8 0,006966...
P 1+ 1+ 1+ >
1 3
1+—— 1+- 2
1+1 2 2
21 0,00265
7 a7=E=1,615385 ;

Para se verificar que as aproximacdes sdo cada vez melhores faz-se uso do
conceito da distancia. A distancia representa a diferenga (em moddulo) entre o valor do
nimero de ouro e a razdo obtida em cada aproximacdo. A analise da ltima coluna da
tabela 12 aponta que as distancias diminuem, revelado pela série decrescente de valores

que tendem a zero, indicando que as aproximagoes sao cada vez melhores.
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Tabela 13: Sequéncia de valores aproximados do niumero de ouro (¢ =1,618034.....)

n 1123 5 8 13 21 34 55 89 144 233

razdo | 1/12/1(3/2 | 5/3 |8/5|13/8 | 21/13 34/21 55/34 89/55 144/89 | 233/144

razio | 1 | 2 | 1,5]1,666..| 1,6 |1,625|1,615385|1,619048 |1,617647|1,618182|1,617978 |1,618056

Destacamos a arquitetura de niumeros inteiros, expressa em (I), que representa um
nimero irracional. A operacionalizacdo de (I) nas tabelas 12 e 13 indicam aproximagdes
racionais. Quando se avanga para valores sucessivos da sequéncia, ou seja, quando n
tende para o infinito, as aproximacoes dadas na forma de razdo entre dois numeros
inteiros tende para o nimero de ouro, um numero irracional. Este problema possibilita
explorar uma nova linguagem no ensino basico - a do infinito potencial — assim como a

abordagem de um novo tema complementar e articulador: as fragdes continuas.

Fracoes Continuas: Um enfoque complementar e articulador dos nimeros

irracionais.

O tema das fracdes continuas representa um assunto cuja propria construgdo
epistemoldgica estd imersa na tensdo conceitual presente nos eixos constituintes do
‘espago de significacdes’, assim como permeia uma série de conexdes que viabilizam

um ‘percurso de significagcdes’ mais abrangente com relagdo aos niumeros irracionais.

A explicitacdio do desenvolvimento de algumas ideias inerentes as fragdes
continuas se constitui num modo complementar de representar e apresentar em nivel de
escola basica alguns numeros irracionais de destaque, como as raizes nao-exatas, o

numero de ouro, o PI e o nimero de Euler.

No decorrer do ‘percurso de significagdes’ do numero de ouro, uma natural

consequéncia do desenvolvimento deste tema foi obtida através da expressao

1
1+ —
1+ -

O numero de ouro () representa a mais simples e bela fragdo continua simples,
ilustrando a arquitetura e esséncia deste tema. Uma fragio continua simples®, com ag
inteiro e os demais termos (a;j, i>0) naturais ndo nulos, ¢ um nimero representado na

forma:

% A fragdo continua simples basicamente se assemelha a uma arquitetura de fragdes unitarias sucessivas,
exibindo um pouco do uso e composicao de fragcdes unitarias pelos egipcios.
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As fragdes continuas simples representam uma arquitetura de niimeros inteiros,

que pode ser finita ou infinita. As:

[...] fracdes continuas constituem um exemplo interessante de
procedimento que € finito, quando operado sobre nimeros racionais,
infinito, quando o ntmero dado ¢ irracional. A origem das fragdes
continuas estd na Grécia, onde as fragdes, para efeito de comparagdes,
eram todas escritas com numerador ‘1’(CUNHA, 2007, p. 3).

Qualquer numero real pode ser escrito como uma fracdo continua. Uma
importante contribuicado das fracdes continuas simples para este estudo decorre da
seguinte propriedade: as fragdes continuas finitas representam niimeros racionais € as
fragdes continuas infinitas representam um nUmero irracional. O pareamento -
finito/namero racional e infinito/nimero irracional — representa um fator de facil
distingdo e situa as fragdes continuas como um possivel tema para compor o ‘espaco de

significagdes’ dos numeros irracionais.

~ 70 . , . .
A demonstragio’’ da propriedade que os nGmeros racionais possuem
representacao em fracdo continua finita € acessivel a alunos do ciclo basico e consiste

na aplicacao do conceito de fracao e do algoritmo de divisdo de numeros inteiros.

Sendo p e q naturais, o algoritmo da divisao entre dois nimeros inteiros propde os

passos indicados na tabela 14. Se p = ap.q + 1o, entio, 2 =a, 9:% P =a, +r—°,

g "4 4 ¢ q
—| P , ¢ Ny ..
onde 0 <rp< g, com 2 = [ q}’ onde o simbolo ‘[ ]” indica a parte inteira’’ do resultado

expresso pela divisdo % .

Tabela 14: Os termos do processo da divisdo

Divisao quociente resto
pq ) )
q:1p a) I
Tol a 2

A demonstrag¢ao pode ser encontrada em Beskin (1987) e em Andrade e Bracciali (2005).

' A fungdo maior inteiro [x] = n é aquela que para todo real x, existe um Gnico inteiro n tal que n<x<n+1.
Em outras palavras, a fungdo maior inteiro ¢ a fun¢do cujo dominio ¢ Real e o contradominio pertence aos
numeros inteiros, de modo que [x] =max { n € Z/ n <x}.
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Se ;= 0, entdo V € um numero inteiro e o processo termina. Caso contrario tem-
q
T
se que: Pog+ o Poy v, com 0 <ry<q.
q q q a
I.O

. . q , I
Repetindo-se o procedimento com A obtém-se I = a, +—,com 0 <1 <T10. Se
T Iy
~ . . 1
11 =0, entdo o processo termina e assim - =a, + 1 P =a, +— ou P
q 9 q a
T

0

=[a,;a, ]

Se r, # 0, entdo o processo continua. O processo termina para algum resto r; na
sequéncia q > rp > 1] > 1 > ..., que representa uma sucessdao decrescente de inteiros

positivos. A escrita correspondente a operagao de divisao de p por q ¢ dada na tabela 15.

Tabela 15: Algoritmo da divisdo de dois nimeros inteiros.

=ay.q+r 0<ry< T, T
pP=apqTrp 0=q P a8+l Py 4D
q qQ q q q
q=aprtr 0<r <1 Aoy Byt 9, 40
o : L I o : Iy
Iy =a,.rI;+1; 0<nr<n r, _ r,
—=a, + 2
n G
r=asrntr; 0<1r3<n, Lo .5
Lo=a +2
7, I,
Iy3 = as—1~rs—2+ Is g 0 < Is g < Iso rs-3 — I's-l
_as-l +
rs-2 rs-2
Iso = as.I5 1 Iy = 0 I‘s 2
_a'S
rs-l

A tabela 15 ilustra que cada fragao impropria (1° membro) ¢ igual a soma de um
coeficiente inteiro (a;) e uma fracdo propria, esta ultima desenvolvida em cada etapa
seguinte, na forma inversa. Podemos aplicar este procedimento as etapas do algoritmo
da divisao, obtendo a sucessdo de aproximacdes das fracdes continuas simples,

denominadas convergentes, representadas na tabela 16.
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Tabela 16: Sucessdo de convergentes do algoritmo da divisao
1° convergente P _ 8,
q
P_, 49,50 P _ N p _ 1
o —=a, -+t =3, +Lt = —=a +—
2° convergente g ¢ q ¢ My g 7q
I‘0
P _ _
3° convergente =a, +E =>—=a,+ - —=a,+ ]
q 1 a, + 1 a +—
ro I.O I;O
5
1 1 1
4° t E:ao-{- 1 _,gzao+ 1 —’2:30-{- 1
convergente q g+ q o+ q o
I‘0 rz 1
— a, +—= a,+—
i L I
L
1 1 1
p*:ao"' —»R:a0+ —>p*—ao+
. q 1 ¢ 1 q 1
(n+1) ésimo a + T a + . a + .
0 2
convergente - 2t a, +
r1 rl a3 + .
a,

Pode-se complementar a demonstracao argumentando verbalmente em relagao ao

algoritmo da divisdao de dois nimeros inteiros, citando alguns exemplos numéricos.

Nesse contexto, uma ilustracdo interessante ¢ o caso de dizimas periddicas, como
I _ 2 2 1

=[LL2] oy = =0+==0+—=0+ =[0; 1,2], dentre outras.

3 3 1+ !

2

5—:1+g:1+l:1+

1+
2 2
O algoritmo de Euclides consiste em outro argumento para viabilizar a escrita das

fragdes continuas. Este processo, apesar de constar do programa oficial de ensino ¢
) o . )
muito pouco utilizado no ciclo basico’”.
Para descrever a fragdo 32/9 em termos de fragdo continua, primeiramente

efetuamos a divisdo segundo o algoritmo de Euclides, exposto no quadro 19.

Quadro 19: Algoritmo de Euclides.

3 1 1 4
32 9 5 4 1
5 4 1 0

72 . . J . . , . .
O Algoritmo de Euclides pode ser utilizado para se determinar o m.d.c. entre dois numeros inteiros e
para se determinar as solu¢des de uma Equagdo Diofantina Linear, dentre outras aplicagdes.
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Os coeficientes a; estdo indicados como os quocientes da divisao euclidiana de p

por q, ouseja: ap=3,a;=1,a, =1 e a3 =4, de modo que 32 =3+; =[3; L1, 4].

1+1

1+1

A ideia basica ndo ¢ exercitar a técnica de transformacao de registro numérico em
fracdo continua, mas na percepcdo que uma fragdo continua finita representa um
numero racional, e, por conseguinte, que uma fracdo continua infinita representa um

namero irracional.

Rezende, W. (2003) destaca que ¢ usual definir um numero irracional por
exclusdo, ou seja, como um numero real que ndo € racional, assim como definir o
conjunto dos numeros reais pela reunido dos conjuntos dos nimeros racionais e
irracionais, que recai no problema da circularidade. A apresentagdo das fragdes

continuas evita estas duas situagoes.

No caso dos numeros irracionais, ilustramos a abordagem segundo as fracdes

continuas simples no caso particular de V2. De modo geral, podemos escrever

J2 =1,4142136 —1+-1 Ainda:

X

1 1 1
\/E=l+—:>\/5—l=—:>x1 =ﬁ, que racionalizado resulta: x, =~/2 +1.
X X -

Dai, x, =\/5+1.C0m0\/5>1,entd0:x1 =\/§+1=1+1+L=Z+L.

X, X

Assim: \5:1+i=1+ 11

X 24—
Xy

De: x, Z\/E+1=2+L:> 2+1:2+L:>\/E=1+L:>x2 :L:xl_
X, X, X, V2 -1

Assim, por substitui¢cdes sucessivas:

N Y PR 11 =1+ ! =[1:2,2,2,2,.] =[1;2].
* 2+ — 24—
X, 1

Este algoritmo exemplifica que esse numero irracional tem representacao infinita
na forma de fragdo continua simples periddica. Acredita-se que o uso de fragdes
continuas remonta aos séculos XVI, XVII e XVIII, porém ha indicios que outros povos

antigos, como os gregos, ja tivessem rudimentos sobre esse tema.
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Segundo Boyer (1991), Pietro Antonio Cataldi (1548-1626), de Bolonha, escreveu
algumas raizes quadradas na forma de fragdes continuas.

Um terceiro procedimento, também de natureza algébrica, para expressar o

numero +2 na forma de uma fragdo continua, consiste em escrever a equacao

polinomial x+1= 2. Elevando-se ao quadrado ambos os lados, desenvolvendo o 1°

3 2

membro e ordenando os termos em ‘X no 1° membro, tem-se:

(x+1) =2=x*+2x+1=2= x> +2x=1.

O proximo passo ¢ fatorar o 1° membro e isolar ‘x’, de modo que:

¥ H2x=1=>x(x+2)=1=>x=

2+x

Deste modo, no denominador do 2° membro estd presente a incognita ‘x’, que
novamente pode ser substituida, de modo recorrente, resultando a expressdo em forma

de fracao continua.

x= =>Xx= I =>x= I =x= ] =x= ]
24x 2+ 2+ 2+ 2+
2+x by | e | by |
2+ x 24 1 24 1
2+x 2+
Como x+1=\/§, entao:
1 1
x = 0 =>A2=x+1=1+ ] =[1;2,2,2,....]
2+ 2+
1 1
2+71 2+71
2+ 2+
2+... 2+ ..

Outro procedimento para expressar uma fragdo continua ¢ dado por Bombelli (séc

XVI) e consiste no uso da expressao:

x=N=Va*+b=a+ b
2a +
2a +

A demonstragdo, que utiliza argumentos possiveis a alunos de ensino basico, ¢

descrita abaixo.

b

JIN =+d? +b,tem—se: N=a’ +b=>N-a’ :b:(\/ﬁ—a).(\/ﬁ+a):b:(\/ﬁ—a):m
+a

. N -a).(WN +a) _ N-d’ b b
Mas: N —a= = = = .
#: N -a JN +a JN+a JIN+a 2a+JIN-a
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De modo recursivo, tem-se:

JN —a= b= = N =a+ ;
2a*+N ~a 2a+ —— 2a +

2a + ... 2a + ..

Aplicando-se tal procedimento para representar 2 como fracdo continua simples:

V2= 1P +1=1+ ! =1+ +:[1;2,2,2,...] =[1;21.

21+ 2+

Outros niimeros irracionais apontados neste texto sao PI e o nlimero de Euler, com
uma possivel expansdo em  fragdes continuas simples dada  por:
n=[3,7,151292,1,1,1,2,1,3,1,14,..]ee=[1,0,1,1,2,1,1,4,1, 1,6, 1, 1, 8, 1, 1, 10,...].

Considerando-se o namero n =[3,7,15,1,292,1,1,1,2, 1,3,1, ...], apresentamos na

tabela 17 alguns convergentes que ilustram alguns valores aproximados do numero PI.

Tabela 17: Sucessao de convergentes de PI.

1° convergente c, =3.

1

c, =3,141592654 =3+0,141592654 =3+ ———— =3l.
7,062513285 7

2° convergente

1 1 11 11 _ 329

3° convergente ¢ =3,141592654 =3+ 74+ L =3+@=3+R:3ﬁ=ﬁ'
15 11
0 ¢, =3,141592654 =3+ =341 =3, 1 -316 .35
4° convergente 74 1 7+1 113 113 113
1 16 16
15+

O segundo convergente representa uma aproximacao do resultado de Arquimedes,
apresentado usualmente em varios livros de histéria da Matematica. O quarto

convergente ¢ numero de Meltius, citado anteriormente.

Na alusdo metaforica a que haviamos nos referido em capitulos anteriores,
delineada em Santos, B. (2007) e em Machado (2009), a concep¢ao dos nimeros reais
como ‘tema mapeador’ do conhecimento envolvendo os ntimeros irracionais permitiu,
numa escala reduzida, escolher dentre alguns temas mais pontuais do universo da

Matematica, aqueles que funcionariam como ‘temas articuladores’.
9
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A exposicdo realizada possibilitou situar as fragdes continuas como um possivel
‘tema articulador’ para significar o conhecimento envolvendo os niimeros irracionais.
As situagdes propostas tornam esta abordagem complementar articuladora, pois se
situaram numa escala plausivel aos conhecimentos presentes no curriculo de

Matematica Elementar.

O potencial representado pelas fracdes continuas como ‘tema articulador’ revela-
se na possibilidade de expressar os niimeros irracionais notaveis: o nimero de Euler; o

numero PI, a razao 4urea e as raizes enésimas irracionais, conforme expressa o mapa 4.

Mapa 4: As fragdes continuas como tema articulador no

‘Espaco de Significagdes dos Numeros Irracionais’.

~__ Discreto \
Finito > ,

Numero de Euler

Raizes

enésimas — FRA?&ES
CONTINUAS

irracionais

Aproximado/ Namero de Ouro|

Estimado \

O mapa 4 ilustra as fragcdes continuas como ‘tema articulador’ que permite ampliar

Infinito

Continuo

as conexoOes para navegar na rede cujos nds sdo os conceitos matematicos vigentes no

atual curriculo, o que favorece o movimento intradisciplinar.

Além da natural abertura intramatemadtica envolvendo o tema dos numeros
irracionais, as fragdes continuas possibilitam uma via de abertura para propostas de

integragdo interdisciplinar, que passamos a exibir a seguir.
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Duas situacoes envolvendo as Fracoes Continuas e a questao das aproximacdes

Ap6s a exploracdo das atividades que situaram relagdes intradisciplinares, nossa
intenc¢do foi ilustrar possibilidades do movimento interdisciplinar. A seguir, destacamos
algumas situacdes que implicam no uso das aproximagdes em contextos diversos. Esta
questdo se constitui numa importante operagao a ser desenvolvida no ensino bésico,
estando em estreita relacdo com as fracdes continuas e, assim, reportando as tensdes

entre o conjunto dos nimeros racionais € 0s numeros irracionais.

Um primeiro contexto que ilustra o quadro delineado remonta ao século XVI. O
fisico holandés Christiaan Huygens utilizou as fragdes continuas para a construcao de
instrumentos cientificos, e, em particular, elaborou um modelo reduzido do sistema
solar. Para a constru¢do do modelo mecanico necessitava das relagdes de transmissdo
entre as engrenagens, o que permitiria reproduzir as Orbitas planetdrias numa escala

adequada para ser exposto numa sala de exposigao.

Vamos re-editar o problema de determinar o modelo da orbita do planeta Saturno
em relacdo ao Sol. Na época de Huygens, acreditava-se que o tempo necessario para o
planeta Saturno orbitar o Sol era de 29,46 anos. Atualmente sabe-se que esse tempo € de

29,43 anos, valor que utilizamos para modelar este sistema, onde foram utilizadas duas

engrenagens, uma com ‘x’ dentes e a outra com ‘y’ dentes, de modo que z= 29,43.
Y

As primeiras aproximagdes racionais para a razdo 29,43 sao Q’ >9 & Este
1 2

T 7
ultimo valor permite uma escolha apropriada de engrenagens: 7 ¢ 206 dentes. Esta
escolha esta associada a aspectos praticos, pois, em termos operacionais, ¢ dificil usinar

engrenagens com um niimero muito pequeno ou muito grande de dentes”.
Para verificar como obter estes valores utilizamos o procedimento aritmético.

O 1° convergente ¢ dado por ¢, =a, =29.

O 2° convergente ¢ dado  por ¢ =a, +i , ou ainda,
al
¢, =29+0,43 :29+; =29+l =2 295.
2,32558 2 2

7 Caso utilizdssemos o valor 29,46 anos (relativo a época de Huygens) teriamos obtido 32%1.


http://64.233.163.132/translate_c?hl=pt-BR&sl=en&u=http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Gauss.html&prev=/search%3Fq%3D%2522fra%25C3%25A7%25C3%25B5es%2Bcont%25C3%25ADnuas%2522%26hl%3Dpt-BR%26sa%3DN%26start%3D10&rurl=translate.google.com.br&usg=ALkJrhgICUcTdXsTQmpyrXTMsoa6y49GQg
http://64.233.163.132/translate_c?hl=pt-BR&sl=en&u=http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/history/Mathematicians/Euler.html&prev=/search%3Fq%3D%2522fra%25C3%25A7%25C3%25B5es%2Bcont%25C3%25ADnuas%2522%26hl%3Dpt-BR%26sa%3DN%26start%3D10&rurl=translate.google.com.br&usg=ALkJrhi1urtF5UjloVMZnsJQMdAwQPWy1g
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O 3° convergente ¢ dado por:

1
c, =a, +—=29+;=29+;=29+L=@=29,43.
1 2,32558 2+0,32558 1
a, +— 2+
a, 3

O 4° convergente teria como resultado a fracao ﬁ, uma aproximacao melhor
93

que as anteriores, mas que resulta em niimero de dentes excessivo para esta aplicagdo.
Esta situagdo ilustra, de modo simples, alguns motivos pelos quais as fracdes
continuas representam a melhor aproximacdo de numeros irracionais em situagdes

praticas, assim como indica uma alternativa para iniciar uma exposi¢do deste assunto,

em nivel didatico.

No ensino basico, a definicdo dos niimeros irracionais como 0s nimeros reais que
ndo podem ser expressos por uma fracdo de nUmeros inteiros pode levar a

simplificagdes e ao ndo entendimento pelo aluno do significado inerente aos irracionais.

Para ilustrar tal aspecto, passamos de um contexto astronomico a uma situagao

mais pragmatica.

Situacdo 1: Um fabricante de relogios precisa produzir dois tipos de rodas dentadas na razio’
\/E :1. E impraticivel que estas rodas tenham mais que 100 dentes. Encontre a melhor
possibilidade para os numeros de dentes das rodas que irdo aproximar a razdo desejada.
[Adaptado de Sanches; Salomao (2003)].

A Relacdo de transmissdo, da coroa (engrenagem maior) para o pinhdo

x ,
(engrenagem menor), pode ser representada por — =+/2, onde ‘X’ representa 0 nimero
y

de dentes da coroa e ‘y’ representa o nimero de dentes do pinhao, com ‘x’ e ‘y’ inteiros

positivos.

Para representar a raiz na forma de fragdes continuas, a primeira solucdo que
encaminhamos ¢ o que denominamos procedimento aritmético. Este consiste em
escrever, sequencialmente, os convergentes, até se obter uma fracdo que responda a
questdo, ou seja, que respeite a condi¢do de contorno dada pelo limite de 100 dentes,

para a engrenagem maior (coroa), conforme expresso no quadro 20.

™ A escolha da razio +/2:1 como variavel didatica foi a familiaridade da escola basica com este
irracional, permitindo tragar um paralelo historico com a Crise dos Incomensuraveis, além de viabilizar
um tratamento numérico com valores de pequena ordem de grandeza. Poderiamos utilizar outros nimeros
irracionais, como o numero PI, o nimero de Euler ou o numero de ouro, ilustrados neste trabalho.




Quadro 20: Relag@o de convergentes para o problema das engrenagens.
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Valor da relagdo entre nimero de dentes entre coroa e pinhdo Diferenga
1° co=1 29,289 %
2 G =2 =1,4142136=l+0,4142136=1+;'~*l+l=E 6,066 %.

2,4142136 2 2
1 1 1 7
0 =1+04142136=1+ =1+ =1+ =—.
S 24142136 2404142136, 1 5| 1,005%.
2,4142133
. C3:1+ 1 =1+ 11 =1+ 11 =]+ 11 £7
24142133 2+04142133 2+ 2+}
24142151 2
1 1 1 1 41
e =1+ =1+ =1+ =1+ = .
5 by | by | by | 545 29 | 0029%.
1 1 2 12
+ +71 2+=
24142151 P 5
2
=1+ 11 =1+ 11 =1+ 11 =2
o s s 24 70 0,005 %.
1 | 5
2+ ] 2+72 +=
24— 247 12
2+
2

Um processo por tentativa poderia produzir uma aproximacdo do tipo

J2=1a=t427
10 5

que recairia no 3° convergente e a

aproximagéoﬁ =1,41 =% ,que extrapolaria a razdo desejada.

O 6° convergente revela que o n° de dentes da coroa seria 99 e o do pinhao 70,
com aproximacdo dada por 99/70 = 1,41429, o que proporciona uma diferenca

percentual muito pequena para uma situagdo pragmatica de um par de engrenagens.

Observando-se a sequéncia de valores constituida pelas aproximacodes dos
convergentes revela que a diferenga percentual diminui e tende a zero. Levando-se este
processo, por recorréncia, cada convergente representa uma melhor aproximacgao que a
anterior, o que situa a esséncia das aproximagdes: uma boa aproximacao ¢ aquela que
sempre pode ser melhorada, correspondendo a uma necessidade pragmatica ou em

acordo com alguma acuracia desejada.
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Deste modo, o uso dos convergentes das fracdes continuas constitui um processo
otimizador para determinar a relacdo de transmissdo adequada as condi¢des de contorno
e, por conseqiiéncia, estabelecer o melhor nimero de dentes do par de engrenagens para

esta situacao especifica, que envolve conceitos acessiveis a alunos secundaristas.

Ao ser possivel estabelecer uma série de convergentes — aproximacgdes expressas
por um numero racional na forma fracionaria — que delimitam uma sequéncia de
truncamentos, as fragdes continuas permitem um meio de acesso a natureza do niimero

irracional.

Um ramo que utiliza as aproximagdes de niimeros irracionais por racionais ¢ a

astronomia. Um problema interessante esta apresentado a seguir.

Situacdo 2: No final de agosto de 2003, tivemos a melhor ocasido para observar o planeta Marte
em relagdo ao proprio século XXI. Marte esteve em oposi¢ao ao Sol em 28 de agosto e, no dia
anterior, na sua menor distancia & Terra dos ultimos 60.000 anos! Seu brilho excepcional
superou, nessa ocasido, o de todas as estrelas do céu noturno. Essa oposicdo repetiu, em
condi¢des muito mais favoraveis, a oposicdo de 23 de agosto de 1924, quando Marte esteve a
55,78 milhdes de quildometros da Terra [Adaptado de Varella (2006)]. E possivel prever qual

sera a ocasido seguinte em que tal fendmeno ocorrera? Justifique.

Essa situagdo necessita de explicagdes envolvendo a geometria das possiveis
posigdes entre o Sol, a Terra e Marte, ilustradas na figura 47. As orbitas elipticas dos
planetas foram aproximadas a circunferéncia e consideradas coplanares (a
excentricidade da maioria dos planetas do Sistema Solar ¢ proxima a unidade, com
excecdo de Mercurio e do atualmente rebaixado Plutdo). O termo oposi¢ao, segundo
Varella (2006), em Astronomia, revela uma situagdo que indica o alinhamento do Sol,
da Terra e de Marte, nessa ordem, sendo uma posi¢do onde ocorre a menor distancia do

planeta em relacdo a Terra.

QICIOIC

OPOSICAO QUADRATURA CONJUNGCAO QUADRATURA
LESTE OESTE

Figura 47: As quatro posic¢des relativas dos planetas Terra e Marte [Fonte: Varella, (2006)].
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O periodo sinddico (S), do grego synodikos, ¢ o intervalo de tempo decorrido

entre duas configuracdes iguais consecutivas, quando um astro reaparece no mesmo
local, em relagdo ao astro da orbita mais interna. Este periodo ¢ denominado revolugdo

aparente do astro (Marte), em relagdo ao astro de referéncia (Terra).

Em contrapartida, o periodo sideral ¢ o intervalo de tempo que um astro percorre
uma Orbita completa em torno de outro, tendo como referéncia as estrelas fixas. E o

periodo real de translagdo de um astro, relativamente a uma estrela fixa, como o Sol.

Deste modo, o periodo sinddico difere do sideral pelo fato de haver o movimento
de translagdo do astro em relacdo a estrela fixa. Por exemplo, no caso do sistema
Terra/Lua, a Lua tem um periodo sideral de 27,3 dias e um periodo sindédico de 29,5
dias. O periodo sinddico da lua ¢ o més lunar, que corresponde as observacgdes das fases

da Lua, que deram origem aos calendarios lunares e luni-solares.

De modo mais generalizado, considere dois planetas, A e B, sendo que o planeta
B estd em oposi¢do em relacdo a um observador posicionado no planeta A (figura 48).
O planeta A possui maior velocidade orbital, ou seja, move-se mais rapido por estar
viajando numa curva de menor valor de raio orbital, de modo a possuir um periodo de

revolucao menor.

SOL t-1988~4 0°

ORBITA DE
MARTE

PERIELIO
DE MARTE

- ORBITA DA
270° TERRA
Figura 48: Oposicdo entre dois planetas A e B Figura 49: Periélios recentes da orbita de Marte em
[Fonte: OLIVEIRA FILHO; SARAIVA, (2003)]. relagdo a Terra. [Fonte: Varella, (2006)].

No inicio, os planetas A e B encontram-se em oposi¢do em relacdo ao Sol
(posi¢des A; e Bi). Considerando-se a primeira revolugao do planeta A em torno do Sol
(A1=A,), o planeta B tera uma posicao genérica B,, distinta da reta suporte que liga o

Sol e B».
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Continuando o movimento orbital, o planeta A terd uma nova oposi¢do com o
planeta B, como ilustrado na posi¢do A3Bs. Para efeito de simbologia, vamos considerar
o periodo sideral dos planetas (P;: periodo sideral do planeta interno e P.: periodo

sideral do planeta externo) e o periodo sinddico (S), que ¢ 0 mesmo para os dois astros.

360°

Considere que em um dia o planeta interior move-se e o planeta exterior

i
o

percorre . Assim, apds um dia, o planeta interior tera avangado um angulo de

360°  360°
P.

1 €

,em relagdo ao planeta exterior. Esse ganho ¢ equivalente ao periodo

360° _ 360°  360° 1
S P. P S

1 € 1 €

sinddico, ou seja,

No caso particular do sistema Terra/Marte”, sabe-se que Marte leva cerca de 780
dias para nascer quando o Sol se opde duas vezes seguidas, ou seja, para estar em
oposicdo com a Terra. Para comprovar-se o valor deste periodo, levamos em
consideracdo que a Terra apresenta periodo sideral Pr = 365d 6h 09m 10s ou
aproximadamente 365,256363 dias e Marte Py = 686,979852 dias. O periodo sinodico
de Marte sera calculado atraveés da expressao:
1 _ 11 _ 1 ) 1
S P, P, 365,256363 686 ,979852

- 8§ =779,936 096 dias .

Entretanto, observou-se que duas oposi¢des consecutivas ndo ocorrem nos mesmos
pontos de suas Orbitas. A figura 49 apresenta as mais recentes posi¢des com relagcdo a

posigao do periélio de Marte em relagao a Terra.

No caso do sistema Terra/Marte, as oposi¢cdes ocorrem em 2 anos, 15 anos, 32
anos, 47 anos, dentre outras. Representamos, no quadro 21, os célculos relativos as

posicdes que podem ser observadas na figura 48.

Quadro 21: Valores relativos as posigdes do periélio de Marte em relagdo a Terra.

Ano Diferenca em relaciio a 2003 convergente
1956 2003 — 1956 =47 anos. 47/22
1971 2003 — 1971 = 32 anos. 32/15
1988 2003 — 1988 =15 anos. 15/7
7 Para visualizar o sistema Marte/Terra, hd wuma simulagio da oposicdo no site

http://astro.if.ufrgs.br/p1/node3.htm.



http://astro.if.ufrgs.br/p1/node3.htm
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O quadro 21 mostra que as diferencas em relacdo ao periodo de 2003 sdao os
denominadores dos convergentes, que relacionam as observagdes do fendmeno com as

melhores aproximacdes, indicando a melhor estimativa para a questdo proposta.

Em decorréncia das analises realizadas, encaminhamos a resolu¢ao com foco na

determinagdo em qual seria a proxima oposi¢ao do planeta Marte (em relagdao a 2003).

Considerando-se que o periodo sideral da Terra é cerca de Pt = 365,256363 dias
(tempo que a Terra retorna ao mesmo ponto de sua oOrbita) e para Marte o periodo
sinodico € S = 779,936096 dias, entdo, dado que ocorreu uma oposicao, as proximas
ocasides nos mesmos pontos de suas Orbitas ocorrerao num intervalo de tempo que seja
um multiplo comum de Py e S. Assim, o problema consiste em determinar dois numeros
inteiros m e n que satisfacam a seguinte relacdo: m.S = n.Pr, ou seja, m.779,936 096
= n.365,256 363, o que aproximadamente resulta n/m = 2,135311146. Para obter os

inteiros m e n, faz-se uso do método das fracdes continuas, conforme o quadro 22.

Quadro 22: Algumas relagdes (reduzidas) entre as oposi¢des Marte/Terra.

convergente Valor da aproximagao
1° c, =2,135311146 =2 +0,135311146 =2,
1 1 15
20 c, =2,135311146 =2+0,135311146 =2+ —————=2+—=—.
7,390374182 7 7
3° c2=2,135311146=2+;=2+ ! = +L=£
7390374182 74 1 s
2561644814 2
4 ¢, =2,135311146 =2+ ! =2+ 11 =2+ 11=ﬂ
7.390374182 4 1 S22
24— 3
1,780484703
79
5 -9
C4 37.

Tendo como suporte as observacdes destacadas na figura 49 e sintetizadas no

quadro 21, é razoavel se considerar ; _n_7 e supor como 2082 (2003 + 79 = 2082)
m

como uma data para a proxima repeti¢do do fendmeno.

O calendario gregoriano ndo utiliza o periodo sideral da Terra, mas o periodo do
retorno das estagdes do ano, que tem o valor médio e aproximado de 365,25 dias para o

ano. Assim, o periodo de 79 anos corresponde a aproximadamente 79 x 365,25 dias =
28.854,75 dias.
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Para os 37 periodos sinddicos de Marte tem-se 37 x 779,936096 dias =
28.857,63555 dias, que corresponde a uma pequena diferenga de aproximadamente 2,9
dias do nosso calendario. Com estes dados pode-se prever a proxima oposicdo, que

devera ocorrer em agosto de 2082.

Esta situagdo, proposta num contexto de um fenOmeno em astronomia, utiliza
recursos de simples conceituagdo: consideragdes elementares do campo da Geometria, o
conceito de maultiplos, o calculo operatério com fragdes; o conceito de melhor
aproximacao dado pelo recurso as fra¢des continuas, representando um elo entre as

representacdes de nimeros inteiros € 0s numeros irracionais envolvidos.

Complementando essas consideragdes ao apresentarmos duas situacdes
envolvendo as fragdes continuas e a questdo das aproximagdes, nossa inten¢do foi
ilustrar a articulagdo e conexao de elementos intramatematicos e interdisciplinares. Tais
situagdes enriquecem o papel da Matematica, ao valorizar tanto os aspectos técnicos,
considerando-se que as operagdes usuais com fragdes de nlimeros inteiros apresentam
poucas opgoes de facil acesso aos alunos como veiculo de ilustracdo das ferramentas
que o meio cientifico utiliza, assim como pela possibilidade de destacar o papel

semantico.

Nesse sentido, as fracdes continuas fornecem as melhores aproximagdes e, nos
dois casos tratados neste texto, permeiam uma série de explicagdes envolvendo uma
relagdo pragmatica entre o numero de dentes de um dispositivo simplorio (as
engrenagens), até as instigantes manifestacoes celestes presentes num fendmeno natural
que remonta a séculos da criagdo de nosso sistema solar, fatos que poderdo articular

projetos ou situagdes interdisciplinares de aprendizagem nos meios escolares.
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CONSIDERACOES FINAIS/ EXPECTATIVAS FUTURAS

Passamos a delinecar as conclusdes deste trabalho, situando e finalizando as

reflexdes desenvolvidas sobre os nimeros irracionais, objeto de ensino em nivel basico.

Inicialmente retomamos o percurso realizado por esta investigacao para verificar o
movimento dos numeros irracionais no ensino basico, como saber a ser ensinado.
Escolhemos como ponto de partida evidenciar o modo como este tema se encontra
registrado e desenvolvido em algumas colecdes de livros didaticos do Ensino

Fundamental II e do Ensino Médio.

A busca empirica teve como indicador o discurso presente nas manifestagdes dos
manuais escolares. Este recurso didatico buscou as evidéncias do uso da palavra escrita
como clemento de mediagdo e comunicacdo do conhecimento matematico entre o

sistema de ensino e a pessoa do professor e do aluno.

Com base em Bakhtin (1986), consideramos que o discurso expresso nos livros
didaticos pode ser analisado, pois se constitui num ato de fala impresso, um elemento da

comunicac¢do e de expressao de id€ias.

Para compreender e analisar o modo subjetivo presente na mediagdo que perfaz o
livro didatico consideramos Aguiar (2002), que se inspirou no referencial de Vygotsky
(1998a; 2001). Esta autora discorre sobre a necessidade de apreender os elementos ou
conteudos do discurso, observando o ndo-observavel ou o nao-explicitado.
Fundamentando nas ideias presentes em Vygotsky (1998a, 2001), o modo de
investigacdo que a autora propde considera as palavras/signos como esséncia para se
constituir a subjetividade do sujeito do discurso.

Para compreender a fala de alguém nao basta entender suas palavras; ¢
preciso compreender seu pensamento [...], é preciso apreender o
significado da fala. O significado ¢é, sem davida, parte integrante da
palavra, mas ¢ simultaneamente ato do pensamento, ¢ um e outro ao

mesmo tempo, porque ¢ a unidade do pensamento ¢ da linguagem
(AGUIAR, 2002, p.130).

Baseando-se na metodologia dos nucleos de significacdo, descrita em Aguiar e
Ozella (2006), constatamos que, no discurso dos conteudos disponibilizados nas
colecoes de livros didaticos do ensino basico prevalece uma polarizagdo na
apresentacdo dos temas envolvendo os numeros irracionais. Nas obras analisadas, o
percurso de exposicao didatica se situa em um dos pélos — empirico ou tedrico — com

parcas ou mesmo sem mutuas conexdes.
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Com relagdo ao discurso polarizado no modo pragmatico, manifestado em
algumas colegdes, a apresentagdo dos temas envolvendo os numeros irracionais ¢
realizada pela exposicdo de algumas situacdes e exemplos particulares. Depois de
esgotadas as possibilidades de um tipo de discurso situado no viés pragmatico e inserido
em determinados contextos particulares, a generalizacao conceitual dos livros didaticos
analisados encerra breves citacdes, sem aproveitar o mote inicial para realizar um

aprofundamento semantico.

Esse viés pragmatico representa uma solugdo de continuidade da exposi¢ao usual
de apresentacdao dos niimeros racionais, nas séries anteriores. Naturalmente, para os
nimeros racionais esta op¢ao pragmatica se viabiliza, em parte, pela propria natureza do
assunto. Porém, no caso dos numeros irracionais — um conceito tedrico — o repertorio
inicial do discurso pragmatico rapidamente se esgota € o encaminhamento seqiiencial
realiza um salto didatico para o conceito tedrico, dos exemplos para a definicdo e para a
operacionalizagdo, permanecendo neste lado da via durante o restante da jornada, o que

inviabiliza modos de compreensdo do tema dos niimeros irracionais.

Pela via oposta, as demais cole¢des iniciam a apresentagdo dos nUmeros
irracionais por um viés tedrico, por meio de defini¢des e conceitos, expressas na
peculiar sintaxe matematica. No decorrer do texto, a exposicdo dos manuais escolares
propde uma série de exercicios de aplicagdo imediata, embasada nos niimeros como
ferramenta operatdria para célculos de natureza aritmética e manipulacdes algébricas,

privilegiando assim aspectos sintaticos, em detrimento dos aspectos semanticos.

Consideramos que a abordagem teorica provoca um verdadeiro conflito entre a
cultura do pragmatico, estabelecida pelos textos de Matematica Elementar que transitam
nos ciclos I, IT e III do Ensino Fundamental e a corrente de autores que defendem a
abordagem dos objetos matematicos através da concep¢do formal. Esse choque de
culturas promove um descompasso na aprendizagem da Matematica, acentuando a
crenga erronea que 0s numeros racionais sao passiveis de construgao, porém os numeros

irracionais ndo o sdo, algo que ndo concordamos.

As colegdes que promovem uma apresentacdo tedrica parecem acreditar na
impossibilidade de uma construgdo significativa dos nlimeros irracionais, pela propria
natureza tedrica do tema. Este fator representa uma dificuldade adicional em relacao aos
livros com viés pragmatico, pois hd uma tendéncia minima ou mesmo nenhuma
preocupacdo em estabelecer relagdes com a realidade mais préxima dos sentidos

imediatos, o que restringe a possibilidade de significar tal tema.
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Em sintese, o discurso presente nos manuais escolares indica a auséncia de modos

de intercambio entre o pragmatico e o tedrico. A polarizagdo por um desses extremos,
revelada na andlise realizada junto aos livros didaticos, simplifica e dificulta possiveis
contribuicdes no tocante a aspectos que permitam a compreensao de ideias e conceitos

fundamentais da Matematica.

O contexto de aprendizagem envolvendo a construcdo de significados para os
nimeros irracionais requer um campo de referéncias mais intrincado do que efetivar a
transferéncia do discurso matematico por uma das vias de mao TUnica:

definir/exemplificar/operar ou exemplificar;contextualizar/definir/operar.

Em ambas as opg¢des unilaterais — pelo viés empirico ou através da exposi¢ao
teorica — ha a valorizacdo de aspectos operatdrios, finitos, exatos e deterministicos, o
que equivale a estabelecer a predominancia da técnica sobre o significado. Esta
prevaléncia no discurso presente na grande maioria dos livros didaticos sao concepgdes
que ndo permitem caminhar para desvelar e mapear uma construgdo significativa do
conhecimento matematico e, em particular, pouco contribuem para a apresentagdo e o
desenvolvimento dos aspectos essenciais € semanticos da concepcdo, estrutura e

natureza do tema dos numeros irracionais no ensino basico.

Nao ¢ suficiente para os livros didaticos somente definir os nimeros irracionais,
apresentar alguns exemplos numéricos e realizar um tratamento matematico operatério
em exercicios e problemas de aplicacao imediata, na esperanga que estes elementos ou
seqiliéncia de discurso componham um quadro didatico com abrangéncia suficiente para

tecer um entorno significativo para o trabalho deste conhecimento em sala de aula.

No contexto das teorias formais’’ a definigio ¢ passo fundamental para inicializar
o processo de caracterizacao de um objeto matematico. Porém, no campo educacional a

situacdo ¢ mais elaborada, o que exigiu uma reflexao dos diversos fatores envolvidos.

Atualmente ndo faz mais sentido privilegiar somente um momento para apresentar
e designar um objeto matematico. A intencdo da constru¢do do conhecimento requer
que um “[...] conceito esta permanentemente em fase de construcao e, nessa mesma
construgdo encontra-se a parte mais problematica e, consequentemente mais rica do seu

significado” (D’AMORE, 2005, p. 46).

77 Uma teoria formal “[...] consta de termos primitivos, regras para formacio de formulas a partir deles,
axiomas ou postulados, regras de inferéncias e teoremas” (MACHADO, 1994, p. 30).
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Um pressuposto que permeia a comunidade académica na area de Educacao ¢ que

a aprendizagem de um objeto:

[...] matematico ¢ muito mais amplo do que a sua defini¢@o, ndo ¢ uma
acdo localizada como a expressio ou um registro lingiiistico. E
necessario recorrer a outros conceitos ¢ teorias que podem revelar
novos saberes que o aluno deve aprender que a defini¢do ndo € capaz
de expressar, [ou seja,] conceituar exige muito mais do que apenas
definir (SOUTO, 2010, p. 38).

De modo geral, as andlises reveladas nas colecdes de livros didaticos envolvem
um saber-fazer sem uma compreensdo mais ampla, sem qualquer explicitacdo ou
reflexdo do que se faz. Este modus operandi traz no bojo a crenga, ainda presente
atualmente no sistema educacional brasileiro, que se deve inicialmente treinar a técnica,
e, tdo somente a partir do dominio da técnica, seria possivel realizar um trabalho para

designar os significados dos objetos.

Esses materiais didaticos se assemelham ao que Machado (1990) denomina de
metafora do usudrio. Ao leitor caberia apenas utilizar a Matematica como um saber

fazer, sem a necessidade de atribuigdo de significados as agdes que executam.

Existe um consentimento disseminado quanto ao tratamento da
Matematica como um assunto cujo significado ndo ¢ facilmente
apreensivel para a maioria das pessoas, o que abre caminho para que
se estabeleca, sempre que possivel, certo distanciamento voluntario ou
entdo uma resignacdo a condicdo de usudrio. Muitas das dificuldades
com o ensino desta disciplina parecem decorrer de tal resignacao
(MACHADO, 1990, p. 115).

Para delinear um percurso que permita significar os nimeros irracionais no ensino
basico ¢ necessario fundamentar um trabalho didatico que considere tanto os aspectos
sintaticos quanto os semanticos, numa negociagdo que evite polarizar um dos extremos.

Emprestamos de Vygotsky (1998a, 2001) referencias que permitiram esclarecer a
importancia e transportar para o universo da Matematica o pareamento entre as
peculiares manifestacdes sintdticas dos registros matematicos em conjungdo com 0s
aspectos semanticos. Esse posicionamento situa o pensamento e a linguagem como fios
condutores que confluem para a constitui¢ao de niveis de transi¢do entre o pragmatico e
o tedrico, de modo a se viabilizar caminhos para o ato de significar os nimeros

irracionais, algo raramente explorado nos manuais escolares analisados.

Para Vygotsky (1998a), o significado se constitui nas interagdes entre 0 meio e o
ser humano, sendo a palavra o instrumento que articula e expressa o pensamento,
aprimorando o desenvolvimento da linguagem, que dialeticamente prové significado as

palavras.
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O autor destaca a importancia da palavra para além da simples dicionarizagao,
remetendo a formagdo de conceitos, um meio especifico e original do modo de

expressdo do pensamento.

O conceito ¢ impossivel sem palavras, assim como o pensamento em
conceitos ¢ impossivel fora do pensamento verbal, em todo esse
processo, o0 movimento central, que tem todos os fundamentos para ser
considerado causa decorrente do amadurecimento de conceitos, é o
emprego especifico da palavra, e o emprego funcional do signo como
meio de formagao de conceitos (VYGOTSKY, 2001, p. 170).

A importancia da palavra como meio de ascensdo aos significados ¢ retomada por
Machado (1990), ao discutir as relagdes entre a Matematica e a Lingua Materna. Para o
autor, a fala é uma caracteristica marcante da natureza humana e que acrescenta uma
dupla fun¢do para a palavra: a manifestacao/expressao do eu e a comunicagao com o(s)
outro(s). A lingua consiste num sistema de signos que exprimem ideias, tendo como

fungdo expressar € comunicar.

O que importa, de fato, ¢ a consideracdo do amalgama comunicagdo-
expressdo [...] englobando o desenvolvimento da capacidade de
descrever o mundo, mas também de interpretar, criar significados,
imaginar, compreender e extrapolar (MACHADO, 1990, p. 92).

Novamente com relagdo ao livro didatico, a palavra inserida num discurso vivo e
com significado apresenta varias possibilidades de caminhos, inserindo o leitor numa
jornada, sem necessariamente conduzir por determinadas rotas, mas levando-o a refletir
sobre alternativas e modos diversos, incentivando e indicando fontes de referéncias e

pesquisas, para abrir novos canais de expressao e de comunicagao.

Um livro deve proporcionar modos para o leitor pensar. Raths et al. (1977) atenta
para uma crenga no ensino onde o aluno deve em primeiro lugar aprender os fatos para
depois ser solicitado a pensar a respeito. Porém, muitas situacdes e problemas se tornam
significativas quando as operagdes de pensamento sdo acessadas, pois “[...] pensar é
uma forma de aprender. Pensar ¢ uma forma de perguntar pelos fatos, e se o pensamento
tem algum objetivo, os fatos assim encontrados serao significativos para esse objetivo”

(RATHS et al., 1977, p. 15).

Estas consideragdes nos levam a crer que um livro que ndo explicita as diversas
possibilidades de apresentar ou introduzir um tema restringe ou limita a capacidade
lingiiistica de comunicacao-expressao de ideias. Isto tem como conseqiiéncia que a

responsabilidade de interpretacdo passa a ser tarefa do leitor.
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Esse papel de interpretante se torna arduo para um leitor iniciante, como os alunos

do Ensino Fundamental, com pouca autonomia e vivéncia para suprir as lacunas
textuais. E se considerarmos alguém ja habituado com uma determinada interpretagdo
textual ou discurso, como os alunos do Ensino Médio, a apresentacao limitada de
comunicagdo-expressao dos manuais escolares cria uma barreira para tecer uma rede de

significados aos conhecimentos matematicos.

A partir da analise critica do discurso presente no livro didatico, encaminhamos
referenciais teoricos de suporte para constituir modos de significar a apresentacdo e

desenvolvimento dos numeros irracionais no ciclo basico.

A apreensdo de significados através da palavra pela drea de Matematica muito tem
a ganhar com uma darea correlata: a Lingua Materna. Nesta vertente “[...] o ponto de
partida sdo as unidades da primeira articulagdo — as palavras — prenhes de significagdes”

(MACHADO, 1990, p. 109).

Mas a palavra com significado ¢é ponto de partida, ndo contendo a totalidade. Por
significacdo, Bakhtin (1986) compreende os elementos abstratos da enunciacdo que sdo
reiteraveis e idénticos cada vez que sdo repetidos, ou seja, fundados sobre convengdes e,
portanto, dicionarizaveis. O objetivismo favorece arbitrariamente a unicidade, a fim de

prender a palavra em uma acepgao dicionarizada.

A medida que a linguagem se desenvolveu [...] as significagdes
comecaram a estabilizar-se segundo as linhas basicas e mais
freqiientes na vida da comunidade para a utilizagao tematica dessa ou
daquela palavra (BAKHTIN, 1986, p. 130).

Para ‘soltar a palavra’ é preciso apreender os elementos do texto, promovendo

uma rede de conexdes para abranger a totalidade de significacdes do discurso.

Etimologicamente, texto ¢ tecido; reporta-se a antiga técnica de tecer.
O que justifica a propriedade da metafora téxtil, aplicada ao signo
textual, esta longe de ser a hierarquia dos ‘fios’. O ponto de analogia &
antes a ac¢do de combinar, de enredar, de construir redes de relagGes
cuja somatoria resulta no tecido. Do ponto de vista etimologico, nada
impede que diferentes codigos estejam relacionados numa mesma
combinacdo textual capaz de exprimir uma unidade significativa da
cultura. O texto surge, assim, como um produto cultural hibrido, que
une diferencgas, em vez de separa-las. O que importa ¢ a capacidade de
significar e ndo os elementos que, enredados, levam a significacdo
(MACHADO, 1., 1999, p. 42).

Em face das polarizacdes efetivadas pelos livros didaticos, que ndo permitem
enraizar os significados dos numeros irracionais, contrapomos neste trabalho a
necessaria demanda para a tessitura de meios de negociacdo e transicdo entre a

abordagem empirica e a teorica.
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As deliberagdes acima permitiram situar um ‘espago de significagcdes’ para os
nimeros irracionais, um campo onde os signos proprios da Matematica se articulam
com a ascensdo da palavra inserida em multiplas conexdes dentro do discurso
matematico, que vai além da simples defini¢do e operacionalizagdo de um conceito

matematico.

Deste modo, para se criar modos de promover a confluéncia entre a técnica € o
significado, inicialmente inserimos a questdo num ponto de vista do aprimoramento da
relacdo entre a Matemadtica e a Lingua Natural, ou seja, entre os signos especificos da
Matematica e a pluralidade de expressdo e comunicagdo que naturalmente a palavra

possui.

Esta relacdo se complementa na medida em que a Matematica e a Lingua Materna
“[...] constituem sistemas de representacdo, construidos a partir da realidade e a partir
dos quais se constroi o significado dos objetos, das agdes, das relagdes. Sem eles, nao

nos construiriamos a nds mesmos enquanto seres humanos” (MACHADO, 1990, p. 83).

Outro fator que agregou elementos para significar os numeros irracionais como
saber matematico no ensino basico foi encontrado no campo historico-cultural. Brolezzi
(1991, 1996) destaca a importancia do entendimento do movimento historico para que
seja possivel situar abordagens que componham um quadro estruturador de um trabalho

didatico na Matematica a ser ensinada.

A andlise dos elementos presentes na movimentagdo e constitui¢ao histérica do
conhecimento dos numeros irracionais € dos numeros reais revelou um natural
entrelacamento entre esses campos. Este olhar norteou a hipdtese de que os elementos
constituintes da epistemologia dos nimeros reais se constituem em aporte para embasar
uma abordagem mais esclarecedora e significativa do conhecimento dos nimeros

irracionais no ensino basico.

A referéncia ao campo da epistemologia permitiu entender o surgimento, a
evolucdo e a natureza dos campos numéricos constituintes dos nimeros reais: 0s
Numeros Racionais e os Numeros Irracionais. Os aspectos dicotomicos presentes no
campo dos Numeros Racionais e dos Numeros Irracionais, resolvidos do ponto de vista
do conhecimento matematico, perpassam uma vivéncia problematica nos diversos anos
do ensino da Matematica Elementar, dificuldades indicadas neste trabalho através das

expressoes presentes no discurso dos manuais escolares.
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O conjunto dos Numeros Racionais apresenta uma abordagem pragmadtica no
Ensino Fundamental, de modo similar ao que ocorreu no percurso de desenvolvimento
historico-cultural deste campo. De modo oposto, os numeros irracionais essencialmente
desfrutam de uma natureza teorica, originando um descompasso com a esséncia

pragmatica dos racionais.

Para a compreensdo dos elementos constituintes e fundamentais que estdo no
amago de uma abordagem significativa dos numeros irracionais, tecemos consideragdes
em relacdo a importancia dos fundamentos dos eixos constitutivos dos nimeros reais

- discreto/continuo; finito/infinito; exato/aproximado - relatados em Machado (2009).

A consideragdo das tensdes e composi¢cOes inerentes a cada par de eixos
constituintes dos niimeros reais, complementares por natureza, permitiu caracterizar um
‘espaco de significagdes’, um campo onde as a¢des advindas do movimento dialético
entre os eixos norteadores guiam e organizam interagdes que viabilizam diversos
caminhos para explicitar ¢ compor uma tecitura de significados dos conhecimentos
relativos aos nimeros irracionais, favorecendo varias relagdes interiores ¢ exteriores a

Matematica.

A consideragdo de aspectos historicos, epistemologicos e didaticos envolvendo os
nimeros irracionais e reais permitiu explorar diversos feixes de relagdes, inseridos na
concepcdo do conhecimento como rede de significagdes. Para Machado (1995), o
conhecimento nao se acumula em determinado objeto, mas agrega valor pela dindmica

expressa no feixe de relagdes que podem ser constituidas no entorno do referido objeto.

Nesta metafora proposta por Machado (1995), as redes sdo constituidas por nos,
de onde saem novas ligagcdes que possibilitam diversos percursos. A apreensao de um
conhecimento ocorre pelas possibilidades de caminhos, pelas relagdes estabelecidas e
pelo enriquecimento do repertdrio de compreensao, que conduz a uma significacao dos
objetos que compde a rede, ndo somente por justaposi¢cdo de conhecimentos, mas pela
possibilidade de propiciar a complementaridade, a proximidade, a mobilidade e o
enriquecimento dos assuntos tratados. Deste modo, novas relagdes sao estabelecidas, os
conhecimentos emergem destas relagcdes e circulam em diversas representagdes,

conectados as concepgdes historicamente desenvolvidas.

Os referenciais tedricos propostos neste trabalho serviram de embasamento e
orientacdo para a elaboracdo de situacdes de ensino, descritas no capitulo 3. Estas
propostas objetivaram exemplificar algumas formas, de uma gama variada de possiveis

modos de abordar e significar o conhecimento proposto para o ciclo basico.
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Vale destacar que nossa intengdo, com as situagdes apresentadas no capitulo 3,

ndo ¢ institui-las como modelo ou sequenciamento de exposi¢dao, nas diversas séries
escolares. Antes, o objetivo de evidenciar tal conjunto de atividades ¢ elucidar alguns

modos de abordagem dos referenciais tedricos expostos no capitulo 2.

Com relagdo a escolha dos numeros irracionais mais destacados — o numero PI, o
numero de Euler e o numero de ouro — esta op¢ao nao esgota outras possibilidades de
abordagens interessantes. Existem também diversos numeros irracionais possiveis de
serem tratados no ensino bésico: a constante de Liouville’, a constante de Euler-

Mascheroni’’, & (2) ** e a constante de Apéry®', dentre outros.

O repertorio tematico optado para exposi¢ao no capitulo 3 constituiu alguns dos
possiveis percursos de significacdo dos nimeros irracionais. Existem outros modos de
tecitura de significados, que podem ser abordados dependendo do momento de
exposi¢do dos conteudos da grade curricular, das diretrizes e projetos das intimeras

escolas, assim como dos interesses e possibilidades de desenvolvimento dos alunos.

As relagdes possiveis de serem tecidas, numa escala reduzida, permearam um
micro-espaco de possibilidades em torno de determinada teméatica dos numeros
irracionais. Este contexto pode ganhar amplitude se forem considerados os aspectos

presentes na dialética dos pares finito&infinito; exato&aproximado; discreto&continuo.

As possiveis conexdes entre os eixos norteadores, explicitadas no capitulo 2,
serviram de referéncia para estimular e reativar motivagdes surgidas no decorrer do
desenvolvimento histérico dos numeros irracionais, de modo a ampliar o ‘percurso de
significacdes dos numeros irracionais’, gerando um macro-espaco de significagdes, se

considerarmos uma escala mais abrangente.

Os aspectos presentes na dialética dos eixos constitutivos dos nimeros reais
- finito&infinito; exato&aproximado; discreto&continuo - serviram de embasamento a
fim de estimular e reativar motivagdes surgidas no decorrer do desenvolvimento

historico dos nameros irracionais.
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A elaboracao da atividade relativa ao numero PI no capitulo 3 inspirou-se na
possibilidade de destacar o que representa um processo de aproximagdo, pProcesso
elucidado a partir da historia do conhecimento dos nimeros irracionais. Esta concepgao
remonta a possibilidade de “[...] em vez de identificar ® simplesmente com o valor
racional 3,14, o aluno poderia desenvolver outros procedimentos de aproximacgao,

percebendo, através destes, as dificuldades intrinsecas a problematica do numero

irracional” (REZENDE, W., 2003, p. 331).

Outro aporte fundamental na concepgao da referida atividade foi explicitar as
relagdes de aproximagdes envolvendo a razao de niumeros inteiros pelos diversos povos
antigos. Os niimeros irracionais, surgidos na ‘Crise dos Incomensuraveis’ sdo expostos

no trabalho de Euclides, que utiliza processos de:

[...] aproximag¢des por valores racionais, fazendo uso simultaneamente
de seqiiéncia de valores inferiores quanto de seqiiéncia de valores
superiores a medida do segmento incomensuravel. Tal procedimento
influenciou R. Dedekind (1872), conforme revelou o proprio
matematico alemdo, na elaboracdo de sua teoria dos niimeros reais a
partir de ‘cortes’ de nimeros racionais (REZENDE, W., 2003, p. 91).

As situagoes envolvendo o ‘numero de ouro’ e ‘o nimero de euler’ foram
motivadas para situar a relagdo empirico&tedrico de modo mais abrangente. Nos livros
didaticos os niimeros irracionais ficam basicamente associados a localizagdo de alguns
valores de destaque na reta real, numa associacdo geométrica, detendo certo prejuizo a
outras areas da matemadtica. Nesse sentido, hd relato com relagdo ao prejuizo da

aritmética, que tem influéncia na noc¢do fundamental do niimero.

Excetuando os niimeros naturais, que sdo construidos a partir do
problema histérico da contagem, os demais (inteiros, racionais e
irracionais) estdo associados a ‘construgdo da reta numérica’. Os
numeros reais sdo dessa forma uma ‘medida’ na reta numérica, e as
suas representacdes decimais ou sdo finitas ou sdo ‘aproximadas’: m =

3,14; \/5 =1,4 etc. Assim, os numeros irracionais continuam no

processo pedagogico, tal como em seus tempos de outrora, ‘nebulosos’,
‘surdos’, nimeros que ‘ndo dizem nada’ e que ndo possuem uma
posicdo na reta numérica — ‘estdo sempre andando na reta’. Sua
existéncia ¢é assumida apenas potencialmente no universo da
‘matematica abstrata’ (REZENDE, W., 2003, p. 329).

Nas situagdes tematizadas no ‘nimero de ouro’ e no ‘numero de euler’ optamos
por percursos que compreendiam idas-e-vindas no entorno do pragmatico&teorico,
explorando a interag@o entre as diversas linguagens matematicas — aritmética, algébrica,
gréfica, funcional, reta numérica, textual, simbdlica, geométrica, computacional — e que
incluiram a possibilidade de demonstragdes, fazendo uso de argumentacao e discurso

acessiveis a alunos secundaristas.
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De modo geral, as situagdes de ensino apresentadas situaram e articularam
conhecimentos presentes no atual curriculo de matematica, o que revalorizou inimeras
relacdes que se encontram presentes na epistemologia dos assuntos, fato geralmente nao
observado nos manuais escolares analisados. E usual no ensino apresentar os
conhecimentos matematicos como se fossem departamentos autonomos, sem maiores

interligagdes conceituais.

A proposta em apresentar temas envolvendo os niimeros irracionais articulou e
abrangeu diversos conhecimentos situados no préprio territério da Matematica. Essa
visdo intradisciplinar permeada pela rede de relacdes estabelecidas permitiu valorizar a
Matematica e a possibilidade desta mapear temas interessantes, motivadores e

revitalizadores do proprio campo de dominios.

Com relagdo as contribui¢des delineadas, os nimeros reais possuem uma esséncia
que articula e revela nuances do préprio mundo matematico, papel adquirido no
desenvolvimento histéorico e que buscamos retratar neste trabalho. Este viés
caracteristico permitiu situar o conhecimento dos niumeros reais como ‘tema mapeador’
que medeia um ‘espaco de significagdes’ para os numeros irracionais, onde os €ixos
constituintes discreto/continuo, exato/aproximado e finito/infinito orientam as relagdes e
permeiam as negociagdes entre os signos proprios da matematica e o uso da palavra,
constituindo niveis intermediarios para as diversas relagdes entre o empirico e o tedrico,

harmonizando a confluéncia entre a explorag¢ao da técnica e a construg¢ao do significado.

A proposta da escolha dos numeros reais como tema encontra ressonancia nas
consideragdes presentes em Bakhtin (1986). Em se tratando se propiciar conexdes, o
autor aponta que a multiplicidade das significacdes ¢ o indice que faz de uma palavra
uma palavra. Para o autor, somente a dialética pode resolver a contradicdo aparente

entre a unicidade e a desejada pluralidade da significacao.

O tema constitui o estagio superior real da capacidade lingiiistica de
significar. De fato, apenas o tema significa de maneira determinada. A
significacdo € o estagio inferior da capacidade de significar. A
significacdo ndo quer dizer nada em si mesma, ela ¢ apenas um
potencial, uma possibilidade de significar no interior de um tema
concreto. A investiga¢do da significagdo de um ou outro elemento
lingiiistico pode, segundo a definicdo que demos, orientar-se para duas
diregOes: para o estagio superior, o tema; nesse caso, tratar-se-ia da
investigacdo da significacdo contextual de uma dada palavra nas
condi¢des de uma enunciagdo concreta. Ou entdo ela pode tender para
o estagio inferior, o da significagdo: nesse caso, sera a investigagdo da
significacdo da palavra no sistema da lingua, ou em outros termos a
investigacdo da palavra dicionarizada (BAKHTIN, 1986, p. 131).
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Além do que se estabelece usualmente no curriculo do ciclo basico, no seio da
propria matematica existem outros assuntos que permitem explorar de modo mais
abrangente a natureza e concep¢do dos nimeros reais. Estes temas geralmente sdo
abordados no Ensino Superior, que por uma visdo simplista, sdo classificados como
inadequados para utilizagdo no ciclo basico, por serem considerados demasiadamente

abstratos e carecerem de vinculo com a realidade.

Machado (1990) aponta ndo fazer sentido classificar qualquer conhecimento como
abstrato, visto que ¢ possivel se conceber vias que ativem contetidos de significacio™.
A dimensao dos conteudos de significagdes, de natureza nao palpavel, revela aspectos
de concretude de um assunto, que se encontra nos aspectos semanticos € podem ser
acessados através de narrativas, textos escritos e representagdes pictdricas, dentre outras

formas.

Na superficie dos assuntos tratados, existem temas matematicos que inicialmente
parecem carecer de vinculo com a realidade. Porém:

[...] o recurso a evolugdo histérica das nogdes envolvidas conduz a
uma visdo mais organica das relagdes em questdo, revelando um
nucleo epistemoldgico de onde emerge uma continuidade insuspeitada
pelos que se detém na aparéncia (MACHADO, 1990, p. 22).

Um olhar mais abrangente para aspectos historicamente desenvolvidos ao longo
da construgdo do edificio matematico revela conceitos matematicos deixados a margem
no ensino basico. A utilizagao destes temas colabora para o curriculo de Matematica do
ensino basico, na medida em que além de atualizar o conhecimento matematico, permite
valorizar e interligar topicos que ja estdo inclusos na problematica deste ciclo,

incrementando o percurso de significagdes dos niimeros irracionais.

As consideragdes tecidas neste texto revelaram possibilidades de abordagem das
fragdes continuas simples, assunto inicialmente desenvolvido pelos gregos, que foi

sendo enriquecido ao longo do desenvolvimento histdrico.

A andlise desse percurso historico nos fez perceber alguns nos da teia tecida
considerando o tema e abordando aspectos fundamentais em relacdo a natureza e
estrutura dos numeros reais. Propomos, assim, as Fra¢des Continuas como tema
articulador, que permite revelar a complementaridade entre os Universos dos Numeros
Racionais e os Numeros Irracionais, acessando outro modo de representacdo e

significacao destes conhecimentos na escolaridade basica.

%2 Segundo Machado (2004), a dimensio material é uma importante (e a mais conhecida) componente da
nocdo de concreto, embora ndo esgote seu significado.
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Uma propriedade essencial relacionada aos numeros reais ¢ que todo numero
irracional pode ser bem aproximado por nimeros racionais. A aproximagdo de numeros
irracionais por racionais ¢ uma questdo de grande importancia em diversas situagdes e
permeia uma importante articulacdo entre os conjuntos dos Numeros Racionais € o

conjunto dos Numeros Irracionais.

Do ponto de visto da Teoria dos Conjuntos, os Numeros Racionais e os Numeros
Irracionais sdo conjuntos disjuntos. Esta concep¢do matemadtica pode induzir, numa
visao simplista, a inexisténcia de relagdes a serem tratadas no ensino basico. A
caracterizacdo das possiveis relacdes entre o conjunto dos nameros racionais € o
conjunto dos numeros irracionais, pela abordagem da aproximagdo compds um contexto
propicio a ser explorado no atual curriculo de matematica do ensino bésico, conforme

expusemos nos capitulo 2 e 3.

As consideracdes tecidas neste texto revelaram possibilidades de abordagem do
tema das Fragdes Continuas Simples no ensino basico, considerando-a como uma

oportunidade de atualizagdo do curriculo de Matematica.

Além disso, a propria natureza das fracdes continuas permite articular varios
conhecimentos inerentes a processos algébricos e numéricos, proprios do curriculo da
escola basica, além de fornecer uma explicagao simples, objetiva e positiva envolvendo
a natureza dos numeros racionais ¢ irracionais: se a fragao continua for finita o nimero

representado € racional e se a fracdo continua for infinita o nimero ¢ irracional.

Esta forma de abordagem evita o problema da circularidade, discutido por
Rezende, W. (2003) e que ainda esté presente no discurso dos livros didaticos do ensino

basico, conforme a analise realizada na revisao bibliografica.

Outro fator que o tema das fragdes continuas proporciona € estabelecer uma ponte
entre os dois conjuntos acima citados, pois as melhores aproximagdes de numeros
irracionais sdo os diversos convergentes que podem ser escritos pela aplica¢do recursiva
do algoritmo. O tema das fragdes continuas fornece um processo que possibilita diversas
aproximacoes racionais, de modo pratico, sequencial e previsivel, num contexto onde
uma aproximacao pode ser melhorada o quanto se desejar, inserindo a questdo dos

nimeros irracionais num quadro mais abrangente.

Além das boas aproximagdes, a natureza das fragdes continuas ¢ propicia para
esclarecer e ampliar o proprio conceito um nimero racional, presente na interacao entre
a natureza finita dos termos da fra¢do continua que representa um numero racional, em

contrapartida com os infinitos termos constitutivos de um numero irracional.
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Em sintese, as fracdes continuas representam um viés interessante de ilustrar os
nimeros irracionais no ciclo béasico: um numero € irracional se a representacdo em
forma de fracdo continua for infinita; caso a representacdo seja finita, o numero ¢
racional. Esta abordagem positiva elimina o citado problema de -circularidade,
delimitando os aspectos finitos e infinitos, exatos e aproximados, discretos e continuos,

de forma simples e envolvendo contetudos acessiveis aos alunos do ciclo basico.

Em relagdo as contribui¢des de ordem didatica, o recurso as fragcdes continuas
como ‘tema articulador’ permitiu ilustrar a operagdo de aproximacdo de niimeros

irracionais, na forma de raizes enésimas irracionais, em areas da ciéncia e do cotidiano.

Aliado a este fator, as fracdes continuas favorecem explorar uma série de
procedimentos alternativos no ensino secundario. As situagdes envolvendo fragdes
continuas ilustraram a exploragdo de diversas estratégias, articulando a abordagem
aritmética e o uso da estratégia algébrica como otimizadora e reguladora de conceitos, o

que favorece o desenvolvimento de competéncias em situacdes de sala de aula.

Deste modo, reafirmamos nossa posi¢do em considerar as fragdes continuas no
ensino basico ndo pelo estudo sistematico e algoritmizado®, mas como uma tematica
capaz de resgatar propriedades fundamentais dos numeros reais, permeando um

contexto que promova uma articulagdo dos assuntos ja estabelecidos no atual curriculo.

Um pressuposto bdsico para a atualizacdo curricular deve considerar que o
contetdo matematico a ser tratado na escola basica ¢ apenas um veiculo para o

desenvolvimento das ideias fundamentais, de acordo com Machado (1990).

O ensino de Matemadtica deve considerar a aquisi¢do e uso intuitivo de idéias

fundamentais. As escolas estao desperdigcando tempo ao adiar o ensino de assuntos:

[...] importantes com base na crenga de que sdo dificeis demais. [...] Os
fundamentos de qualquer assunto podem, de alguma forma, ser
ensinados a quem quer que seja, em qualquer idade. Embora essa
proposi¢do possa parecer de inicio surpreendente, sua intengdo ¢
sublinhar um ponto essencial [...]: o de que as idéias basicas que se
encontram no amago de todas as ciéncias e da matematica, e os temas
basicos que dao forma a vida e a literatura, sdo tdo simples quanto
poderosos. Ter essas idéias basicas ao seu dispor, e usa-las
eficientemente, exige constante aprofundamento da compreensdo que
delas se tem, o que se pode conseguir aprendendo a utiliza-las em
formas progressivamente mais complexas. Apenas quando tais ideias
basicas sdo propostas em termos formalizados, como equagdes ou
conceitos verbais elaborados, ¢ que ficam fora do alcance da crianga, se
ela ndo as tiver primeiro compreendido intuitivamente ¢ ndo tiver tido a
oportunidade de experimenta-las por conta propria (BRUNER, 1987, p.
11-12).

% As Fra¢ées Continuas foi tema do curriculo de Matematica no Brasil até a década de 30 (séc. XX).
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Deste modo, ao sabor das ilustragdes ¢ modos de reconstituigdo de ligagdes e elos
historico-culturais, as situagcdes de ensino que propusemos recriaram ambientagdes
didaticas para permitir a compreensao diversa do fendmeno e a exploragdo das inimeras
relagdes que estdo envolvidas no ato de significar os niumeros irracionais, embasadas na

metafora da rede de significados, conforme Machado (1995).

Uma caracteristica da rede de significados ¢ a abertura para uma multiplicidade de
percursos. Esta concepgdo se contrapde ao obstaculo situado em “[...] certas praticas
escolares como a forma de utilizagao do livro didatico, [que] favorece a cristalizacao de
determinados percursos ao longo da rede, criando para eles a aparéncia de absoluta
necessidade; romper com tais praticas exige uma consciéncia da dindmica dos processos

que a explicitacdo da metafora da rede pode favorecer” (MACHADO, 1995, p. 141).

Deste modo, a multiplicidade de percursos serviu de parametro para a proposta de
construgdo da conceitualizacdo através do percurso de significagdo e a imersao dos
conhecimentos numa rede de significados, em permanente estado de atualizagdo,
agregando novos elementos, realizando novos percursos, de modo a ndo esgotar as

possibilidades de definir ou conceituar os nimeros irracionais.

Machado (1995) pondera que navegar na rede de significagdo nao nega o papel
estruturador, nem os procedimentos algoritmicos e hierdrquicos presentes nas
disciplinas. Para enfrentar o perigo de se perder pela multiplicidade de nds e relagdes
“[...] sera sempre necessario um mapeamento que oriente e articule os caminhos a
seguir, que apresente um espectro nao-hierdrquico e acentrado de opgdes”

(MACHADO, 1995, p. 155).

Acreditamos que navegar pela rede de conceitos associados aos irracionais deve
ter como orientacdo os eixos constitutivos dos numeros reais — o discreto/continuo, o
exato/aproximado, o finito/infinito — inseridos num ‘espaco de significacdes’ que

viabiliza 0 movimento entre conceitos empiricos e cientificos.

Uma situacao que ilustrou tal posicdo ocorreu com relagdo ao surgimento dos
Numeros Irracionais e a relagdo com os Numeros Racionais. Em alguns dos livros
didaticos analisados a abordagem no ensino basico ocorreu pelo viés tedrico, que assim
define o conjunto dos niimeros irracionais como os numeros reais que nao pertencem ao
conjunto dos numeros racionais. A primeira vista, esta definicdo circular pode
transparecer que nao existe qualquer tipo de relagdo entre os numeros irracionais € 0s
racionais. Mas a historia do desenvolvimento da Matematica nos mostra outra visao,

onde o numero irracional é concebido:
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[...] como o limite de uma sequéncia de nimeros racionais, no entanto,
esses numeros possuem propriedades diferenciadas. Weierstrass
pretendia estabelecer a Analise com base apenas no conceito de
numero. Para isto, precisou dar uma defini¢do de numero irracional
independente da nogdo de limite. Weierstrass ‘resolveu’ a questdo da
circularidade presente na defini¢do de numero real identificando o

nimero com a propria seqiiéncia que ‘converge’ para ele. Assim, J2
ndo ¢ definido como o limite da seqiiéncia (1; 1,4; 1,41; 1,414; ...), mas
como sendo a propria seqiiéncia que converge. Tal atitude foi, com
efeito, a primeira solugdo normal para a anomalia apresentada na
defini¢do de nimero real (REZENDE, W., 2003, p. 252).

Para Machado (1995), conhecer um objeto esta relacionado com as esséncias e as
diferencas do proprio objeto, estando o acesso aos significados possibilitado pelas

inimeras relagdes deste objeto com outras coisas e objetos.

Consideramos que estudar os nimeros irracionais ajuda a melhor entender os
racionais, € como os alunos carregam muitas duvidas sobre fracdes ou decimais, este
trabalho busca um modo de provocar o movimento de ir-e-vir, que motive a
renegociagdo dos conhecimentos anteriores, em novos contextos e relagdes,
evidenciando diferengas ¢ esséncias, de modo a revitalizar a a¢do transformadora,

aliando-se ao j4 estabelecido, mas permitindo a evolugdo de ideias e conceitos.

Passamos, a seguir, a delinear reflexdes sobre os modos de ampliar o campo de
abrangéncia para viabilizar o ato de significar os nimeros irracionais no ensino basico,
as expectativas futuras em relagdo ao tema da aprendizagem significativa, num entorno

mais abrangente e as possibilidades de pesquisas futuras.

Acreditamos que uma primeira pondera¢do seria quanto ao campo interdisciplinar,
metodoldgico e cultural. A propria epistemologia envolvendo os nimeros reais anteve
uma possibilidade de conversa entre a Matematica e outras areas que normalmente
parecem, a primeira vista, um tanto distanciadas, mas se aproximam numa interface ao

perpassar o elo do Universo da Educagao.

Atualmente:

[...] no campo da Educagdo Matematica, as discussdes e investigagdes
quanto a praticas pedagdgicas indicam a necessidade de superacdo da
visdo fragmentada e a-historica da matematica. A partir de certas
metodologias pode-se propiciar uma forma¢ao mais ampla do aluno,
observando-se os aspectos 1dgicos, historicos e culturais das producdes
matematicas. Pretende-se um ensino de matematica que permita
reflexdes, analises, investigacdes e generalizacdes, de forma a
desenvolver um cidaddo criativo, critico e responsavel socialmente
(VAILATI; PACHECO, 2008, p. 2).
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Considerando-se a importancia da Historia da Matematica para o campo da
Educacdo, voltamos nossa reflexdo para algumas concepc¢des e metodologias ligadas a
Historia, que podem trazer alguma contribui¢do ao encaminhamento dos aspectos

semanticos, presentes no tema dos nimeros reais no ensino basico.

Na década de 70 ocorreram criticas ao modo estrutural-funcionalista da Historia,
conforme ressalta Ginzburg (2007), na mesma época em que se iniciaram criticas ao
movimento da Matemdtica Moderna. Nessa época, discutia-se qual ¢ o sujeito que faz a
Historia e quem a registra, criticando-se a visao deterministica que utiliza a estatistica

para valorizar os dados, o que desencadeou uma valorizagao da cultura.

Destacamos o método indicidrio, presente Ginzburg (1991). Tal como realizam
artistas e psicanalistas, como Freud, importantes descobertas sdo realizadas a partir de
relatos secundarios, sintomas desapercebidos ou marginais. Nesse entorno, Ginzburg
(1991) propde que a narrativa ocupe o papel de preencher as lacunas dos documentos
historicos, como uma maneira de construir o conhecimento. Isto ¢ um modo de superar
o estranhamento, sem inventar fatos, mas permitindo um modo alternativo de

apresentacao da historia, dentro de um estilo que promova a inteligibilidade.

Utilizamos tal metodologia na situagdo proposta intitulada ‘Pl e o Papiro de
Rhind’, pela proposi¢do de um processo para estudar o modo de aproximagao egipcia e
o processo conjecturado para se verificar os valores otimizadores que constam do citado
papiro. Outro aspecto que assemelha uma maneira alternativa de constru¢ao do
conhecimento ¢ o uso de conhecimentos antigos, baseados em regras pragmaticas, € o
uso da defini¢do moderna de PI, como a razdo entre o perimetro e o didmetro de uma
circunferéncia para se determinar o proprio valor de PI, fato que os documentos da

histéria da Matematica revelam nao ser a preocupacao dos povos antigos.

Acreditamos que a elaboragao de tais situagdes pode contribuir para a dindmica do
ensino dos numeros reais no ciclo basico, configurando uma proposta alternativa
enriquecedora ao situar um contexto de busca de conjecturas para a aquisicdo de
conhecimentos matematicos e o estabelecimento de diversas relagdes internas e externas

a Matematica.

Com relagdo ao estranhamento, Gynzburg (2001) destaca fala do imperador Marco
Aurélio, que concebia o estranhamento como meio para superar as aparéncias e alcangar
uma compreensao mais profunda da realidade, ou seja, € um modo de “[...] ver as coisas
mesmas e penetra-las totalmente, até discernir, qual seja a sua verdadeira natureza, |[...]

libertando-se de idéias e representacdes falsas” (GYNZBURG, 2001, p. 34).
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Para Ginzburg (2001), para um olhar mais abrangente, completo e critico sobre

um objeto, devemos nos afastar do objeto para buscar seus principios causais,
observando-os como se fosse a primeira vez, quando o objeto ndo parecia ter sentido,
como se fosse uma advinha. Deste modo, podemos retirar o pesado fardo da repetigao,
dos habitos e convengdes, a artificialidade que nos leva a um empobrecimento
qualitativo da experiéncia e nos fazem esquecer o estranhamento inicial, apagando os
fragmentos contraditdrios que uma vez compuseram nossa percepcao do objeto e o

fascinio original pelo desconhecido.

A partir de Ginzburg (2001), poderiamos estender esse conceito ao campo
educacional e ao ensino de Matematica. A primeira vista, pode parecer inadequada a
idéia da inclusdo de temas usualmente tratados no Ensino Superior, como as fragdes
continuas. A possibilidade de inclusdo de temas atuais ao curriculo ¢ possivel se
consideramos um olhar através da metafora do conhecimento como rede, conforme

Machado (1995).

Uma caracteristica destacada pelo autor ¢ que as redes de significagdes estao “[...]
em permanente estado de atualizagdo, ou de sua natural historicidade [...] a construg¢ao
do conhecimento ¢ permanente, ¢ viva, nunca se pode fundar em defini¢des fechadas,

nunca ¢ definitiva [...] [se configurando em] uma continua metamorfose” (MACHADO,

1995, p. 336).

Acreditamos que essa proposta de atualizagdo de temas do curriculo de
matematica ¢ perfeitamente compativel dentro da visdo educacional bipolar
transformagdo/conservagdo. Tal situacdo ocorre, por exemplo, no Ensino da Biologia,
onde a nova revolucdo da genética, assunto complexo, se mostrou passivel de ser
introduzido para o cotidiano da sala de aula numa abordagem acessivel a alunos do

ensino basico, sem afetar o curriculo basico de biologia.

As duas situagdes envolvendo as fragdes continuas propostas se constituiram em
uma transposicao didatica que ressaltou aspectos semanticos, reduzindo a abordagem
sintatica aos aspectos essenciais dos temas, de modo que o entendimento aproximou e

enredou assuntos usuais do curriculo da escola basica.

Em um encontro de matematicos, tematizada no ‘infinito’, um colega direcionou a
seguinte questdo ao palestrante: “O senhor apresentaria tais conceitos no Ensino
Médio?”. O renomado colega respondeu: “Poderia discutir tais assuntos somente se

algum aluno solicitasse, mas tal abordagem causaria um estranhamento”.
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O referido estranhamento que o palestrante cita se refere principalmente pelo fato

de que os conteudos expressos nos livros € manuais didaticos carregam uma tendéncia
pendular, ao apresentar geralmente aspectos de calculos de carater exato, deterministico
e exato, privilegiando a técnica em detrimento dos significados, conforme analisamos

no capitulo 1.

Todo e qualquer assunto ¢é possivel de ser abordado, desde que haja a adequagdo
que leve em consideracdo o nivel de escolaridade, através de um mapear de relevancias,
um espectro de referencias teoricas norteadoras, associado a um tratamento didatico. Na
esséncia, os numeros reais trazem aspectos relacionados ao aproximado, ao infinito, do
discreto e do continuo. Ao considerar tais aspectos, a abordagem de temas se enriquece

e pode acrescentar significagdes para o ensino de Matematica.

Enfatizando novamente a ideia de aproximagdo Historia&Matematica, a
interdisciplinaridade fica engrandecida pela possibilidade de ampliacdo, ao envolver
novos objetos de atuagdo em comum, para se estabelecer uma cultura matematica. Vale
destacar que, para se estabelecer uma cultura interdisciplinar na escola, deve-se
considerar como fundamentacdo que toda atividade humana pode ser cultura, mas ela
ndo o ¢ necessariamente, pois, “para que haja cultura, ndo basta ser autor das praticas
sociais; € preciso que essas praticas sociais tenham sentido para aquele que as realiza”

(CERTEAU, 1994, p. 142).

Uma reflexao final sobre o tema dos significados pode ser realizada ampliando-se
o dominio de analise do campo educacional para o campo das ciéncias sociais e ciéncia
natural. Flanagan (2007) situa a questdo do significado como um nivel extremamente
relevante na atual sociedade. O autor apresenta o significado como um estado ou uma
maneira como 0s objetos e situagdes acrescentam ou agregam valor em um grande
esquema de coisas. Para Flanagan (2007), o significado no minimo envolve uma
avaliacdo verdadeira da questdo: o que uma existéncia terrena finita acrescenta ao ser

humano?

O autor se apodia na concepcao filosofica de Sellars (1960 apud Flanaggan, 2007),
que busca entender como as coisas, no sentido mais abrangente possivel, se combinam

ou se harmonizam.

Como resposta, o autor propde que alcancemos a ‘eudaimonia’, uma palavra grega
que significa florescer. A ‘eudaimonia’ se revelou uma area empirica, estudando a
natureza, causas e condicdes do florescimento humano, num viés filoséfico, o que

provém uma estrutura de pensamento unificado.
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Dentro desta concepgdo, Flanagan (2007) propde um sexteto, que compde o que o
autor denomina de ‘espago de significagdes do século XXI’, a saber: arte, ciéncia,

tecnologia, ética, politica e espiritualidade, conforme descreva a figura 50.

Arte
Politica E spiritualidade
Etica Tecnologia
Cigéncia
Figura 50: Espago de Significagdes, segundo Flanagan (2007).

O autor coloca como idéia basica a realizacdo de esfor¢os para se efetivar tal
espaco de significagdes. Os espagos de significagdo seguem a mesma recomendagado, ou
seja, nos vivemos nestes espagos € nos entenderemos melhor se compreendermos cada

um deles e a interacdo inerente aos outros espagos, numa rede dialética.

Em nossa exposicao sobre um numero irracional - o nimero de ouro - podemos
associar este conhecimento matematico a uma representagao no espago da arte, pois:

[...] o nimero de ouro esta presente em muitos lugares que despertam a
nossa experiéncia estética. Em produg¢des ligadas a arte, principalmente
na pintura, como nas obras renascentistas de Leonardo da Vinci, a
exemplo do quadro Mona Lisa. Desenhando um retangulo a volta da
face o retangulo resultante ¢ um retangulo de ouro (CERRI, 2006, p. 6).

Outro contexto utilizado neste trabalho foi a calculadora e a planilha eletrdnica,
que situam uma relacao entre o espago de tecnologia e os nimeros irracionais. A aula de
Matematica:

[...] constitui um conjunto de circunstancias extremamente conveniente
para os estudantes aprenderem a utilizar as ferramentas tecnologicas.
Pois ¢é nesse contexto que, usando calculadoras até mesmo
programaveis, interagindo com os mais variados softwares, cada vez
mais sofisticados, eles poderdo verificar a pertinéncia e relevancia dos
conceitos, ndo mais apenas resolver problemas de aplicagdo, mas
avaliando se os resultados rapida e visivelmente apresentados pelas
maquinas estdo corretos, tem significacdo, sdo consistentes e coerentes.
(BARUFT, 2004, p. 6-7)

Com relagdo ao espago da Ciéncia, apresentamos situagdes embasadas em
contextos da Astronomia. No espaco da Politica, que engloba a Filosofia, encontram-se
as concepgdes gregas em relagdo aos niimeros inteiros, que representou um marco

historico do surgimento dos niimeros irracionais e a ‘Crise dos Incomensuraveis’.



224
Em sintese, numa analogia com as ideias presentes em Machado (2004),
ponderamos que para significar os nimeros irracionais sdo necessarias duas agdes:

estranhar e harmonizar.

Com relagdo ao estranhamento, proposto por Ginzburg (2001), configurado
inicialmente como um instrumento literario, psico-analitico, artistico, assim como
deslegitimador nos niveis politico, social e religioso, ou seja, multicultural por natureza,
revela mais uma face, ao contribuir como procedimento para uma maior compreensao

do ensino de Matematica.

O estranhamento proposto por Ginzburg (2001) pode contribuir como um olhar
para superar as aparéncias e alcangar uma compreensao mais profunda da realidade no
campo educacional. O estranhamento se faz como uma perspectiva alternativa para
olhar o curriculo, pelo incentivo e possibilidade de maior enfoque para a abordagem de

temas matematicos propicios para uma tessitura de significados.

Esse olhar de estranhamento permitira mapear o centro de projecao dos objetos de
ensino e vislumbrar possibilidades. Santos, B. (2007) aponta que o centro de proje¢ao
de um mapa implica na escolha de um tipo de representacdo, o que remete a um
compromisso associado a diversos aspectos. Um primeiro critério seria a de ordem
técnica — os conhecimentos advindos da didatica, da historia e da epistemologia -
conforme destacamos no capitulo 2. Um segundo fator seria a faceta ideoldgica, onde o
autor destaca que cada projecdo possui um centro, que impde e privilegia certo contorno

ou vizinhanga, atribuindo menor destaque aos aspectos periféricos.

Acreditamos que, ao colocar os aspectos operatorios, deterministicos, exatos e
finitos como centro do desenvolvimento da Matematica no ensino basico, o material
didatico privilegia um tipo de projecao extremamente tendencial da realidade

envolvendo o conhecimento dos nimeros irracionais.

Nossa proposta consiste em evidenciar os aspectos intrinsecos aos pares
discreto/continuo, exato/aproximado, finito/infinito, eixos constituintes do tema
mapeador representado pelos nimeros reais. A dialética presente nestes pares permite
que o centro de proje¢ado se alterne a cada instante, indicando uma determinada face dos
objetos matematicos, que, no conjunto da obra, permite compor uma visualizagdo mais
completa e ampliada, situando um tom equilibrado de apresentacdo do conhecimento

matematico.
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Com relagdo a harmonizacao, proposto por Flanagan (2007), o significado situado
num grande consenso da vida pode ser colocado em narrativas semanticas, conectadas

ao que representa o bom, o belo e o verdadeiro.

A Matematica pode contribuir com estas relagdes, ampliando o repertorio de
relacdes causais proprias da ciéncia, pois existem “[...] relagdes aritméticas, geométricas
e logicas. Existem relacdes estatisticas, estéticas, pessoais € semanticas (significado e

referéncia) (...) e assim por diante®*” (FLANAGAN, 2007, p. 13-14, tradugo nossa).

Parafraseando o autor, se os niimeros racionais, um assunto presente ha muito
tempo em pesquisas, ainda constituem um problema na sala de aula, o problema atual
do ensino de Matemadtica realmente arduo ¢ trazer para o ambiente escolar os

significados das questdes envolvendo os numeros irracionais.

Nesse sentido, a proposta da utilizagdo dos niimeros reais como tema mapeador
permitiria aos livros didaticos de ensino bésico, assim como aos compéndios de Historia
da Matematica aflorar relagdes ndo percebidas e nao explicitadas dos conhecimentos

matematicos.

A abordagem usual de temas presentes nos livros didaticos se faz mediante
tratamento com base em algoritmos otimizadores de tempo e procedimentos de maior
eficacia. Conforme sugestdo metodologica de Gynzburg (2001) e filosofica de Flanagan
(2007) poderiamos ter um olhar mais abrangente, completo, critico e harmonioso sobre

os objetos matematicos.

O estranhamento e a harmonizagao, como forma de abordagem dos conhecimentos
matematicos em sala de aula, permitiriam analises diversas e multiplas interpretagdes
dos eventos, uma maior compreensao dos aspectos semanticos, melhorando as relagdes
entre ensino e aprendizagem, o que também pode significar e enriquecer as

aproximagodes internas e externas a Matematica.

Acreditamos que as manifestacdes, agdes e constatacdes expressas neste trabalho
possam constituir um repensar em relacdo a importancia e valorizagdo de propostas a

serem desenvolvidas em sala de aula, envolvendo o dambito dos nimeros reais.

¥ 1...] arithmetic, geometrical, and logical relations. There are statistical relations, aesthetic relations,
personal relations, semantic (meaning and reference) [...] and so on.
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A propria natureza e esséncia dos numeros reais se constitui em um tema que
possibilita ndo somente organizar o conhecimento dos numeros irracionais, como
procuramos mostrar, mas também permeia conceitos envolvendo os demais conjuntos
canonicos constituintes: os Numeros Naturais, os Numeros Inteiros e¢ os Numeros

Racionais.

Em geral, o caminho escolhido na escolaridade basica ¢ o ‘das partes para o todo’.
O Ensino Fundamental I privilegia a jornada do conhecimento matematico iniciando
com os elementos dos Numeros Naturais, introduzindo no decorrer da exposi¢do dos
assuntos os Numeros Racionais ndo-negativos. Ja nas séries seguintes do Ensino
Fundamental II ocorre a abordagem dos Numeros Inteiros € o complemento dos
Numeros Racionais. Neste percurso, ¢ usual ndo ocorrer a mengao da relagdo de inclusao

destes conjuntos em relacdo a um todo maior: os nimeros reais.

A questdo a ser abordada nao € o ato simplorio de citar o contexto maior, mas em
desenvolver futuras pesquisas que desenvolvam a possibilidade e a potencialidade dos
elementos constituintes e essenciais dos nimeros reais — os eixos discreto/continuo;
exato/aproximado; finito/infinito — como elementos estruturadores de uma abordagem
didatica mais ampla, compreensivel, significativa e mapeadora da Matematica, desde as

séries iniciais do Ensino Fundamental 1.

Neste contexto do tema mapeador dos numeros reais ha a possibilidade de realizar
pesquisas que envolvam as areas da Aritmética e da Geometria nas séries iniciais do
Ensino Fundamental I e inicio do Ensino Fundamental I, integrando aspectos referentes

as medidas, as aproximacdes e o infinito.

Os caminhos percorridos e os referenciais expostos podem permitir
ressignificagdes e ampliagdes do tema da presente pesquisa, nos aspectos de
abrangéncia de contextos em outros assuntos da propria matematica, que poderiam se

beneficiar da estrutura proposta.

Diante de tais consideragdes, encerro o relato desta pesquisa, mantendo uma
intencao de contribuir e, principalmente, de ter aprendido com as possibilidades surgidas

no decurso e encaminhamento deste estudo.
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