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RESUMO
SPINA-CORCOLL, Catharina de Oliveira, Légica fuzzy: reflexdes que contribuem para a

questao da subjetividade na construcao do conhecimento matematico. 165 f. Tese

(Doutorado) — Faculdade de Educacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2010.

A pesquisa de cunho qualitativo aqui apresentada tem como propdsito discutir o valor e o
papel da l6gica fuzzy na solu¢do de problemas reais, dada a caracteristica de suas ferramentas
para lidar com questdes subjetivas, uma vez que as solu¢des de problemas provenientes do
mundo real estdo carregadas de relacdes construidas no mundo interno do resolvedor — sdo
oriundas da subjetividade do sujeito resolvedor. Nosso trabalho teve como um dos objetivos
responder as questdes: Quais os pressupostos tedricos da teoria fuzzy e quais as possibilidades
de reconhecimento de seu valor e de seu papel para a Educagdao Matematica? Como o
pensamento matematico do aluno lida com o raciocinio fuzzy? Com essa perspectiva,
aproximamo-nos dos alunos do Curso de Licenciatura das Faculdades Unificadas da
Fundagdo Educacional de Barretos — UNFEB —, na busca de evidéncias, em termos de
pesquisa, por meio de dois questiondrios € um minicurso ministrado pelo pesquisador, nesta
ordem: questiondrio, minicurso e questiondrio. O primeiro questiondrio instigava o uso de
varidveis subjetivas na solu¢do de questdes. O minicurso teve como foco central a resolugcao
de um mesmo problema, utilizando matemadtica cldssica e matematica fuzzy. O questiondrio
final, de cunho avaliativo, verificava o uso, pelo aluno, das ferramentas da teoria fuzzy em
problemas semelhantes aos anteriores. Os resultados da pesquisa indicaram a pouca
experiéncia dos alunos com o raciocinio fuzzy — dada, talvez, a dominancia da matemaética
formal/deterministica; mostraram, também, evidéncias de que os mesmos problemas,
resolvidos verbalmente, sem o uso da matematica, revelam-se especialmente desafiadores

quando € solicitada uma solu¢do matematica fuzzy.

Palavras-chave: Educacdo Matematica; 16gica fuzzy; raciocinio fuzzy; subjetividade;



ABSTRACT

SPINA-CORCOLL, Catharina de Oliveira, Fuzzy logic: reflections that contribute to the
question of subjectivity in the building of mathematical knowledge. 165 f. Tese

(Doutorado) — Faculdade de Educacdo, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2010.

The qualitative research here presented intends to discuss the value and the role of fuzzy logic
in the solution of real problems, due to the characteristic of its tools to deal with subjective
questions, since the solution of problems originated in the real world are loaded with
relationships built in the resolver’s internal world — they are originated in the subject-
resolver’s subjectivity. Our work had as one of its goals to answer the questions: Which are
Fuzzy Theory theoretical assumptions and what are the possibilities of acknowledgement of
its value and role to Mathematical Education?; How does the student’s mathematical thinking
deal with fuzzy reasoning? On this perspective, we approached the students of the Curso de
Licenciatura das Faculdades Unificadas da Fundacdo Educacional de Barretos - UNFEB —
searching for research evidences — by means of two questionnaires and a mini-course taught
by the researcher, in the following order: questionnaire, mini-course and questionnaire. The
first questionnaire incited the use of subjective variables in the solution of questions. The
mini-course, after the questionnaire, had as main focus the solution of one (same) problem
using classical mathematics and fuzzy mathematics. The final questionnaire, of evaluative
nature, verified the student’s use of fuzzy theory tools for problems similar to the previous
ones. The research results indicated the students’ little experience with fuzzy reasoning —
maybe due to the dominance of formal/deterministic mathematics — as well as showing
evidences that the same problems solved verbally without the use of mathematics were

especially challenging when a fuzzy mathematics solution was requested.

Keywords: Mathematical Education; Fuzzy Logic; Fuzzy Reasoning; Subjectivity.
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APRESENTACAO
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APR

ESENTACAO

As estruturas basicas do mundo material sdo determinadas, em ultima
instancia, pelo modo como observamos este mundo; e os modelos da

matéria sdo reflexos de modelos da mente. (Crema, 1989)

Em diferentes situagdes do mundo fisico e social existem intimeras maneiras de

representar e compreender as relagdes quantitativas e espaciais. De fato, as situacdes abaixo

deixam-nos motivados a refletir e buscar respostas em torno de tais relacdes:

a

o

Interacdo entre duas espécies.

A relagdo presa-predador trata da interacdo entre duas
espécies de animais, na qual uma delas (presa) dispde de
alimentos em abundancia, e a segunda espécie (predador) tem
como suprimento alimentar exclusivamente a populacdo de
presas. O que se passa durante esse processo?

No conjunto dos predadores, quem € mais predador: o filhote,
o jovem ou o velho?

Se € filhote de presa é mais predado que uma presa adulta?

Quando € possivel considerar homogéneo o conjunto de

N

J

4

O encontro das dguas de dois rios.

No encontro das 4guas entre os rios Solimdes e Negro,
diferentes densidades, colora¢des e temperaturas criam uma
“fronteira” difusa por quilometros, rio Amazonas abaixo. A
mistura das &4guas da-se lentamente e de maneira nao
homogénea.

Quais as subjetividades envolvidas nesta situagdo?

Numa amostra de dgua da regido fronteirica, quanto pertence a

K cada rio?




4 )

Diagnostico Médico.

O comportamento e a comunicagdo do paciente podem
alterar a compreensao do médico diante da patologia?

O médico mais experiente tem mais conhecimento
acumulado, no que se refere aos sintomas que estao em jogo
para constru¢do do diagndstico. Tem o médico mais
experiente mais ou menos sensibilidade e intui¢do diante
dessa relagdo sintoma-comportamento do paciente?

O médico menos experiente certamente possui menos
conhecimento acumulado, no que se refere ao jogo sintoma-
comportamento. E quanto a sensibilidade e a intuicao desse
profissional mais jovem?

\Sintomas semelhantes e doencas diferentes? 4/

7z

A casa propria é o sonho de muitas pessoas. Aquelas de
menor renda, na escolha do projeto, pedem auxilio para
prefeitura; outras utilizam a internet, onde hoje ja € possivel
encontrar varios projetos prontos.

A opc¢ao por uma determinada planta estd relacionada a
necessidades pessoais e familiares, ao custo da construgdo,
entre outros.

Como poderia se dar um processo de escolha orientado por
uma atuacgdo (previsivel ou desejada) do arquiteto?

O que pesa mais numa escolha de casa: preco, beleza,

\comodidade, cor? /

4 A

Se alguém encontra duas bicas d’dgua com as respectivas

inscrigdes:
-“A probabilidade desta dgua estar contaminada € 10%”
- “O grau de contaminagdo desta bica € de 0,1”

Qual seria a fonte mais apropriada para matar a sua sede? /

18



E, entdo, nas situacdes, nas imagens, nos grupos socioculturais apresentados, podemos
perceber relagdes quantitativas e espaciais, ou seja, relagdes matemadticas? Se sim, como
enuncid-las? Quem tem olhado para estas situa¢des procurando ver matematica? Aqueles que
buscam reconhecer relagdes matematicas em situagdes do mundo fisico-social — em geral, o

matemadtico aplicado — como tém lidado com a solu¢@o dos problemas ai formulados?

De maneira geral, questdes como estas sdo geradoras da nossa pesquisa e, de algum

modo, o desenvolvimento desta investigacdo estd direcionado a respondé-las.

Uma das tensdes em torno do estudo destas situagdes e destas questdes estd na
possibilidade de levar em conta os valores e as avaliagdes do resolvedor e, por isso, considerar
que a solucdo evolui vinculada a instrumentos subjetivos. Em geral, ha pontos de vista e
opinides que podem alterar o tratamento a ser dado aos problemas. Tais modos variam de
acordo, por exemplo, com a maneira de o resolvedor refletir sobre a situacdo, com mais ou
menos liberdade de levar em conta uma perspectiva propria, subjetiva, influenciando a

maneira de compreender e encaminhar a solu¢do por meio de um tratamento matematico.

Em outras palavras, a forca motriz das solu¢des pode usar (ou ndo) uma matemaética
que lida (ou nao) com fatores pessoais e, portanto, colocd-las em posi¢des que podem (ou
nao) depender dos diferentes aspectos que estdo em jogo na situacdo. Na propria histéria da
humanidade, os fatores sociais, afetivos, bioldgicos, fisicos, entre outros, entram em jogo para
fazer ressurgir maneiras de pensar, compreender e atuar na sociedade. Como bem exemplifica

Morin (2008, p. 56, grifo nosso):

A primeira revolucdo cientifica de nosso século, iniciada pela
termodindmica de Boltzmann, deflagrada pela descoberta dos quanta,
seguida pela desintegracdo do Universo de Laplace, mudou profundamente
nossa concepcdo de mundo. Minou a validade absoluta do principio
determinista’. Subverteu a ordem do mundo, grandioso resquicio da divina
Perfeicdo, para substitui-la por uma relacdo de didlogo (a0 mesmo tempo
complementar e antagbnica) entre ordem e desordem. Revelou os limites dos
axiomas identificativos da logica cldssica. Restringiu o calculdvel e o
mensurdvel a uma dependéncia do incalculdvel e do imensurdvel. Provocou

! Morin (2008) afirma que, no meio dos fendmenos deterministas, que obedecem a uma dindmica ndo linear, ha
de fato uma incerteza para predizer, devido a auséncia de informa¢do completa sobre os estados iniciais ou sobre
a emaranhada multiplicidade das interagdes. Segundo o autor, € o caos determinista.
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um questionamento da racionalidade cientifica, exemplificada pelas obras
de Bachelard, Piaget, Popper, Lakatos, Kuhn, Holston, Feyerabend,
notadamente.

Com efeito, o processo de conhecer ndo se sustenta em verdades absolutas — estd, na
verdade, em uma permanente articulacdo dialégica com certezas e incertezas, com opinioes,
crengas e conhecimento mais elaborado. Ou seja, torna-se imprescindivel, nos processos de
constru¢do de conhecimento, prestar atengao aos pensamentos refletidos nas palavras, assim
como distinguir as crencas e os comportamentos em torno do conhecimento. E importante
distinguir também o modo como os cientistas que estdo dentro de uma rede poderosa veem o

que esta fora dela.

As construgdes mais subjetivas, em geral, estdo no plano das crengas vistas, em Ponte,
como uma parte do conhecimento relativamente pouco elaborada, predominando a elaboragdo
mais ou menos fantasista e a falta de confrontagdo com a realidade empirica. Segundo o autor,
no conhecimento mais elaborado de natureza prética, predominariam os aspectos
experienciais e, no de natureza tedrica, predominaria a argumentacdo racional. (PONTE,

1992, p. 195-196).

As crengas sdo, portanto, de ordem subjetiva, ou seja, falam mais sobre quem as
sustenta do que sobre o assunto em questdo propriamente dito; os conhecimentos mais
elaborados, ao contrério, discutem o assunto em estudo propriamente dito e tendem a ser
sempre mais objetivos. De algum modo, subjetividade e objetividade dizem respeito a

conhecimento. De um ponto de vista filos6fico, Morin (2008, p. 59) considera que:

[...] o conhecimento nunca € um reflexo do real, mas sempre uma traducio
e, portanto, comporta risco de erro, ou seja, € sempre uma aproximagao do
real; um fato é sempre tributdrio de interpretacdo e finalmente, decorre da
crise dos fundamentos da certeza — em filosofia (a partir de Nietzsche),
depois em ciéncia (a partir de Bachelard e Popper).

Em uma tentativa de refletir na praxis um problema matemdtico apresentamos a
seguinte situacdo vivenciada por Leal Ferreira (2002, p. 56) junto a turma que lecionava na
escola do Diauarum no Parque Xingu: “Se ontem a noite vocé pescou 10 peixes e deu 3 para

seu irmao, quantos peixes vocé tem agora?”’, obteve de um aluno a resposta: 13 peixes.
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Ao analisarmos a resposta sob o ponto de vista da matemdtica académica, podemos
dizer que o aluno se equivocou ao encontrar o resultado. Entretanto, a resposta do aluno —

ainda, talvez, no ambito da matematica formal — foi assim justificada:

Indigena Suyd: Eu fico com 13 ou posso ficar com 7 ou pode ser que com 5.

E o Suyd comecou a explicar... eu fico com 13 porque sempre que eu dou
alguma coisa para um parente ele me devolve em dobro.

Eu fico com 7 porque ele pode ndo ter peixe.
Eu fico com 5 porque ele pode ser daqueles...

(LEAL FERREIRA, 2002, p. 56)

Entretanto, de algum modo, subjetividade e objetividade dizem respeito a
conhecimento propriamente dito. Morin (2008) considera a existéncia de trés principios de
incerteza: o conhecimento nunca € um reflexo do real, mas sempre uma traducao, e, portanto,
comporta risco de erro, ou seja, ¢ sempre uma aproximacdo do real; um fato € sempre
tributdrio de interpretacdo; e, finalmente, decorre da crise dos fundamentos da certeza — em

filosofia, a partir de Nietzsche; depois, em ciéncia, a partir de Bachelard e Popper.

Podemos observar que a resposta do indigena Suyd, apesar de parecer estranha para
um ndo indigena Suyd, ndo deixa de ser matematicamente correta para cada um dos grupos.
Entretanto, a mesma situagdo seria, talvez, menos chocante para a matematica académica, se a
resposta do indio fosse em uma linguagem menos precisa, talvez assim: se eu pesquei muito
peixe, posso dar alguns para meu irmdo — se ele também tiver pescado muito, vai me
devolver mais do que lhe dei. Se ele ndo tiver peixe, ficarei com pouco menos do que tinha

antes; mas, se ele for daqueles, vou ficar com menos ainda, pois ele ndo vai me dar mais!

z

Observamos que esta linguagem € caracterizada pela subjetividade refletida nas
palavras (varidveis linguisticas) muito, pouco e alguns, préprias das raizes culturais do

conhecimento do indio suyé diante das questdes que emergem da sua realidade.

Concordamos com Duarte (2006, p.198), que refletiu sobre essa situag¢do, entre outras,

e afirma que:
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[...] situagdes como esta indicam que impor uma determinada racionalidade
através da Matemdtica académica significa muito mais do que dar primazia a
um modo de pensar, a uma ldégica especifica: significa a possibilidade de
destruir os valores e significados que acompanham a racionalidade de outras
culturas.

Desse modo, compreender um outro ponto de vista matemdtico segundo o qual a
resposta dada pelo aluno estaria correta exigiria, por exemplo, levar em conta os valores e 0s
significados que acompanham a racionalidade da cultura de seu povo, ou seja, os aspectos

subjetivos de que sdo constituidas as coisas e as relacdes em si.

De todo modo, a Légica Fuzzy, também denominada Nebulosa, de alguma maneira —
inspirada na légica classica — vem sendo utilizada para abordar problemas em que modos de
raciocinio aproximado, observados comumente na comunicacdo humana, sao utilizados para
expressar uma ideia, uma tomada de decisdo ou para comunicar um resultado. Tal
organizacdo ldégica, baseada na teoria dos conjuntos fuzzy, difere da logica tradicional em
diferentes caracteristicas e detalhes, para ir ao encontro, por exemplo, do fato de que “quase
todas as colecdes de objetos que encontramos no mundo real nao sao definidas com precisao”

(ZADEH, 1965). O autor, um dos precursores da Teoria dos Conjuntos Fuzzy, observou:

[...] a classe dos animais mamiferos — o0s cées, os cavalos, os veados etc.
pertencem a esta classe — mas elementos como a estrela do mar possuem
um classificacdo muito ambigua — os dois termos contraditérios “animais”
e “ndo-animais”. Do mesmo modo podemos citar os conjuntos “mdquinas
velhas” e “temperatura amena”, que nao apresentam uma defini¢do precisa.
(ZADEH, 1965, p.338)

Dessa forma, classes com contorno incerto permeiam a linguagem e o pensamento
humano e tém papel fundamental/importante, na comunica¢do e na informacdo. A ideia de
Zadeh foi de quantificar essa incerteza, que € devida ndo ao acaso, a probabilidade, mas a
auséncia de critérios bem definidos de pertinéncia a uma determinada classe ou conjunto. O
substrato resultante da teoria dos conjuntos fuzzy usa a precisao rigorosa da matematica para

tratar a imprecisao das expressoes e do pensamento humano.

Se o artigo de Zadeh (1965) comeca com uma afirmagdo 6bvia, o que se segue é

revolucionario.
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E importante esclarecer, também, que, ao longo deste trabalho, procuraremos
apresentar algumas ideias que precedem as tomadas de decisdes, usando argumentos da teoria
dos conjuntos fuzzy e dando &nfase ao pensamento complexo, quando as informacdes sao
parciais ou imprecisas, isto €, quando a racionalidade é baseada em fatos nebulosos. Assim se

estrutura este texto:

No Capitulo 1, delinearemos o nosso trabalho de pesquisa, evidenciando os
pressupostos tedricos, o problema de pesquisa, nossos objetivos e a trajetoria percorrida, no
sentido de valida-los (ou nao). A pesquisa de campo e os métodos escolhidos para anélise dos

resultados obtidos também estardo ali registrados.

O Capitulo 2, de cunho mais filoséfico, apresentara algumas consideragdes sobre as
origens do pensamento matemadatico encontrado atualmente nas escolas e na universidade;
passard por questdes ligadas a precisdo, ao rigor matemético e a subjetividade que permeia as
mais diversas relagdes que ocorrem no nosso ambiente; culminard com o estudo de algumas
ferramentas criadas para abordar diferentes tipos de subjetividade. Ainda nesse capitulo,
daremos énfase a estratégia de aprendizagem e ensino — Modelagem Matematica —

escolhida por nos para este trabalho.

O Capitulo 3 fara uma retrospectiva histdrica sobre as origens da teoria dos conjuntos
fuzzy e da logica Fuzzy. Em seguida, definiremos conjunto fuzzy e as operacdes com
subconjuntos fuzzy; nimeros fuzzy e operagdes aritméticas com numeros fuzzy; relacoes fuzzy;
nogoes da loégica fuzzy; sistemas baseados em regras fuzzy; equacgdes relacionais fuzzy e

principio de extensao de Zadeh.

O Capitulo 4 foi composto de varias situagdes problema, incluindo aquelas
apresentadas na introdugdo, solucionadas a partir da utilizacdo da teoria fuzzy. Em algumas
situagcdes, faremos a comparagdo dos resultados obtidos em matemadtica fuzzy e em

matematica classica.

No Capitulo 5 descreveremos a pesquisa de campo realizada com os alunos de um
curso de graduacdo em Matematica. Buscaremos nesse momento expor como esses alunos
lidavam com algumas ideias fundamentais da teoria dos conjuntos fuzzy — conjunto fuzzy,

varidveis linguisticas e base de regras. Em um primeiro momento apresentaremos o conjunto
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de questdes e problemas oferecido aos participantes da pesquisa para que pudéssemos obter
algumas informagdes sobre as concep¢Oes prévias dos alunos a respeito das ideias
mencionadas. Em seguida, revelaremos como, a partir das questdes e dos problemas iniciais,
desenvolvemos um curso, composto por sete encontros, onde abordamos conceitos da teoria
Jfuzzy — foco desta pesquisa. O capitulo apresentard, por fim, um outro conjunto de questdes e
problemas oferecido apds o curso para detectar se houve alguma alteracdo nas percepcoes

iniciais demonstradas pelos alunos.

Nas nossas andlises, apresentaremos relatos dos alunos e a avaliacdo fuzzy, realizada
para completar o processo diagnostico. Destacaremos também alguns pontos relevantes desse

tipo de avaliacdo.

Finalmente, apresentaremos algumas reflexdes, nas Consideracoes finais, a respeito

deste trabalho de pesquisa.
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CAPITULO 1

A pesqu’usa:
estrutura e contexto
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CAPITULO 1. A PESQUISA: ESTRUTURA E CONTEXTO

Este capitulo tem como objetivo apresentar uma configura¢do do nosso trabalho, um
esboco dos processos esperados em um trabalho académico educacional que podem, de algum
modo, garantir um delineamento da unidade de andlise e evidéncias para uma andlise

propriamente dita.

De modo a construir tal configuracdo, apresentaremos, de certa maneira, a drea
temdtica em que o tema estd envolvido, as razdes que nos levam a encaminhar tal
investigacdo geradora da génese do problema de pesquisa e o problema em si, assim como 0s
objetivos/finalidades deste trabalho. A fundamentacdo teorica do estudo, em busca das
diferentes contribuicdes cientificas disponiveis sobre o tema, estard aqui apresentada como
uma demanda do problema formulado e como suporte para a determinagao dos objetivos, para
as diferentes fases da pesquisa e para a elaboracdo da andlise. O método escolhido para
encaminhar esta constru¢do deve mostrar-se diretamente ligado ao problema de pesquisa e,
por isto, estd dentro de uma vertente da pesquisa qualitativa. Estard também aqui enunciado o
trabalho de campo que desenvolvemos, construindo/possibilitando evidéncias para andlise, no
Instituto Superior de Educacdo das Faculdades Unificadas da Fundacdo Educacional de
Barretos, com alunos da graduacdo em Matemadtica. E, por final, exporemos os fatores

qualitativos da andlise e um prenincio da anélise em si.

1.1 — Area tematica

De modo geral, a pesquisa estd relacionada as discussdes que tratam do
desenvolvimento de uma dinamica dialdgica entre dreas de estudo — Filosofia, Ldgica,
Epistemologia da Matemética e Matematica — e da compreensao das relacdes de um nicleo
desse tipo, de modo a encontrar nesse interior os fundamentos para uma Educacdo

Matemitica que se propde partir de problemas do mundo real.
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A preocupagdo central do trabalho estd em examinar o valor e o papel da logica fuzzy
como uma ferramenta légico-matemadtica a servigo das solu¢des de problemas (matematicos)
reais’, pela necessidade de recursos ndo préprios de uma perspectiva matemdtica puramente

formal. Cunha (2004, p.2) muito bem argumenta nesta perspectiva:

O fato € que, nas situagdes da vida cotidiana, diferentemente dos contextos
da Légica Formal, para argumentar é fundamental interessar-se pela
verdade das premissas, tanto quanto o é explicitar os nexos entre elas e a
conclusio que se apresenta como verdadeira. E como o que se busca, em
geral, é convencer os outros e persuadi-los a agir do modo que nos
interessa, muitos recursos extra-légicos, dispensdveis numa perspectiva
puramente formal sdo utilizados pelos participantes de um debate, de uma
discussdo, de uma argumentacdo.

Em termos de 4rea temdtica deste estudo, no ambito da pesquisa em educagdo
matemadtica, este pode ser compreendido como um estudo histérico e epistemoldgico do uso
de uma légica que lida com questdes que argumentam no cotidiano, recorrendo a uma

linguagem ordindria.

1.2 — A origem do problema e o problema em si

Parte do titulo aqui colocado, “origem do problema”, € de algum modo uma maneira
nao tdo académica de expressar o que comumente tem sido apresentado como “justificativa”
de um trabalho de pesquisa como este em questdo. Nesta etapa, buscamos, em geral, explicar
as razdes da escolha do tema, assim como sua relevancia e importancia para transformacgao de
um quadro que vem se mostrando pouco valioso para trazer beneficios aos processos de
aprendizagem e ensino que tomam como ponto de partida problemas da realidade

socioecondmica e cultural, entre outras.

* “Problema real” tem aqui a interpretacio dada por Blum (1990), como uma situagio aberta que pertence ao
“mundo real” e, para a sua solu¢@o, alguma matematica pode ser ttil. Blum entende por “mundo real”, the rest
of the world, fora da matemdtica, como por exemplo “disciplinas escolares ou universitdrias diferentes da
matematicas, ou a vida do dia a dia e o mundo a nossa volta”.
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1.2.1 - O ensino de matematica: alguns desafios da pratica

Desde as nossas primeiras reflexdes como docente nos anos iniciais dos cursos de
graduagdo, temos como perspectiva a transformagao de um quadro que, de algum modo, pode

ser delineado como segue.

De modo geral, os objetivos usualmente apontados para o ensino da matematica, em
todas as suas modalidades, incluem o conhecimento dos fatos matematicos e a capacidade de
pensar de modo l6gico/coerente; no entanto, na pratica é possivel perceber, cada vez mais e
mais, que tais objetivos ndo tém sido alcancados de modo satisfatério. E consenso entre os
educadores/professores de matemadtica, por exemplo, que, ao ingressar na graduagdo, o aluno
ndo possui um pensamento matemdtico bem desenvolvido; apresenta inimeras deficiéncias
em relacdo ao conhecimento especifico, bem como dificuldade de leitura, de interpretacdo de

texto e de argumentacao proficua.

Como conhecido, tais dificuldades originam-se no ensino fundamental e médio, em
que as relacdes escolares com os processos de ensino e aprendizagem sdo atravessadas por
inimeras questdes de natureza social, politica e econdmica, a ponto de comprometer o
desenvolvimento das aprendizagens esperadas em cada momento da escolarizacdao
(BEZERRA, 2009; CARVALHO, 2003, 2008, 2009; SILVA, 2008). Embora existam varias
acoes dos governos e das universidades para a melhoria da qualidade da educagdo, tais como:
a criacdo de mecanismos para garantia da formacgdo continuada ao professor (de matematica);
as iniciativas inovadoras na elaboracdo dos livros didaticos; e, em alguns casos, a melhoria
das instalacdes e equipamentos para as aulas, podemos reconhecer que os alunos tém
mostrado pouca motivagdo frente ao ensino e a aprendizagem da matemética. E podemos, até
mesmo, dizer que sdo levados a aprender matematica por imposicdo — o que resulta em baixo
desempenho, reprovacdes e evasoes. (ARAUJO, 2005; FAGNANI, 2005; SOUZA; BRITO,
2008)

Com efeito, nos dltimos anos tem sido possivel perceber uma insatisfacdo cada vez
maior e recorrente com relacdo aos resultados do processo de ensino e aprendizagem, de
modo geral, por parte tanto dos sujeitos dos processos escolares — profissionais da educagao,
pais e alunos — quanto de outras esferas componentes do sistema. Tal insatisfacdo,

aparentemente generalizada, com a qualidade do ensino € apontada por Tedesco (2007) como
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um fendmeno mundial: muitos paises, ricos ou pobres, estdo descontentes com a qualidade do
ensino que praticam. O autor apresenta como exemplo o caso da Finlandia que, embora seja
um pais que ocupe, desde 2000, as primeiras colocacdes no ranking mundial das avaliacdes
internacionais de matemadtica e ciéncia do Programa Internacional de Avaliacdo de Alunos
(Pisa)’, vem questionando a qualidade do préprio ensino pelo fato de ndo haver mudancas
significativas em seus indicadores, ao longo de um periodo de avaliagGes sistematicas

(informagao Verba1)4.

O Brasil, nessas avalia¢des, tem ocupado as dltimas posi¢des do ranking’. Em 2006,
por exemplo, ficou a frente apenas de paises como Tunisia, Catar e Quirziquistdo (PISA,
2006). Tais posi¢des, largamente inferiores as da Finlandia nesse ranking, revelam que os

resultados dos processos de ensino, de algum modo, ndo estdo satisfatérios.

No bojo dessa discussdo, agora analisando especificamente o caso do ensino de
matemadtica, inclusive internacionalmente, vale destacar que D’Ambrosio (1991) vem
assinalando com conviccdo que esta situacdo se deve em parte a matemdtica que estamos
ensinando e a forma como a estamos ensinando; e, ainda, ao fato de que “[...] muito da
matemadtica académica é absolutamente indtil na sociedade moderna. Quando digo boa
matemadtica académica, estou excluindo o que € desinteressante, obsoleto e indtil, que,

infelizmente, domina os programas vigentes”. (D’ AMBROSIO, 2000, p.151)

Em verdade, € sabido que nestes quase 20 anos algumas mudangas j4 ocorreram,
porém ainda nao foram incorporadas a pratica docente do professor. Muitos topicos relativos

ao ensino da Matematica sdo, ainda hoje, influenciados pelas ideias da matemaética moderna6,

3 O Pisa avaliou, em 2000, 43 pafses; em 2003, 41; e, em 2006, 57 paises. A Finlandia obteve, nesses anos,
respectivamente, nas avaliagdes das competéncias em Matemadtica, 6°, 2° e 2° lugares; em Ciéncias, 4°, 1°e 1°%
e, em Leitura, 1% 1% e 2° posicdes.

* Informagdo fornecida por Juan Carlos Tedesco no Ciclo de Debates sobre “A qualidade da Educagdo Bisica: as
multideterminagdes da qualidade” realizada pela FE-USP e IEA no dia 22/06/07.

> O Pisa avaliou, em 2000, 43 paises; em 2003, 41; e, em 2006, 57 paises. A classificagdo do Brasil,
respectivamente nesses anos, nas avaliacdes das competéncias de Matemadtica foi 42°, 41° e 54°; em Ciéncias foi
42°,40° e 52° e de Leitura foi 39°, 38° e 49°.

® Os curriculos de Matemdtica foram influenciados pela Matemdtica Moderna, que pretendia diminuir o
descompasso existente entre o ensino da Matemdtica nas escolas de nivel secunddrio e os Ultimos avancgos
cientifico-tecnoldgicos. Esse movimento — de rdpida disseminac¢do por todo o mundo - apresentava uma proposta
baseada, de um lado, nos postulados estruturalistas de Jean Piaget; e, de outro, na forma axiomadtica
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e os conteddos continuam sendo, na maioria das escolas, aplicados rigidamente com base em
defini¢des, nomenclatura e exercicios repetitivos, privilegiando o desenvolvimento algébrico
e a aplicacdo de regras. Exemplos e exercicios tém sido sugeridos ou escolhidos de modo a

propiciar a aplicagao direta de formulas, de maneira que os resultados obtidos sejam exatos.

Do nosso ponto de vista, a matematica assim ensinada nao tem ajudado a convocar o
aluno, com entusiasmo, para sua aprendizagem, e € possivel reconhecer aqui uma das razdes

pelas quais o desenvolvimento da nossa pesquisa se justifica.

1.2.2 — Modelagem e a Teoria Fuzzy: um encontro

Alguns desafios do ensino de matematica observados em nossa pratica docente, como
os citados, foram nos mobilizando cada vez mais como educadora. Com o olhar mais e mais
sensivel e atento, iniciamos uma busca por alternativas para o ensino da matemadtica — em
principio no nivel médio e posteriormente na graduacdo —, por meio da participagdo em
cursos, encontros, semindrios, palestras e congressos que ajudassem a refletir sobre a pratica
docente, diante da necessidade de convocar o aluno, com entusiasmo, para a aprendizagem da

matematica.

Nesse movimento de reflexdo sobre a pritica e de continuidade da formacao
profissional, entramos em contato com discussdes, aplicacdes e teorizagOes, das quais
destacamos a Modelagem e a Teoria Fuzzy, que foram se constituindo, em nossas reflexdes,
como possibilidades de provocar algumas mudancas no que tange as escolhas tanto

metodoldgicas, quanto de contetdos curriculares naqueles niveis de ensino.

O encontro com a Modelagem deu-se na vivéncia durante o curso de especializacio

intitulado “Modelagem Matematica e Ensino-Aprendizagem”, promovido pela equipe do

sistematizada pelo grupo Bourbaki, privilegiando os conjuntos, as relagdes e as estruturas, centralizando-se na
linguagem e em justificagdes matematicas rigorosas. Nicolas Bourbaki era o nome ficticio de um grupo de
matematicos, na maioria franceses, cuja intenc¢io era condensar toda a Matemadtica de seu tempo, em uma obra
intitulada Elements de mathématique (MIORIM, 1998, p. 11).
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professor Bassanezi da Universidade Estadual de Campinas (Unicamp) e realizado na Unifeb
(Barretos) em 1996, no projeto Pro-Ciéncia. No referido curso, tivemos a oportunidade de
conviver com professores atentos aos problemas da realidade e, acima de tudo, capazes de
matematiza-los de modo a articular e integrar conhecimentos geralmente tratados pela escola

de forma fragmentada.

Em verdade, nesse processo o que realmente nos envolveu foi a metodologia utilizada
pelos professores formadores, propria da aplicacdo da Modelagem Matemadtica em contexto
escolar, pelo fato de que os alunos-professores efetivamente se tornam sujeitos do processo de
aprendizagem, ao criarem problemas a partir da realidade vivida ou pesquisada — no nosso
caso, em Barretos, foram significativas as temdticas agricolas, da piscicultura, da festa do
pedo, entre outras — ou ao viverem o processo de construcdo do conhecimento pela

matematizacdo dessa realidade.

De fato, a apropriacio dessa ferramenta metodolégica — que prioriza o
desenvolvimento de conceitos — permitiu-nos vislumbrar outros modos de organizacao dos
conteddos curriculares que, em geral, sdo tradicionalmente tratados de modo rigidamente
estruturado, com topicos sequenciais e hierarquizados. Tal mudanca acarretaria outras, como,
por exemplo, a flexibiliza¢do no uso do livro didatico que, com o emprego dessa metodologia,
deixaria de ser instrumento central — por vezes unico — e organizador do processo pedagdgico
e passaria a ser considerado fonte de informacdo e pesquisa. Além do qué, ha ainda fatores de
natureza afetiva que tal metodologia fez despertar nos cursistas, como sentimento de auto-
realizagdo, auto-estima, valorizacio pessoal e também da Matematica, que agora — sabia-se —
poderia ser usada como instrumento de investiga¢do e compreensao da realidade circundante.
Encontramos aqui outra razdo pela qual nossa pesquisa se justifica, dada a possibilidade de
convocar o aluno com motivag@o para a aprendizagem matematica, com o uso das estratégias

da Modelagem.

Essa experiéncia no curso com a Modelagem Matematica e, sobretudo, a possibilidade
de aplicacdo no contexto escolar com significativas implicagdes para o processo de
aprendizagem foi tdo marcante a ponto de mobilizar algumas das nossas preocupagdes em
torno da pesquisa académica em 1999, quando iniciamos o Mestrado no Programa da

Faculdade de Educa¢do da Unesp, em Rio Claro. A dissertagdo teve como objetivo central
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sugerir a reintrodugdo das ideias fundamentais do Calculo Diferencial e Integral — relacdo ou
funcdo, estabilidade, variacdo e drea — nos curriculos do Ensino Médio, como instrumento
para a resolu¢do de problemas ndo artificiais, que motivassem o desenvolvimento dos
conteddos tradicionais dessa modalidade de ensino, servindo como instrumento de motivagao

e mediacgdo.

Mais tarde, especificamente no primeiro semestre de 2005, aproximamo-nos das
teorizacOes da Logica Fuzzy, ao cursar uma disciplina no Instituto de Matemadtica, Estatistica
e Computagdo Cientifica (Imecc) da Unicamp. Durante o curso, delineou-se uma nova
maneira de ver e trabalhar com teoria dos conjuntos e principalmente com algumas
aplicagdes relevantes quando se modifica e/ou generaliza alguns conceitos classicos da
matematica. Nesse mesmo curso foram desenvolvidas, por meio da modelagem, vérias
situagdes-problema reais — tais como diagnésticos médicos, controle ambiental, propagacao
de doengas, problemas de engenharia — cuja resolucdo e formulacdo, com o auxilio da
Matematica convencional, seriam muito complicadas ou praticamente impossiveis com
modelos mateméticos convencionais. Como alternativa para explicitacdo e resolucdo dessas

situagcdes-problema, utilizou-se, com sucesso, elementos da Teoria Fuzzy.

De algum modo, a participacdo nesse curso mobilizou novamente reflexdes em torno
das nossas escolhas metodoldgicas e, sobretudo, dos conteddos curriculares, agora dos cursos
de graduacdo em Matematica. A partir de tais escolhas, passamos a questionar a auséncia ou a
presenca pouco significativa, muitas vezes apenas em nivel ilustrativo, no curriculo deste
nivel de ensino, de conteidos novos do ponto de vista académico-educacional, mas ja bem
configurados como conhecimento cientifico — como, por exemplo, a teoria fuzzy —, que
poderiam ser desenvolvidos desde o momento da formacdo inicial do futuro professor de

matematica da educacao bdsica.

Nesse sentido, nossas reflexdes ultrapassam as fronteiras das ferramentas pedagdgicas
em si mesmas e apontam para suas implicagdes sociais, dadas as necessidades geradas pelo
impacto das inimeras mudancas tecnoldgicas nas sociedades do mundo moderno que, por
conseguinte, alteram o cotidiano das pessoas, introduzindo répidas transformagdes de modo
cada vez mais intenso. Parece-nos que nunca, como agora, houve tanta necessidade de

compatibilizar, adequar, ajustar ao modo de ser e conviver do homem no € com o mundo, uma
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mudanca mesmo de valores, em uma ordem mundial em transi¢do, na qual a cada dia se

acumulam novas informacdes e demandas.

N

Desse modo, no que toca a educagdo, concordamos com o que ji vem sendo
preconizado pela LDB, desde 1996, que aponta para a necessidade do desenvolvimento de
competéncias bdsicas, a fim de inserir os alunos na vida social e no mercado de trabalho,
buscando um saber contextualizado e interdisciplinar, que estimule o raciocinio, a curiosidade
intelectual e a vontade permanente de aprender. Sobretudo, acreditamos que de fato é
importante, face ao atual cendrio, tentar novos métodos e estratégias mais consentaneas com a
velocidade e as caracteristicas das mutagdes em curso — outro aspecto pelo qual nosso
trabalho de pesquisa se justifica. Entendemos que esta deva ser uma busca fundamental da
educacdo: facilitar o desenvolvimento de competéncias pelo individuo, para que se torne mais
completo, com capacidade de pesquisar, buscar informagdes, analisd-las e seleciona-las,

aprender, criar e formular.
Do considerado, nosso problema de pesquisa pode ser assim delineado:

Quais os pressupostos tedricos da Teoria Fuzzy e quais as possibilidades de

reconhecimento do seu valor e seu papel para a Educacao Matematica?

Outras duas questdes, de algum modo sobrepostas a primeira, podem ser assim

colocadas:

E possivel compreender como e em que direcio ou extensao o raciocinio fuzzy

pode desenvolver o pensamento matematico?

Como o pensamento matematico do aluno enfrenta o raciocinio fuzzy e lida com

ele?

1.3 — Objetivos

Sao dois os objetivos principais da pesquisa realizada:
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- Construir uma discussio tedrico-pratica em torno do pensamento fuzzy que possa
encaminhar os educadores matemdticos para reconhecer o papel e o significado desta

modalidade de pensamento, em termos da solu¢do (matematica) de problemas reais.

- Buscar meios e critérios para iniciar um processo de conscientizacao do valor, para o
desenvolvimento do pensamento matematico — dos alunos-futuros professores —, quando se
leva em conta a relacio entre subjetividade diante dos problemas e solu¢des mateméticos e

teoria fuzzy.
Ha, porém, outros objetivos para esta pesquisa:

- Contribuir para uma formagdo reflexiva dos pesquisadores no estudo das

possibilidades de inovacao do professor de matematica.

- Fortalecer o conhecimento e a andlise dos critérios de investigacdo da linha de

pesquisa que envolve modos de quantificagdo da incerteza.

- Motivar um compartilhar continuo de valores, préticas e constru¢des, de modo a
firmar a pesquisa em torno de inovacdes — de forma e contetido — no ambito da educagao

matematica.

1.4 — O caminho da pesquisa

Em geral, quando se trata de fendmenos educacionais, ndo tem sido revelador
utilizar os processos e os métodos proprios da pesquisa quantitativa, como se faz com os
fenomenos das ciéncias fisicas e naturais, ou seja, por meio de uma contagem de casos,
isolando algumas varidveis, sem o objetivo de avaliar, separadamente, a influéncia de alguns
casos. Isso ndo significa que seja de todo impossivel submeter os fendmenos educacionais a

um tipo de abordagem analitica quantitativa; no entanto,

[...] ao tentar isolar algumas dessas varidveis estd-se optando,
necessariamente, por uma reduc¢do do enfoque do estudo a uma parte do
fendmeno. Isso pode ser muito ttil para fins de anélises especificas, mas nao
resolve o problema da compreensdo geral do fendmeno em sua dindmica
complexidade. (LUDKE; ANDRE, 1986, p. 5).
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De fato, o emaranhado e a trama com que os fenOmenos da educagcdo se
desenvolvem — socialmente contextualizados e historicamente determinados — dificultam o
isolamento das varidveis envolvidas e, principalmente, a indicac¢do clara dos responsaveis por
determinados efeitos. Na verdade, quando se trata de fendmenos educacionais, hd necessidade
de captar a realidade dinamica e complexa, em sua realizacao historica, do objeto de estudo da

pesquisa — o que se constitui em um grande desafio (LUDKE; ANDRE, 1986).

Nas teorizacdes sobre a pesquisa em educacao, € de consenso, entre os pesquisadores,
que o destaque atribuido pela pesquisa qualitativa ao processo de compreensao do que almeja
estudar leva ao entendimento de ser o instrumento de acesso aos dados/fatos, por exceléncia,
constituido das descricdes feitas pelos sujeitos da experiéncia que estdo vivendo, ou que
viveram, em rela¢do ao fendmeno pesquisado (BOGDAN; BIKLEN, 1994; GARNICA, 2004;
MODESTO, 2002).

No entanto, sendo a experiéncia humana mediada pela interpretacdo e elaboragcdo do
pesquisador, os objetos, as pessoas, as situagdes ou os acontecimentos ndo sao dotados de
significado préprio, tampouco os dados/fatos o sdo; o significado lhes € atribuido. Tal aspecto
constitui um importante pressuposto metodoldgico e encontra-se pautado em uma perspectiva

fenomenoldgica compativel com a abordagem qualitativa (BOGDAN; BIKLEN, 1994, p. 55).

Ao atribuir significados, a énfase produzida em torno dos dados/fatos, segundo

Modesto (2002, p. 22), d4-se a partir de

[...] critérios que podem ser chamados de intersubjetivos, pois o significado
atribuido a experiéncia relatada ndo € “s6” do pesquisador, mas constituido
numa trama de didlogo entre as vivéncias do depoente — que descreve a
experiéncia — e as do pesquisador — que, a partir da descri¢do, atribui
significados ao descrito, contemplando nisso suas préprias experiéncias
vivenciais.

Com efeito, desenvolver uma andlise qualitativa implica assumir o pesquisador como
pertencente a uma comunidade soOcio-historicamente situada, portador de valores e
concepgdes que, de um modo ou outro, influenciam seu olhar e ficam refletidos em seu

trabalho. Enfim, implica assumir o pesquisador em um papel de ndo neutralidade com relagao
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ao contexto investigado, reconhecendo e lidando, porém, com os vieses que de tal papel

decorrem. (BOGDAN & BIKLEN, 1994, p. 68)

Do exposto, optamos, entdo, por uma pesquisa do tipo qualitativo que levard o
pesquisador a uma reflexdo continua sobre o valor e o papel de uma inovacdo no campo da
matemdtica — l6gica fuzzy —, cuja eleicdo do objeto de estudo € determinada por

preocupacdes de cunho didético-pedagdgico do investigador.

Como em toda pesquisa de cunho qualitativo, vale destacar que estamos convencidos
de que o mecanismo de constru¢ao do processo da pesquisa como um todo € mais importante
que o produto final, e as interpretacdes pessoais carregadas de valores, conviccdes e
motivacao préprias dos participantes da pesquisa e do pesquisador estardo dando o contorno
fecundo para a andlise. Ainda, tratando-se de uma pesquisa qualitativa, consideramos de

modo antecipado a possibilidade do uso do raciocinio indutivo para algumas conclusdes.

Com base nas consideracOes tecidas, apresentaremos a seguir as fontes e os

procedimentos escolhidos para criar evidéncias a serem analisadas nesta investigacao.

Ao longo da pesquisa, a significagdo de processos como subjetividade e imprecisao,
entre outros, permeardo o trabalho. Naturalmente, poderiamos, para tal compreensdo, fazer
simplesmente uma busca em um diciondrio. Entretanto, ao assim procedermos, estariamos
deixando de contemplar as relacdes de cada um deles com os mais diversos contextos.
Procuramos, na verdade, formas de explicitar o conteido de um pensamento, um raciocinio,
uma sensacdo ou um discurso, para encontrar o que estd por trds desse ndo explicitado

discurso.

O nosso estudo focaliza as interven¢des dos alunos do primeiro semestre do curso de
licenciatura, diante das questOes-problemas apresentadas pelo pesquisador. Trabalhamos
inicialmente com uma turma de 33 alunos oriundos de diferentes cursos de graduacdo —
Fisica, Quimica e Matemdtica — em uma disciplina da grade comum, assim organizada
devido a formatacdo desses cursos nas Faculdades Unificadas da Fundacio Educacdo de

Barretos.

Como nao poderia deixar de ser, a turma é bastante heterogénea e a maior parte dos

alunos ¢é oriunda de escola publica ndo s6 de Barretos, mas de varias cidades vizinhas, num
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raio de 200 km. Sdo alunos do curso noturno, trabalhadores, que ndo possuem muito tempo
para dedicar-se as disciplinas; alguns estdo afastados da escola hd mais de 10 anos, outros
acabaram de concluir o Ensino Médio e um ou outro ja possui uma formacdo técnica ou
superior anterior. Nessa turma temos um percentual grande de alunos que pretendem seguir a
carreira do magistério e, portanto, tém aceitado e participado bem das atividades propostas

para a disciplina.

Tal escolha foi feita tanto pelo fato de que esta turma nd@o cursaria uma disciplina
especifica sobre Logica Fuzzy — como acontece, por exemplo, com as turmas da engenharia —
quanto pelo fato de a pesquisadora ser a professora de uma das disciplinas iniciais,
Fundamentos e Préticas Pedagdgicas da Matematica I, na qual, entre outros conteddos, os
alunos tém contato com nogdes de 1dgica cléssica e teoria dos conjuntos. Fizemos a op¢ao por
deixar livre ao aluno, sujeito desta investigacdo, a escolha de manifestar-se em relacdo as

questdes problema de modo individual ou em pequenos grupos.

Sendo assim, na perspectiva de buscar possibilidades de respostas as questdes
levantadas anteriormente sobre o tema de nossa investigacdo, cujo eixo principal € o
reconhecimento do valor e do papel da Teoria Fuzzy para a Educacdo Matematica,
escolhemos encaminhar nossa pesquisa, organizando-a segundo os seguintes aspectos

relativos a coleta e ao tratamento de dados/fatos:

v Da coleta de dados/fatos:

o aplicagdo inicial de um rol de questdes-problema;

o introdug¢do dos conceitos da Teoria dos Conjuntos Fuzzy e Logica Fuzzy a partir de

uma anélise preliminar do rol inicial de questdes-problema;

o aplicagdo de outro conjunto de questdes-problema no momento final do curso.

v Do tratamento dos dados/fatos:

o leitura do rol de questdes inicial e final de cada aluno;

o leitura mais aprofundada, buscando evidéncias em trés eixos temadticos: da

psicologia, da pedagogia e da matematica;
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o abordagem, dentro do eixo temdtico “matematica”, de trés conceitos-chave da
Teoria Fuzzy, escolhidos a priori: conjunto fuzzy, varidveis linguisticas e base de

regras.

1.5 — Da fundamentacao

Apresentaremos brevemente, visto que o assunto serd tratado com maior
aprofundamento/detalhes em capitulos especificos, os pressupostos tedricos que dao suporte
as hipéteses e a escolha metodoldgica assumidas na pesquisa aqui desenvolvida. Considera-se
uma possivel aproximagdo entre o conceito de subjetividade na Matematica, a Teoria Fuzzy e
a Modelagem Matematica, delineando-se uma fundamentagado tedrica sob cuja perspectiva os
resultados da pesquisa de campo realizada no ambito desta tese possam ser analisados e

discutidos.

1.5.1 — Da subjetividade e da Matematica

A concepg¢ao de que existe um mundo objetivo e independente das pessoas que nele
vivem e dele falam pavimentou a via sobre a qual a ci€ncia construiu seus procedimentos
praticos e discursivos, afirmando a objetividade, a verificagdo e a mensuracdo (VAITSMAN,

1995).

Além da objetividade, a idéia de um conhecimento expresso através de leis universais
que legitimariam as préaticas cientificas corretas — o conhecimento hegemoOnico, marca

distintiva do paradigma newtoniano-cartesiano — prevaleceu até o inicio do século XX.

Dentro dessa concep¢do de neutralidade — que perdura, em grande parte, até os dias
atuais na matemadtica —, a ciéncia unificada baseia-se em um unico método cientifico que
produz a verdade independente do objeto, e o matematico profissional (cientista) descobre

algo que existe objetivamente fora dele, ou seja, independente de sua objetividade.

No nosso século, a valorizacdo da autonomia, da subjetividade emerge como eixo de

um novo paradigma, integrando-se a imagem do objeto da ciéncia. Uma nova forma de pensar
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a relacdo entre sujeito e objeto, bem como entre individuo, natureza e sociedade, desenvolve-

se como parte de transformagdes da sociedade contemporanea.

Na Matemdtica também se observa uma tendéncia de redefinicdo de discursos
articulados em torno da idéia de verdade/objetividade e falsidade/subjetividade para outros em
que tais dicotomias ndo se colocam como definidoras das relagdes entre sujeito e objeto. O
objeto, seja ele a sociedade ou a natureza, ndo existe a priori, objetivamente — ele € construido
pelos sujeitos. Assim, para Morin (1977, apud VAISTMAN,1995), a racionalidade nao seria

mais sindnimo de certeza, nem a probabilidade significaria ignorancia.

1.5.2 — Da Teoria Fuzzy

De acordo com Shaw e Simdes (1999), a caracteristica especial da Logica Fuzzy
(também referida como “légica nebulosa” e “teoria de possibilidades™) é oferecer aos
pesquisadores um novo modo de manusear informagdes imprecisas, porém, de uma maneira
bastante diferente do que faz, por exemplo, a teoria das probabilidades. Essa ldgica traduz em
valores numéricos expressdes verbais, vagas, imprecisas e qualitativas, comuns na
comunicacdo humana, permitindo converter a experiéncia humana em uma linguagem

decodificavel por computador.

Diferentemente da l6gica cldssica aristotélica — que € bivalente e admite apenas dois
valores: falso ou verdadeiro —, a 16gica Fuzzy é multivalente, pois reconhece uma multitude
de valores, assegurando que ‘“verdade” é uma questdo de ponto de vista ou de gradagdo,
definindo o grau de veracidade em um intervalo numérico [0,1]. Dessa maneira, consegue
gerenciar incertezas, por meio de termos com um grau de confiabilidade situado num

intervalo numérico [0,1], em que a certeza absoluta € representada pelo valor 1.

Isso faz com que toda forma de tecnologia orientada por um “enfoque fuzzy” adquira
valor prético, tornando possivel incluir a experiéncia de controladores humanos de processos
em formas de controle computadorizadas e possibilitando estratégias de tomadas de decisdo

em problemas complexos.
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1.5.3 — Da Modelagem Matematica

O estudo de problemas e situacOes reais usando a linguagem matemadtica para
compreendé-los, simplificd-los e soluciond-los, no sentido da busca de uma possivel revisao e
modificacdo do objeto em estudo, é parte do processo que tem sido chamado modelagem
matemadtica. Nesses termos, com respeito ao ensino, o uso da modelagem matematica como
caminho para a aprendizagem dos fatos matemaéticos, em geral, envolve o estudo de uma

situac@o-problema real.

Nesse sentido, Mendonga-Domite (2005) argumenta que o movimento da modelagem
matemadtica como um método para levar a aprendizagem, que foi se configurando no inicio
nos anos 1980 no Brasil, tem provocado transformagdes — sem retorno — em termos dos
processos cognitivos e metodologicos dos pesquisadores e professores da educagdo
matemadtica. A influéncia desse movimento/método em ensino e aprendizagem pode ser
relacionada, pelo menos, a dois aspectos: a) a mudanca de referencial da matematica pura
para o referencial do mundo real, resulta em trabalhos do terreno da matematica aplicada; e
b) o problema, utilizado como desencadeador do processo de aprendizagem, passa a ser
formulado na perspectiva da experiéncia de vida dos educandos, ou melhor, passa a ser
formulado por eles, a partir da problematizacio de situacdes que emergem da realidade

social.

Devido a possibilidade de manipulacdo de informacdes incertas e de seu respectivo
armazenamento em computadores, o tratamento fuzzy de varidveis linguisticas subjetivas,
referentes ao sujeito, ganhou um espaco substancial na modelagem matematica,
particularmente quando ndo dispomos de dados suficientes para uma estatistica; ou entdo
quando a situacdo ndo comporta medi¢des e dependemos de informacdes subjetivas de

especialistas.
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CAPITULO 2

Matemwatiea: o
determinlsmo em dlscussio
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CAPITULO 2. MATEMATICA: O DETERMINISMO EM DISCUSSAO

A certeza ou a verdade, assim como a diivida ou a incerteza tém estado no centro das
atencoes da epistemologia do conhecimento. Na filosofia grega, Platdo localiza a certeza no
“mundo das ideias”, em contraponto com o “mundo sensivel” (dos sentidos), no qual teriamos
somente aproximacoes de resultados obtidos no mundo das ideias. Os sofistas, por exemplo,
tinham como objetivo transformar modos de argumentacdo em verdades — uma postura cética

diante do conhecimento como absoluto, objetivo.

Nesse movimento de busca da esséncia do conhecimento, a Matematica tem sido
instrumento — uma linguagem — para esclarecer e analisar as teorizagdes. De todo modo, a
busca da verdade ou da certeza tem levado, indimeras vezes, ao desenvolvimento de
evidéncias opostas, proporcionando estudos matematicos de distintos tipos de incertezas. A
incerteza, proveniente da aleatoriedade de eventos, ocupa um lugar de destaque no elenco da
matemadtica, com énfase na drea de estudos probabilisticos. A Teoria da Probabilidade tem
como foco central a explicacdo da possivel ocorréncia de cada evento, baseada numa
distribuicao de ocorréncias passadas. Nessa perspectiva, quando modelamos certas situacdes
da realidade, as varidveis linguisticas estdo, muitas vezes, carregadas de subjetividade, e ndo
dispomos de distribuicdes estatisticas ou aleatdrias. Nesses casos, as qualificagdes de tais

varidveis sdo distinguidas por meio de graduacdes ou de meias-verdades.

E nesse contexto de incerteza que a 16gica fuzzy tem contribuido com sua linguagem
conjuntista, na qual cada elemento é provido de um grau de pertinéncia ao conjunto. Tal ideia,
formalizada por Zadeh em 1965, tem evoluido muito em termos de aplicacdes em problemas
da realidade, dada a sua caracteristica de graduar solucdes, como medida de credibilidade.
Assim, a solu¢do de um modelo matematico ndo € reconhecida boa ou ruim — como na

l6gica aristotélica bivalente —, mas € aceita com algum grau de credibilidade pelo usudrio.

Com efeito, a ideia central deste capitulo € a busca de evidéncias e de fundamentos
para as questdes abordadas, com intuito de propiciar a discuss@do € um maior entendimento
sobre elas, do ponto de vista tanto da Matemética quanto do ensino desta, de acordo com os

referenciais adotados por nés.
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2.1 — Determinismo e o processo de conhecer

Antes de encaminharmos uma reflexdo sobre a doutrina que vem recebendo a
denominagdo ‘“determinismo”, consideramos importante refletir brevemente, em especial,
sobre as duas questdes: “O que € a Matemdtica?”, “O que € a matemadtica ensinada na
escola?”, procurando respondé-las com um olhar mais voltado para a segunda. Nessa
perspectiva, buscaremos respostas a tais perguntas nas discussdes dos estudiosos da filosofia
da educagdo matemética, com a consciéncia de que a defini¢do de matemética e as propostas
para a matematica a ser ensinada na escola mudam. Matemadticos e educadores matemaéticos,
em uma dada geracdo ou em um dado periodo, formulam uma definicio ou uma proposta de
acordo com seu entendimento. Assim, a matemadtica tem sido compreendida como um
conjunto de disciplinas, mas também como uma atividade cientifica; ou ainda como produto
sociocultural; e cada uma dessas interpretacdes caracteriza, a seu modo, a matemética

ensinada na escola.

De fato, a crescente complexidade do mundo favoreceu a producdo de novos
conhecimentos, que se organizaram e deram origem a novas disciplinas. No caso particular da
matemadtica, por exemplo, a palavra em si, hoje, tornou-se uma expressdao genérica, a qual
abrange um leque amplo de subdreas em desenvolvimento. Ferndndez de Carrera, Arralde e
Mamut (2006), em seu texto intitulado “Matemadtica ou matemadticas? Indistintos ou
distintos?”, ao buscarem definicdes para a Matemdtica, argumentam que pensar sobre
matematica significa pensar em diferentes modelos possiveis: os quantitativos, baseados no
mundo dos nimeros (aritmética); os de representacdo e descricdo da realidade fisica e
imediata (geometria); os de comparacdo e quantificacdo de grandezas; os de 16gica; e muitos
outros modelos especificos para descrever uma variedade de fenoménos ou situacdes (andlise,

probalidade, estatistica etc.).

Ainda em termos de uma definicdo da matemética, Guzman Ozamiz e Pérez (1993)
dizem-nos que, especialmente a partir da visdo falibilista discutida por Lakatos no final do
século XIX, ocorreram mudangas profundas no campo das ideias sobre o que verdadeiramente

€ o fazer matemadtico. Guzmdan Ozdmiz e Pérez (1993, grifo nosso) afirmam que:
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[...] a atividade cientifica em geral € uma exploragdo de certas estruturas da
realidade, entendida esta em sentido amplo, como realidade fisica ou mental.
A atividade matemdtica lida com certas estruturas que se prestam a modos
peculiares de tratamento, as quais incluem:
¢ Uma simbolizacdo adequada que permite representar eficazmente, de
um ponto de vista operativo, as entidades que maneja.

¢ Uma manipulagdo racional rigorosa que permite o acesso daqueles que
aceitarem as convengoes iniciais.

¢ Um dominio efetivo da realidade em questdo, primeiro racional, no
que diz respeito a construgdo do modelo mental, e logo, se se
pretende, da realidade exterior modelada.

A matemadtica, como a ciéncia da quantidade e do espaco (DAVIS; HERSH, 1989, p.
31), ndo € incompativel com a de Guzmédn Ozdmiz e Pérez, que corresponde, como bem
dizem os autores, ao estdgio da matemética em que o confronto com a realidade se refletiu em
dois aspectos fundamentais complexos, provenientes tanto da multiplicidade, que da origem
ao nimero — a aritmética—, quanto do espago, que dd origem ao estudo das grandezas — a

geometria —; e, no decorrer da histdria, outras realidades levar-nos-iam a lidar com:

A complexidade do simbolo (4lgebra).

A complexidade da mudanga e da causalidade deterministica
(célculo).

A complexidade proveniente da incerteza na causalidade (probalidade
e estatistica).

A complexidade da estrutura formal do pensamento (logica
matematica). (GUZMAN OZAMIZ; PEREZ, 1993, p. 66)

O educador matematico Alan Bishop (1988, p.55), por sua vez, concebe a matematica
como um fendmeno pancultural, no sentido de que ela ocorre em todas as culturas e,
consequentemente, a Matemadtica de origem ocidental, como refere Kline (1972) em seu livro,
A Matemdtica na cultura ocidental, é “‘uma variante particular da matemaética desenvolvida ao

longo dos tempos em diferentes sociedades”.

Nessa perspectiva, Bishop (1988) considera que alguns cognitivistas, como Jerome
Bruner, tém argumentado que o homem evolui vinculado a sistemas instrumentais novos e

externos, e ndo por meio de alteragdes morfoldgicas. Um dos tipos de sistemas instrumentais
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€ composto pelo que Bruner (apud Bishop) chama de “amplificadores das competéncias
cognitivas” os quais estdo associados aos simbolos. O primeiro conjunto de simbolos estd na
comunicacdo oral, que precedeu a linguagem escrita e, portanto, a simbolizacdo matematica.
Nesse sentido, Bruner (apud Bishop) afirma que “a Matemética é um excelente exemplo de
‘amplificador da capacidade de raciocinio humano’ e, como um fenémeno cultural, tem um

forte componente tecnoldgico [...] a matemadtica € essencialmente uma tecnologia simbdlica”.

D’ Ambrosio e Domite (2007, p. 201) argumentam na mesma dire¢do, ao considerar

que:

[...] diferentes relagbes e priticas podem ser geradas, organizadas e
transmitidas informalmente para resolver necessidades imediatas, assim
como ocorre com a linguagem. Desse modo, os processos de conhecimento
estariam incorporados no coracdo do saber-fazer da comunidade e esses
processos sdo parte do que chamamos cultura. Assim, a partir deste ponto de
vista, a etnomatemdtica, por exemplo, diz respeito ndo somente as raizes
culturais do conhecimento matemdtico, mas também as relacOes geradas
dentro de uma comunidade/grupo a qual frequentemente compde, mais
adiante, o que tomamos por Matematica.

E como tem sido entendida a questdo “O que é a matemdtica ensinada na escola?”.
Uma possivel resposta a essa pergunta pode vir na esteira da reflexdo de Davis e Hersh (1989,
p. 31-32) quando, ao buscarem responder o que é a geometria ensinada na escola, procuram

explicacdes do ponto de vista de duas vertentes:

Trata, em parte, de problemas de medidas espaciais. Se eu tracar um certo
segmento de reta, e um outro, qual serd a distdncia entre seus pontos
extremos? Quantos centimetros quadrados existem em um retangulo de 4
centimetros de comprimento por 8 centimetros de largura? A geometria
também se ocupa com aspectos do espaco que possuem grande atrativo
estético, ou um elemento de surpresa. Por exemplo, nos ensina que, em
qualquer paralelogramo, as diagonais se cortam ao meio; ou que, em
qualquer triangulo, as trés medianas se cortam em um ponto comum. Diz-
nos que um piso pode ser coberto por ladrilhos na forma de tridngulos
eqiiilateros ou hexdgonos, mas ndo com pentdgonos regulares.

Mas a geometria, se ensinada de acordo com o modelo introduzido por
Euclides em 300 antes de Cristo, possui outro aspecto vitalmente
significante. Este é sua apresentagdo como uma ciéncia dedutiva. Partindo de
um ndmero de idéias elementares, que sdo supostas evidentes, e baseando-se
em algumas poucas regras de manipulacio matemadtica e logica, a geometria
euclidiana constréi uma urdidura de deducdes de complexidade crescente. O
que ¢ salientado no ensino de geometria elementar ndo € somente o aspecto
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espacial ou visual do assunto, mas a metodologia pela qual a hipétese
conduz a conclusdo. Este processo dedutivo é conhecido como
demonstracdo. A geometria euclidiana € o primeiro exemplo de um sistema
dedutivo formalizado e tornou-se o modelo para todos tais exemplos.

Mais adiante, os autores enfatizam a for¢ca do aspecto dedutivo da matematica,
argumentando, de modo irdnico, que ela poderia tratar de qualquer assunto — que ndo
somente o das quantidades e do espago —, contanto que o tratasse segundo o padrao hipétese-

deducdo-conclusdo. Davis e Hersh (1989, p. 33) bem ilustram tal argumentacao:

113

Sherlock Holmes observa a Watson, em O sinal dos quatro, que “a
investigacdo é, ou deveria ser, uma ciéncia exata e tratada de uma mesma
maneira fria e sem emocdes. Vocé tentou cobri-la de romantismo, o que
causa quase mesmo efeito que se vocé tivesse introduzido uma histéria de
amor ou uma fuga no quinto teorema de Euclides”. Conan Doyle estd
afirmando com ironia que a investigacdo criminal poderia muito bem ser
considerada um ramo da matemaética.

Esta énfase crescente sobre o aspecto dedutivo desencadeada pelo modelo introduzido
por Euclides é, de algum modo, a base da concepcdo determinista da Matemadtica, de
resultados essencialmente precisos, isto é, em se tratando da solu¢ao de um problema de um
ponto de vista da matemdtica tanto internalista quanto externalista’, para a matemdtica
deterministica tudo pode ser descrito por uma equagdo. Schrodinger (2010) enfatiza, de modo

exagerado, essa visao:

Para quem defenda o determinismo ha centenas de “entdo, quem manda no
mundo?”’. Pode ser deus, Zeus, Bill Gates, Steve Jobs, Silvio Santos ou a
matematica. A matemdtica diz que como o nosso Universo fisico € feito de
particulas que interagem de acordo com algumas regras, o que estd ai é
basicamente o que deveria estar ai mesmo, ji que as particulas estavam
apenas interagindo de acordo com suas regras, ponto.

" Em Domite (2003, p. 48): “Grosso modo, uma visdo externalista da Matemadtica tem sido assim considerada: 1)
sob a perspectiva da pesquisa, a Matemdtica ndo visa um fim em si mesma, e sim fora do seu campo estrito, ou
seja, sdo dessas pesquisas que se estabelece as interagdes entre a Matematica e outros campos de estudo — € uma
matemdtica a servico do mundo; 2) no tocante ao ensino e aprendizagem, uma posicdo externalista da
matemadtica requer que o professor/a, leve em conta o contexto sécio-cultural do grupo e suas relagdes de poder,
no processo de aprendizagem/ensino dessa disciplina”.

46



Aqui valem os questionamentos: “Quem manda nas outras dreas do conhecimento, ja
que elas funcionam de acordo com algumas regras (matemadticas)?” ou “Quanto de

matematica ha nas outras dreas do conhecimento como, por exemplo, na Biologia?”

Na verdade, ndo hd matemdtica na Biologia ou na Quimica, mas, a cada dia, sao
concebidas novas formas de utilizacdo de ferramentas da matemaética, na tentativa de melhor
compreender fendmenos de cada uma delas e de outras dreas. A taxonomia, segundo Schober
(2010), pode ser considerada um exemplo antigo da matematizacao da biologia, com inicio na
tentativa de Aristételes de organizar de modo sistematico os seres vivos. Esse movimento
interdisciplinar — matematizacdo da biologia — ndo € algo recente quando se trata de
Biologia e Matemética, que sdo dreas do conhecimento que sempre se complementaram para

interpretar a natureza.

De todo modo, segundo Souza (apud Schober, 2010) a matematiza¢do da biologia é
contestada por vdrios pensadores contemporaneos, entre eles o bidlogo Ernst Meyer, o qual
afirma que esta drea do conhecimento ndo pode ser interpretada com o olhar determinista da

matematica.

Com efeito, por ser uma constru¢do histérica, a biologia adquire um cariter
circunstancial e os fendmenos que ai se desenvolvem nido podem — dada a necessidade de
lidar com o acaso — ser previsiveis e testados de forma idéntica e repetidas vezes. Como bem

exemplifica Souza (apud Schober, 2010):

Nao podemos repetir a origem da vida na Terra, que ocorreu por
circunstancias especificas. A vida € a apropriacdo de acasos sujeitos a fatos
acontecidos na histéria que, se ndo tivessem acontecido, o mundo hoje seria
completamente outro. Uma vida sujeita a toda essa aleatoriedade faz com
que a matematizagdo da vida fique restrita ao momento presente - onde todas
as extrapolacdes sdo perigosas.

Para o biomatemdtico Jodo Frederico Meyer (apud Schober, 2010), “a biologia
apresenta a matemdatica uma série de dificeis desafios, como problemas descontinuos,
instaveis, ndo-lineares, enfim, inesperados” e, nesse contexto, a modelagem matematica tem
um papel crucial: alguns fendmenos podem ser quantificados em diferentes aspectos e tais

“quantificacdes podem fornecer novas maneiras de ‘ver’ o problema que se estd tentando
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compreender”. O biomatemadtico chama também atencdo para o aspecto transdisciplinar da
ciéncia moderna, no sentido de que “diferentes olhos veem diferentemente o mesmo
problema”. Para ele, aplicar a matemadtica para entender fendomenos bioldgicos € muito
instigante, uma vez que ‘“‘as técnicas e os saberes da matemdtica ganham nova importancia

tanto tedrica quanto instrumental”

E, mais uma vez, agora da perspectiva do matemético Meyer (apud Schober, 2010) —
pesquisador da drea de biomatemética —, o determinismo matematico € colocado em questao
por ‘“causar uma confusdo de ideias quando se fala em compreensao de fendmenos bioldgicos,
dando a ideia de que alguns cientistas pretendem, por meio da matemadtica, tornar a biologia
uma ciéncia exata”. Sobre essa questdo, Meyer (apud Schober, 2010) salienta que a

modelagem matemadtica de fendmenos biologicos nao é capaz de prever ou fornecer

resultados milimetricamente precisos, o que a modelagem pode fazer,

[...] e o faz bem, € a avaliacdo qualitativa, ou seja, direcdes, possibilidades,
tendéncias. Especialmente no sentido de se simularem fendmenos que
estabelecem cendrios que iriam resultar de estratégias adotadas - estes
cendrios ndo vao ser exatamente precisos, mas sdo suficientes para indicarem
possiveis situagdes a adotar... ou evitar!

Ainda em torno da discussao sobre o significado e o papel do determinismo como solo
filos6fico da Matematica, esta doutrina foi, como j4 dito, o suporte da matemaética classica, no
sentido de que este campo de conhecimento se mostrou essencialmente dedutivo na sua
génese histdrica e epistemoldgica — e por isso hd um passado que € fonte para perpetuacao do
modelo. As defini¢cdes desta corrente filosofica, encontradas em trés diferentes diciondrios,

podem melhor esclarecé-la:

Determinismo - (Do al. Determinismus, pelo fr. Déterminisme) — teoria
filoséfica segundo a qual os fendbmenos naturais e os fatos humanos sio
causados por seus antecedentes; encadeamento de causa-efeito entre dois ou
mais fendmenos. (LAROUSSE CULTURAL, 2008, p.345)

Determinismo - (bioldgico) concep¢do segundo a qual nossa heranca
genética condiciona e torna inevitdvel o nosso desenvolvimento como
pessoas com miultiplas caracteristicas. Na versdo mais ridicula desta
concep¢do postulam-se entidades como, por exemplo, um gene que
predispde as pessoas para a pobreza. Esta concepc¢do € particularmente
inimiga dos pensadores que salientam que os factores parentais, politicos e
sociais determinam aquilo que somos (BLACKBURN, 1994, p. 108)
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Determinismo — Uma relagdo é determinada quando existe uma ligacdo
necessaria entre uma causa € o seu efeito; neste sentido, o determinismo ¢é
uma generalizac¢do do principio da causalidade, que liga cada acontecimento
a um outro (¢ esta causalidade que o cientista pretende conhecer
estabelecendo leis). Aplica-se antes de mais nada aos acontecimentos da
natureza e, enquanto necessidade cognoscivel, opde-se ao destino: este é
uma lei cega que escapa ao homem, enquanto que “um fend6meno pode ser
integralmente determinado permanecendo mesmo assim perfeitamente
imprevisivel [...]. O tempo que teremos dentro de seis meses ndo esta escrito
em lado nenhum: ndo estd ainda determinado; mas sé-lo-4 dentro de seis
meses. Assim, o determinismo nao € um fatalismo: ndo exclui nem o acaso
nem a eficicia da acdo. Ao contrdrio, permite pensa-los: dai a meteorologia e
o guarda-chuva”. (COMTE-SPONVILLE)

A partir das defini¢des encontradas, podemos afirmar que o determinismo tem, na sua
esséncia de construcdo, duas leis de formacdo basica, de algum modo sobrepostas, como
doutrina filoséfica: a) fendmenos e fatos sao causados por seus antecedentes; e b) existe uma

relacdo causa-efeito entre dois ou mais fendmenos/fatos.

A ideia de antecedéncia — e, grosso modo, a de causa-efeito — estd diretamente ligada
ao raciocinio de que os argumentos sdo meios para alcancar outro nivel de conhecimento, que
sao as consequéncias. Os conhecimentos anteriores € 0S novos conhecimentos (ou
proposicgdes), eles proprios religam ideias/nocoes, em geral designadas por conceitos. Esse
modo processual e encadeado de conhecimento estd na esséncia dos estudos de [dgica

cldssica, constituida na sua génese pelo grande estudioso Aristételes, da civilizacdo grega.

O processo de estudo da filosofia da matemaética esteve por muito tempo cristalizado
em torno das questdes ontoldgicas referentes a natureza e a verdade dos objetos matematicos
e das questdes epistemoldgicas de como nds chegamos a conhecé-los. Matemdticos
pertencentes a trés importantes correntes do pensamento mateméatico — logicista, intuicionista
e formalista — refletiram arduamente em busca de critérios para fundamentar essa

matematica.

Essas trés correntes, ja bastante estudadas neste tltimo século, interpenetram-se e t€ém
prolongamentos, assim como mostraram incongruéncias da historia mais recente — a
suspeita, anunciada por Godel, da inconsisténcia légica interna de sistemas dedutivos e
formais, quando estes possuem regras finitdarias, € um dos grandes exemplos. Como bem

conhecido, em 1931, quando ainda vigorava a proposta de Hilbert de obter a completa
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constru¢do da teoria matemadtica através da légica formal, Godel publicou o seu trabalho

“Sobre as proposi¢des indecidiveis”, pondo fim a essa expectativa.

Nessas perspectivas epistemoldgicas, vigorou por muito tempo a primeira
interpretacdo de Platdo a essas verdades, aquela de que os objetos mateméticos t€ém uma
existéncia independente da mente humana — sdo entes pertencentes a um mundo ideal —, e
as verdades sobre eles sdo descobertas ou acordadas. Esta € uma posi¢do aprioristica das mais
radicais e, do nosso ponto de vista, a mais insatisfatéria para orientar uma discussao em torno
do valor e do papel da teoria fuzzy, visto que tem na sua esséncia, de modo radical, a
perspectiva deterministica, ou seja, a matematica como uma cole¢do de teoremas, o rigor € a

precisao.

A discuss@o acima pode encaminhar um debate no sentido de esclarecer as ideias
centrais da teoria fuzzy, ao confrontarmos a no¢do de a priori, da preexisténcia de uma
matemadtica a ser apreendida. Com efeito, a matematica que estudamos, ao longo de nossa
formacdo académica, € uma matemadtica de verdades preestabelecidas e preexistentes, isto € “a
doutrina que o conhecimento matemadtico € a priori — apriorismo matematico — tem sido
articulada de diferentes maneiras durante o processo de reflexdo sobre matemética”
(KITCHER, 1984, p. 3). Na verdade, Kitcher coloca-se em oposi¢do ao apriorismo, no que se
refere ao conhecimento matemdtico como um pressuposto da epistemologia da matematica,
que nega, entre outras coisas, qualquer justificativa pela experiéncia sensorial, assim como a
possibilidade de cada individuo ou grupo delinear/construir seu préprio corpo de
conhecimento mateméatico numa relagdo com outros meios — outros estudiosos/interlocutores
e os livros — na escola, na comunidade, no trabalho, que lhes sdo impostos na sua trajetdria
de aprendizagem. O préprio desenvolvimento histérico da matemdtica sugere que “o

conhecimento matematico é obtido pela extensdo do conhecimento de geracdo anterior’”.

(KITCHER, 1984, p. 5)

De modo geral, a negacdo do apriorismo tem sido também um dos focos da discussao
filos6fica de Ubiratan D’ Ambrosio, destacando que, como uma das mais fortes correntes da
filosofia da matematica, tem ditado, também, os modos de fazer educacdo matemética. Ao

apresentar a posi¢cao de Kitcher contra o apriorismo matematico, D’ Ambrosio (1990) destaca
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a implicacdo negativa, de algum modo semioculta, dessa barreira epistemoldgica para os

curriculos de matematica:

Os especialistas demonstram sua capacidade produzindo solucdes
verificdveis para os problemas que nos deixam frustrados, produzem
argumentos plausiveis contra nossas propostas (argumentos cujos planos
estdo bem disfarcados para serem desmascarados) e oferecem explicagcdes
psicolégicas muito convincentes de nossos erros. (KITCHER, apud
D’AMBROSIO, 1990, p. 28)

De todo modo, essa posicdo aprioristica encaixa-se nos moldes da corrente
epistemoldgica denominada idealista, que abrange os modos de conhecer metafisico e
racionalista. Cortella (1998), ao discutir as contraposi¢des entre o pensamento de Platdo e de
Aristételes, apresenta uma sintese que nos ajuda a compreender a génese da filosofia da

matematica, a qual estd submetida a matematica que af esté:

Ambos os fil6sofos sd3o metafisicos quanto a génese divina do
Conhecimento e da Verdade; o que vai diferencid-los fundamentalmente € o
método de descobri-la. Platdo é um racionalista; a Razido independe da
experiéncia deste mundo e o conhecimento verdadeiro deve ser buscado
dentro de cada um de nds por intermédio de abstragdes que partam de
verdades gerais inatas, para depois serem deduzidos os conhecimentos mais
especificos sobre a realidade. Aristételes € um empirista; o conhecimento
verdadeiro procede da experimentacdo e observacdo do mundo em suas
particularidades e dessas (usando a Razdo como ferramenta afiada pela
Légica) posso indutivamente chegar a verdades gerais [...] Essas duas linhas
sobre 0 modo de desvelamento da Verdade preexistente (sobre como
desocultar a alétheia) percorrerdo a histdria do pensamento ocidental e delas
vao se aproximar muitos pensadores desde a Antiguidade. (CORTELLA,
1998, p. 92-93, grifo do autor).

O papel a atribuir a experiéncia, aos dados dos sentidos e/ou a atividade do
pensamento (empirismo versus racionalismo) na formagao do conhecimento, em geral, e do
conhecimento matematico, em particular, constitui um problema antigo, provocando varios
debates. Este €, reconhecidamente um problema ainda por resolver, certamente sem uma

solucdo tUnica e completa e que desde sempre tem preocupado filésofos e matemadticos.
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Algumas respostas foram encaminhadas, uma delas por Kant que, sem duivida, elaborou

fundamentos para quase todas as correntes epistemoldgicas da matematica.

Kant, sem divida, responde a tais questdes, situando os objetos modernos do mundo
no espaco e no tempo. Segundo ele, € como se os homens (matemadticos), ao buscar
explicar/criar/conceituar 0os objetos matemdticos que emergem do (imperfeito) mundo
empirico, tivessem dentro de si impressas as matrizes invariantes das abstracdes tempo-
espaco. E o modo de chegar a tais abstracdes nao se daria por meio dos sentidos, mas pela via

da razao, do raciocinio (subjetivo).

Trata-se de “uma” posi¢do dentro dessa tentativa de validacdo, mas tendo como base
filos6fica de explicacdes os preconceitos a respeito de espaco e tempo e — longe de ser
questionada pelos filésofos — tem servido para as diferentes correntes epistemoldgicas do

conhecimento matematico.
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CAPITULO =

AM PoUCO oe
Teorla Fuzzy
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CAPITULO 3. UM POUCO DE TEORIA FUZZY

Neste capitulo apresentamos conceitos preliminares da matemadtica que estdo no
centro das atencdes deste trabalho de pesquisa. A discussdo das referidas nocdes, nesta etapa
do trabalho tem como objetivo a melhor compreensao do tipo de matemaética a ser utilizada na
solucdo de algumas situagdes reais — matematica fuzzy - geradora de toda a construcdo deste

trabalho.

Na verdade a grande preocupacdo em apresentar e discutir mais e mais estas nog¢oes
estd sempre na necessidade de destacar e dar significado ao fato de que o conhecimento
proveniente da experiencia do sujeito € carregado de conclusdes construidas nas relacdes do

sujeito com o outro € consigo mesmo.

A psicologia e a filosofia utiliza a interferencia deste mundo interno composto por
emogdes, sentimentos e pensamentos — subjetividade- em geral, para compreender como se
relacionam uns com os outros. Neste trabalho estaremos utilizando os processos de
conhecimento subjetivo, usualmente ignorado, nos meandros do contexto (matematico)
formal. Na verdade, o conhecimento subjetivo tem sido ignorado, no processos de
formalizacdo das mais diversas dreas do conhecimento mesmo que 0s
profissionais/pesquisadores reconhecam que eles tém um peso intelectual/emocional

significativo quando se omite um opinido , faz-se uma escolha ou uma avaliacdo.

Em um contexto de educagdo matemadtica institucionalizada a situacdo nao € diferente.
No entanto, atualmente, ainda que prevaleca a idéia do determinismo matemaético, vem se
configurando um cendrio que abarca um conjunto de estudos e pesquisas que leva em conta a
subjetividade do sujeito nas solucdes de problemas (matemdticos). Tais estudos tém se
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apresentado sob o tema “Teoria dos Conjuntos Fuzzy”, “Légica Fuzzy” ou “Teoria Fuzzy”.

O termo fuzzy significa vago,duvidoso, incerto, impreciso, subjetivo ,difuso ou
nebuloso e a teoria associada a ele vem sendo utilizada parar dar tratamento matemético as
informacdes, que uma situacdo/problema, quando esta é delineada através de informacoes
fornecidas por seres humanos ao se comunicar e portanto, carregadas de termos vagos,

subjetivos e vinculados ao contexto sobre qual se referem.
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A busca de tratamento matemdtico para a incerteza e imprecisdo, como salientamos no
capitulo anteriore, nos remetem a Grecia com Aristételes, Socrates e Platdo e atingem o
século XIX quando Zadeh (1965) formaliza a idéia de quantificar informagdes transmitidas
linguisticamente por meio de conjuntos (conjunto fuzzy) e suas respectivas funcdes de
pertinéncia. Por meio de tais procedimentos Zadeh consegue captar e dar tratamento
matemadtico a subjetividade (vaguesa, imprecisdo) de forma diferenciada daquela fornecida

pela teoria das probabilidades. Com efeito, entendemos por Teoria Fuzzy ao conjunto:

da légica fuzzy utilizada em um contexto légico, expressando a teoria dos
conjuntos nebulosos (fuzzy), a sua ligagdo com a teoria das possibilidades e
o tratamento tanto da imprecisdo quanto da incerteza de um conjunto de
informacdes em um unico ambiente formal. (Weber&Klein,2003.p.20)

3.1 — Conjuntos fuzzy

A ideia de conjunto fuzzy € simples de ser compreendida. Esta baseada no fato de que
os conjuntos existentes no mundo real ndo possuem limites precisos. Logo, € compreendido

como um agrupamento impreciso e indefinido,ou seja, ndo posuui contorno bem definido.

Um conjunto fuzzy € caracterizado por uma funcdo de pertinéncia
(caracteristica) onde a transicdo de ndo-pertinéncia para pertinéncia é
gradual, ndo abrupta dentro de um intervalo entre zero e um. A nocdo de
unido, intersec¢do, complementar, relacdo, convexidade, etc, é extendida
para tais conjuntos, e vdrias propriedades dessas nocdes no contexto dos
conjuntos fuzzy estdo estabelecidas. (Zadeh, 1965, p. 338)

Por exemplo, se tomarmos o conjunto dos ndmeros primos,teremos que a funcio

caracteristica de F, para todo n € I, € dada por

1, se n for divisivel por 1 e por n

¥z (n) = 0, caso contrario

Portanto, y-=(4)=0 e xz(11)=1. Este é um conjunto fuzzy particular que

corresponde ao conjunto cldssico dos niimeros primos
P=1{n & N:néprimo}

Isto gera uma metodologia para expressar leis operacionais de um sistema em termos

lingiiisticos em vez de equagdes matematicas.
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Consideremos, agora, o conjunto dos nimeros reais entre 2 e 4. Na teoria cldssica dos

conjuntos escrevemos A = x eR:2 = x < 4},

De forma equivalente, Na teoria dos conjuntos usuais fuzzy , o conjunto A é tem
p (I)={ 1, se 2<x =4
fun¢do caracteristica 7 Osex=2ouxz=4 onde x,; € denominada funcdo

caracteristica do conjunto A.

56



Um outro exemplo, consideremos o conjunto dos nimeros reais “proximos de 3”.
F={x € R:xéproximo de 3}

O ntimero 3 pertence a esse conjunto? E o nimero 10000? Se considerarmos as idéias
da légica fuzzy, podemos dizer que ambos os nimeros estdo no conjunto, porém com

diferentes graus de pertinéncia, de acordo com a propriedade que caracteriza o conjunto F.

A fungdo que caracteriza o conjunto F deve ser coerente com o termo “proximo de 3”.
Existem infinitas fun¢des que podem caracterizar este termo. Em particular, uma funcdo

destas € a seguinte:

@5 (:-.) = 7~ lx-8)

E fécil ver que esta funcdo estd de acordo com o termo “préximo de 3”, uma vez que

@:(3) =1 ¢ 3 medida que * se distancia de 3 ao longo da reta real a funcdo ¥= (=) vai se

aproximando de 0.

0,2
0,6
0,4

0,2

Note que a escolha da funcio para descrever o subconjunto fuzzy F foi arbitraria. Em
realidade, qualquer fungdo frR=[01] ¢ que F3)=1¢ f(x) ge aproxima de 0 a medida
que * se afasta de 3 ¢ uma funcdo (fungdo de pertinéncia) que pode ser representante do

conjunto F,

A escolha da funcao de pertinéncia depende das varidveis caracteristicas do problema,
mas também € intuitiva/subjetiva, ou seja, depende de fatores como experi€ncia, cultura, bom

senso, percepcao de quem analisa o problema.
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0,7
0.6
0.5
04
03
02
0,1

Do que foi exposto até agora, podemos dizer que conjuntos fuzzy sdo uma
generalizacdo da teoria classica de conjuntos para dar tratamento matemdtico aos conjuntos

descritos por meio de termos/valores subjetivos.

Para obter a formalizagdo matematica deste tipo de conjunto, Zadeh baseou-se no fato

de que qualquer conjunto cldssico pode ser bem descrito através de uma fun¢do chamada

fungio caracteristica X* U {'Dil}, tal que, sendo “ um subconjunto de um universo Y, para

N _{l, se xEA
todo X € U vale %a(*) 0, z¢e x£4
Posto isso, propde-se que a nocdo de subconjunto fuzzy é dada ampliando-se o
contradominio de 4 para o intervalo [0.1]. Assim, um elemento * € Uterd um grau de

pertinéncia ao conjunto < em questio. Formalmente, esta afirmacdo pode ser bem

caracterizada pela seguinte definicao:

Definicdo 1 (Subconjunto Fuzzy) Um subconjunto fuzzy F de um conjunto cldssico X
é caracterizado por um fungdo ug:U — [0,1], chamada fungdo de pertinéncia do subconjunto

fuzzy F.

A seguir vamos extender as principais operagdes sobre conjuntos classicos para

conjuntos fuzzy. Para isso, sejam 4 e E subconjuntos fuzzy de U.
Definicao 2 (Unido) A unido entre A e E é o subconjuntos fuzzy de U cuja fungcdo de

pertinéncia é dada por Keaus) (%) = mas Lt (), g ().
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Exemplo: Sejam os predicados bonita e confortdvel considerados na avaliacdo de uma
casa. Seja A o conjunto formado pelas casas a serem avaliadas. Se a casa x € 0,5 bonita (mais

ou menos bonita) e razoavelmente confortdvel com valor de confortdvel igual a 0,8, entdao

Heaus () = maxfua(x), uz(2)}_

Definicao 3 (Interseccio) A interseccdo entre A e B é o subconjunto fuzzy de U cuja

fungdo de pertinéncia é dada por Hiang () = U loes (), 15 ()

Exemplo: Sejam os predicados bonita e confortdvel considerados na avaliagdo de uma
casa. Seja A o conjunto formado pelas casas a serem avaliadas. Se a casa x € 0,5 bonita (mais

ou menos bonita) e razoavelmente confortdvel com valor de confortdvel igual a 0,8, entdao

Hans) (7)) = min{ia (0. 1s (D} o 5

Definicao 4 (Complementar de um subconjunto fuzzy) O complementar de A é um

subconjunto fuzzy A' © U cuja fungdo de pertinéncia é dada por

palx)=1—p,, ¥xeU.



XX

Exemplo: Seja os predicado bonita considerado na avaliacdo de uma casa. Seja A o

conjunto formado pelas casas a serem avaliadas. Se a casa x € 0,5 bonita (mais ou menos

bonita) entio “'a(¥) =1 —py ¥xeU._1_(5=0,5(acasanio é bonita nem feita)

Definicao 5 (Igualdade) Os subconjuntos fuzzy A e B de U sdo iguais se suas funcoes

de pertinéncia coincidem, isto é se i (x) = pg (x) para todo x € U.

3.2 — Numeros fuzzy

De modo geral podemos dizer que, em um problema concreto, muitos ndimeros sao
idealizacOes de informagdes imprecisas — “em torno de”, “aproximadamente” - envolvendo
valores numéricos. Matematicamente indica-se essas expressoes por um subconjunto fuzzy F
cujo dominio da funcdo de pertinéncia pr é o conjunto dos nimeros reais. Como 0 nosso

objetivo é modelar problemas concretos, adotaremos como conjunto universo, ou dominio, o

conjunto dos nimeros reais (R).

No que se refere a forma de x: a) para qualquer elemento x pertencente a U, a méxima
altura da funcdo de pertinéncia deve ter o valor 1, b) x deve ser convexo ( funcdes de
pertinéncia ndo-convexas ndo possibilitam unicidade na avaliacdo numérica do valor no eixo

horizontal.

As seguintes defini¢cdes sao necessarias para entendé-los formalmente.

Definicio 6 (a-nivel) Seja £ um subconjunto fuzzy de U e @ € [0.1] O @_pivel de £ ¢

o subconjunto cléssico de ¥ definido por
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[Fl¥={x €X:pp(x) = a} para 0<a=< Ll

a—nivel

Definico 7 (Suporte) Seja F um subconjunto fuzzy de U, o suporte de £, o qual se

denota por SHPP (Fl ¢ o subconjunto de U cujos elementos tém grau de pertinéncia nao

nulos em £ ,1sto €,
supp (F) ={x € Xiuz(x) > 0}
Usaremos a notacdo © (R) para denotar a familia de subconjuntos fuzzy de &, no qual
os “-niveis sdo dados por
[F1* = {x ER:puz(x) = @}, para tode a£[01] e
[F1° = supp F

sdo subconjuntos de R compactos e ndo vazios. Agora podemos definir um nimero

fuzzy.

Definicio 8 (Nimero Fuzzy) Um subconjunto fuzzy £ < B ¢ chamado de nimero

fuzzy se satisfaz as seguintes condi¢des:
1. Féum subconjunto fuzzy normal;
2. Todos os ®-niveis sdo intervalos fechados de R;

3. O suporte de F, supp F = {x € R:;(x) > 0} ¢ Jimitado.
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O conjunto fuzzy A definido pela funcdo de pertinéncia, em forma de tridngulo

s
=4 ,
- se a<x Zh
o—a 1
=4 €—X
Hal2) - se b= x e
c—b
o

0 rcaso contrario.

Figura 10. Representacio de um nimero fuzzy

triangular.
satisfaz as propriedades de um nimero fuzzy e é denominado nimero fuzzy tridngular.
Usaremos a notacio “ = [@/5/¢] para representd-lo, em que Hal@) =ws(c)=10 ¢

ua(b) =1

No mesmo sentido, o conjunto fuzzy 5, cuja fun¢do de pertinéncia tem a forma de um

trapézio e é dada por

&
FX—da ;
- e a=x b,
b—a By fememtrd i
1 I
1 1
1 1
1 se b=x =g, ! :
. - _ 1 1
:i.'_?("") - . X
ll'{ x 1 1
2 se c=<x=d, : I N
— e s
i b € d x

“ 0 caso contrario.

Figura 11. Representacio de um nimero fuzzy trapezoidal.

também satisfaz as propriedades da Definicio 1.10 e € chamado niimero fuzzy
trapezoidal. Serd comumente denotado por £ = [a/b/c/d] em que ug(a) =y (d)=0e

Ha(b) = pule) = 1.
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Exemplo 2 Em muitas oportunidades tem-se a necessidade de utilizar algum tipo de
imprecisdo no dia a dia. Quando se quer, por exemplo, marcar um encontro com outra pessoa,
diz-se comumente, encontro-te ~ por volta das 4 horas". Por volta das 4 horas ¢ um nimero
fuzzy, caracterizado por sua funcdo de pertinéncia W, a qual pode ser também caracterizada
pela funcao

xr—3,8
2

() =1 42-x
2

0 caso contrario.
Note que o numero fuzzy 4 poderia ser entendido como "“em torno de 4"

Outro exemplo, na primeira prova um aluno obtém uma nota em torno de 3 e na

segunda uma préxima de 7 entdo, sua nota final seria proxima de 5 .

3.2.1. — Operacgoes aritméticas envolvendo numeros fuzzy

As operagdes aritméticas envolvendo numeros fuzzy estdo estreitamente ligadas as
operacoes aritméticas intervalares. BARROS e BASSANEZI (2006,p.48) exemplificam estas

operacdes para intervalos fechados de niimeros reais.

Considerando que cada numero real pode ser considerado como um intervalo fechado
com extremos iguais, utilizando principio de extensdo apresentado na sec¢do 3.2.2, podemos

estender as principais operagdes aritméticas referentes a nimeros reais aos nimeros fuzzy.

Sejam R:RK X E = E uma operagdo bindria sobre K e A,5 € F(R), onde F(K) € o
conjunto dos nimeros fuzzy reais. Pelo principio de extensao, podemos escrever
sup min(p,(x); pg(v)) se R7z) c RB?
Mg (2) = {Rle)== .,
0 se R7Yz)e R?
Assim, se considerarmos a opera¢do R como a operacdo de adi¢do R(x,¥) = x + v ou
como a operagdo de multiplicagdo R (x,¥) = x - ¥, o Principio de Extensdo nos proporciona a

63



adicdo e a multiplicacdo entre os nimeros fuzzy A e E, dadas pelas seguintes funcdes de

pertinéncia:

Uaaplz)= sup min (g, (x): wz(v))

XTI

#a.5(z) = sup min(u,(2); 1s(¥))

XN—

Estas funcdes representam os nimeros fuzzy 4 + E e 4 - B, respectivamente .

Além dessas operagdes, o Principio de Extensdao nos permite estender praticamente

todas operacdes conhecidas sobre nimeros reais aos numéros fuzzy.
Com feito, dados dois nimeros fuzzy 4,5 € F (K} e um nimero 4 € K, temos

Subtracao. O nimero fuzzy 4 — B, denominado diferenca entre 4 e B, é dado pela

funcao de pertinéncia

uy_glz) = “squz min (g, (x): pz(v))

- 2ol 1

Divisao. O nimero fuzzy 4 / B, denominado quociente de A por &, é dado pela funcgio

de pertinéncia

py szl = SUP min (g, ()5 pp(y)

s

Produto por escalar. O nimero fuzzy A4 é dado pela seguinte fungio de pertinéncia

{;:A[i_izj se A=0

L;,1Z2) = 5U Llx)=
#aa (2) = sup py(x) 0w Ao

Ax=z

3.2.2. —Principio de extensdo de Zadeh

O Principio de Extensdo de Zadeh é uma das idéias bdsicas da teoria fuzzy que

promove a extensdo de conceitos matematicos nao fuzzy em fuzzy.
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O principio de extensao pode ser discrito da seguinte forma: a) o grau de pertinéncia de
um valor do contradominio é definido diretamente pelo grau de pertinéncia de sua pré-
imagem, b) quando um valor do contradominio € mapeado por varios do dominio, o seu grau

de pertinéncia € obtido pelo maior dos graus de pertinéncia dos valores da entrada.

Seja f: X — Z uma funcdo injetora e A um subconjunto fuzzy de X, enumerdvel (ou

finito), e dado por

A= Z tﬁgﬁi(.x;,
i=1 '

Entdo, o Principio de Extensdo garante que f (A), extensdo da funcdo f aplicada em A,

€ um subconjunto fuzzy de Z, dado por
Fla) =7 (32, 0,00 )= 52,0, /ixi)

Portanto, a imagem de A por f pode ser deduzida do conhecimento das imagens de xi

por f. O grau de pertinéncia de zi = f(xi) em f (A), é o mesmo de xi em A.

Figura representativa da imagem de um subconjunto fuzzy a aprtir do principio de extensido

para uma fungao f.
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3.3 - Légica Fuzzy

Um sistema légico € um conjunto de axiomas e regras de inferéncia que visam
representar formalmente um raciocinio vélido. A 16gica cléssica trabalha com proposicoes que
sao verdadeiras ou falsas e se baseia na teoria cldssica de conjuntos. Além disso, a 16gica € um

método de estudo que sugere a procura e entendimento da verdade.

Na légica fuzzy, por sua vez, tendo como base a teoria de conjuntos fuzzy, uma
proposi¢do fuzzy do tipo “"Se x é A e v é E, entdo z é L' € falsa ou verdadeira com um certo
grau de certeza. Na tentativa de modelar os fendmenos que nos cercam existem situagdes nas
quais a dicotomia verdadeiro-falso ndo € suficiente para representd-los, e nestes casos, a
16gica fuzzy € util, pois € capaz de traduzir em termos matemdticos as informac¢des emitidas
por meio de sentencas formuladas em linguagem natural com termos subjetivos ou ambiguos.

Nesse sentido, Faz-se necessario, buscar uma maneira de fazer inferéncias e tomar decisoes

mesmo em ambientes onde tais caracteristicas sdo predominantes.

3.3.1. —Variaveis Linguisticas e Proposicoes Fuzzy

Uma varidvel linguistica X em um universo U € aquela cujos valores sdo subconjuntos
fuzzy, que correspondem por sua vez a termos linguisticos. Podemos dizer que uma varidvel

linguistica € um substantivo enquanto seus valores sdo adjetivos.

Por exemplo ““temperatura" é uma varidvel linguistica que pode assumir os atributos

(valores) “‘frio", “agraddvel', ““quente".

Frio Agradavel Quente

054l E 2 s st o s taieid
RO e e s e ShaEa ey

: : ; ; » Temperatura
0 10 18 20 30 40 [OC]
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Em nosso trabalho, por querermos modelar fendmenos onde a subjetividade € um fator
preponderante, os valores assumidos pelas varidveis serdo nimeros fuzzy, nos quais o
universo de discurso serd o conjunto dos nimeros reais (IK). Neste caso, teremos uma varidvel

linguistica real.

As sentencas em que aparecem varidveis linguisticas juntamente com seus valores

subjetivos sdo chamadas proposi¢oes fuzzy. Elas sdo do tipo:
Se "ESTADQ', entdo “ACAQ"

Na figura X, pode-se visualizar uma representacdo fuzzy para a temperatura ambiente.
Por exemplo, 18° C ndo € totalmente agradavel. Pode-se dizer, contudo, que 18° C possui uma
pertinéncia ((18)= 0,45 frio e, ao mesmo tempo, 0,30 agraddvel. Assim, 18° C estd mais para

frio do que para agradavel, mas ndo deixa de ser um pouco agradavel.

3.3.2. — Conectivos Logicos

Para se traduzir matematicamente uma proposi¢ao fuzzy, faz-se necesséario definir
convenientemente os conectivos ~ E" e “"OU", j4 que um estado pode comportar mais de uma

variavel.

Para tanto utilizaremos os operadores t-norma e t-conorma, os quais denotaremos

respectivamente por / e ¥ e os definiremos a seguir.

E importante salientar que na teoria cldssica de conjuntos, quando temos dois conjuntos
Ae B, se dissermos que um elemento x estd em A E" estd em B, a informacao fornecida € a

de que x estd na interseccdo de A e 5.

De maneira andloga, associa-se intersec¢do de conjuntos fuzzy, para modelar o

conectivo fuzzy “"E". Vejamos

Definicao 9 (t-norma) O operador bindrio #:[0; 1] X [0;1] = [0; 1] € uma t-norma,

se satisfaz:
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1. Comutatividade: x A v = v Ax;

2. Associatividade: x A (v Az) = (x AV) Az

= - g
= WA

3. Monotonicidade: se x = e v = ¥, entdo x AV
4. Condicoes de Fronteira: n (1,x) =1lAax =xeA(0x)=0Ax =0,
Exemplo 3 Sdo exemplos de t-norma:
1. x Ay v =min{x: v}
2. x A V=30,
3. x Ay v=max{0;x +v— 1}

Do mesmo modo, o conectivo ~~OU", ao ser utilizado do ponto de vista da l6gica
classica, na sentenga ~"x estd em A "OU' x estd em B" significa que o elemento x estd na

unido de A e 5. Daf agir-se de modo andlogo para construir o conceito de t-conorma.

Definicao 10 (t-conorma) O operador bindrio V:[0;1] X [0;1] — [0;1] € uma t-

conorma, se satisfaz:
1. Comutividade: x V' v = vV x;
2. Associatividade: xV (vVz)= (x Vy)Vz
3. Monotonicidade: se x = uwe v = v, entdo x Vv = uV v;
4. Condicoes de Fronteira: V' (1,x) = 1Vx =xeV (0,x) =0vx =10,
Exemplo 4 Sdo exemplos de t-conorma:
1. x v,y =max{x; v}

2. x Vo y=min{l;x + v}

3. xVay=x+y—xy.
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3.3.3 — Relacoes e Produto Cartesiano Fuzzy

O conceito de relacdo matemdtica € formalizado a partir da teoria de conjuntos. Uma
relacdo cléssica indica se ha ou ndo alguma associagao entre dois objetos. Neste sentido, uma
relacdo fuzzy, estende este conceito e além de indicar se ha ou ndo tal associagdo, mostra

também o grau desta relacao.

O conceito matemdtico de relagdo fuzzy é formalizado a partir do produto cartesiano
usual entre conjuntos cldssicos, estendendo a funcdo caracteristica de uma relagdo cldssica

para uma funcao de pertinéncia.

Definicao 11 Uma relacdo fuzzy R sobre Uy x U, % ... x U, é qualquer subconjunto
Sfuzzy de Uy X Uy X o X U,. Assim, uma relagdo fuzzy R é definida por uma funcgdo de
pertinéncia == U, ¥ U, % .. xU_— [0;1]

Se o produto cartesiano for formado por apenas dois conjuntos U, ¥ U, a relacdo é

chamada de fuzzy bindria sobre Uy * U,.

A partir destes conceitos, poderemos definir o produto cartesiano fuzzy. Esta definicao
serd de grande importancia para a construcdo de controladores fuzzy , base dos Sistemas
Baseados em Regras Fuzzy. Tecnicamente, esta operacdo € similar a intersec¢do de conjuntos
fuzzy (Definicdo 3), com a diferenca de que neste caso o conjunto universo ndo €

necessariamente o mesmo. Formalmente temos a Definicdo 12 que segue.

Definicao 12 O produto cartesiano fuzzy dos subconjuntos fuzzy Ay, A, ... A, de
Uy, Uy, on, Uy, respectivamente, é a relacdo fuzzy Ay X Ay % .. XA cwin funcin do

pertinéncia é dada por
Pa, wa, x..x4, (x4, %5, v Xp) = ‘:p.:i,_[x‘l) Ny (202) Al A ‘F'A,[lv-j
onde {xy, x5, .., x,) EA; X A, ¥ ... X A, e Arepresenta 0 minimo.

Um exemplo de aplicagdo do produto cartesiano fuzzy pode ser encontrado no Capitulo 4, no

problema envolvendo diagnéstico médico e escolha da casa prdpria.
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3.3.4 - Sistema baseado em regras fuzzy

Vamos utilizar agora os conceitos aqui vistos para construir um sistema que de alguma

forma simule as acdes e decisdes humanas, porém com um carater mais formal.

Um Sistema Baseado em Regras Fuzzy (SBRF) é um sistema que se utiliza da légica
fuzzy para produzir saidas para cada entrada fuzzy. Em nossos estudos utilizaremos o Método
de Inferéncia de Mamdani. A particularidade destes sistemas € que cada saida representa a

N

““acao" correspondente a ““condicdo" ou entrada da SRBF.

Os controladores fuzzy comandam as tarefas por meio de termos de linguagem usual.
Neste sentido verificamos que varidveis linguisticas desempenham papel fundamental neste
processo.. Estes termos, traduzidos por conjuntos fuzzy, sdo utilizados para transcrever a base

de conhecimentos através de uma colecao de regras fuzzy, denominada base de regras fuzzy.

A partir desta base de regras obtém-se a relacdo fuzzy, a qual produzird a saida
(resposta, acdo) para cada entrada (estado, condi¢@o). Por exemplo, “"Se a roupa é * grossa’e

a sujeira “dificil”, entdo lava-se “muito tempo".

Um controlador fuzzy é composto basicamente de quatro médulos: o fuzzificador, a
base e regras, o método de inferéncia e o defizzificador. O esquema do controlador pode ser
visto na Figura X. A estrutura dos controladores fuzzy permite a transformacdo do dominio
de nossos fendmenos (comumente os nimeros reais) para o dominio dos conjuntos fuzzy,
através dos nimeros fuzzy. A partir de entdo é utilizado um método de inferéncia fuzzy nas
regras pré-estabelecidas para que seja tomada uma decisdo. Por fim, se faz a transformacgao

inversa para o mundo real da decisao escolhida. Vamos analizar cada médulo em particular.

ARQUITETURA DE SISTERAS BASEADOS EM
REGRASFUZZY

BASEDE REGRAS
EHTRADA PROCESSADOR DE FROCESSADORDE | ooty
__’K ENTRADA s‘muw
x€Y [ 'y e
yeR
ComUNTa CONTUNTO
FUZCY > BIAQUINA DE FUELY
AR, DFERENCIA FUZZY SADA
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3.3.5 — Fuzzificacao

Neste médulo cada entrada do sistema € transformada em um conjunto fuzzy, ou seja,
se x € R" é uma entrada, o fuzzificador associa a esta entrada uma fungdo de pertinéncia
1. (a), ou em outros termos, associa um nimero fuzzy x= F(E"). Em muitos casos, a fungio

u.(a)é a propria funcdo caracteristica de .

3.3.6 — Modulo da base de regras

Este pode ser considerado como um mddulo que faz parte do ““nucleo" do controlador
fuzzy. Ele € composto pelas proposi¢des fuzzy e cada uma destas proposi¢des é descrita na

forma linguistica
Sexiédjex,éd,enmen,éd,entdio v, éBiev,€8,e ey, €0,

onde A; e B; sdo conjuntos fuzzy que representam termos linguisticos das varidveis de
entrada e saida, respectivamente. A expressdo x; € A, significa que wu, (x.) £[0;1]. E aqui
que as varidveis, agora linguisticas, e suas classificacdes (adjetivos) sdo catalogada e, em
seguida, modeladas por fun¢des de pertinéncia. A combinagdo destas regras € que gera uma

saida y € F (™). Abaixo ilustramos uma base de regras generalizada.
R, Proposicao fuzzy 1"
ou
R, Proposic¢ao fuzzy 2"

ou

ou

R, Proposicao fuzzy k"
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Podemos estabelecer a idéia, embora de forma simplificada, que os controladores fuzzy

sdo sistemas especialistas para os quais cada proposicao fuzzy tem a forma
Se “condicac”, entdo acac’

em que cada ““condicdo" e cada “acdo" sdo estados assumidos por varidveis
linguisticas que sdao por sua vez modeladas por conjuntos fuzzy. Os conjuntos fuzzy que
compdem a " condi¢do" sdo chamados antecedentes e os que compdem a " agdo" sdo

chamados consequentes.

Neste moédulo € que as transformacdes do fendmeno a ser modelado sdo utilizadas para
se definir a base de regras. Isso porque, para cada estado do sistema, definido a priori pelos
termos linguisticos da varidvel de entrada, deve se ter uma regra que o comtemple. Desta

forma, quanto mais termos linguisticos, mais informag¢des sdo incorporadas ao modelo.

Com isso, quanto melhor se conhece o fendmeno, mais facil serd a tarefa de construir a
base de regras. O auxilio do especialista € importante e a interacdo com o mesmo ¢ facilitada
pois a base de regras utiliza termos linguisticos. Isso significa que mesmo alguém sem

conhecimentos matemdticos sobre l6gica fuzzy pode auxiliar na construcio das regras.

Um ndmero maior de regras também pode, de certo modo, facilitar a representa¢ao da

base para comtemplar melhor as informagdes matemaéticas que se quer representar.

3.3.7 — Modulo de inferéncia fuzzy

E neste estdgio que para cada valor assumido pelas varidveis de entrada sao

determinados, através de base de regras, os valores das varidveis de saida.

Como vimos, as sentencas da base de regras sdo ligadas por conectivos E e OU. O
método de inferéncia traduz estas regras matematicamente, por meio das t-norma e t-conorma,

gerando para cada regra de saida.

O método de inferéncia utilizado neste trabalho € conhecido como método de

inferéncia de Mamdani ou método MAX-MIN. Além deste método existe o método de

Larsen, no qual o operador de inferéncia é o Produto. Existe também o método de Tsukamoto
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que se baseia numa simplificacdo do método de Mamdani em que as fun¢des de pertinéncia €
mondtonas. E por fim, temos o método de Takagi e Sugeno, no qual o mesmo € descrito por

um conjunto de equacdes ( Weber e Klain, 2003; Barros e Bassanezi, 2006).
O método de Mamdani segue o seguinte procedimento:

1. Em cada regra R; da base de regras fuzzy, a condicional “*Se x € 4;, entdo v é 5," €

modelada pela aplicacdo A (minimo);
2. Adota-se a t-norma / (minimo) para o conectivo "~ e'";

3. Para o conectivo légico “~“ou" adota-se a t-conorma v (miximo) que conecta as

regras fuzzy da base regras.

Formalmente, a relacdo & € o subconjunto fuzzy de X ¥ cuja funcdo de pertinéncia é

dada por

e [xj _1.':1 = m?j:.; [p: R; [:L'J 1.)] = max [Ju 4 [.:L:I M B; [1.)] )

1= 1=i=k

onde k é o nimero de regras que compdem a base de regras e, 4, e B, sdo os
subconjunto fuzzy da regra . Cada um dos valores p, (x) € sz () sdo interpretados como os

graus com que X e ¥ estdo nos subconjuntos fuzzy 4, (entrada) e 5. (saida), respectivamente.

Exemplos ilustrativos do funcionamento do método de inferéncia de Mamdani, podem

ser visualizados nos problemas resolvidos nos cap 4 e 5 deste trabalho.

3.3.8 — Modulo de defuzzificacao

O papel do defuzzificador € converter a saida dada pelo médulo de inferéncia, que é um
conjunto fuzzy, em ndmero crisp (real) que bem o represente. Apesar de existirem muitos
métodos de defuzzificacdo, exibiremos apenas trés métodos de defuzzificacdo. Sdo eles, o
método do centro de gravidade ou centréide, o método do centro dos maximos e método da

média dos maximos.

Defuzzificacio - Centro de gravidade ou centréide
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Este método é parecido com uma média aritmética para a distribuicdo de dados, com a
diferenca que os pesos sdo os valores - (z; ) que indicam o grau de compatibilidade do valor

z; com o conceito modelado pelo conjunto fuzzy €.

O centro de gravidade oferece entdo a média das dreas de todas as figuras que
representam o grau de pertinéncia de um subconjunto fuzzy. Entre todos os métodos de

defuzzificagao ele € o preferido.

Para um dominio discreto, temos

E?:c- I [::)

O =T @)

Para um dominio continuo, representamos as somas acima na forma integral

v Ndy
G(C}:L Vit E.?) ‘-
L (s
Centro dos Maximos

Este € um procedimento radical, no sentido que s@o levados em conta apenas as regides
de maior possibilidade entre os possiveis valores da varidvel que modela o conceito fuzzy em

questdo. Neste caso, tem — se:

c(8) =——.

onde

i=inf{u € Rigg(u) =maxgg(u)] .

s = supf{u € R: ¢y (u) = maxg; (u)}
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A figura ilustra esse defuzzificador:

Py

i oB 8 u

Média dos Maximos

Para o dominio discreto é comum usar como defuzzificador a média dos maximos cuja
defini¢do € dada por
2

."lffES:] = T—

=

onde u; sdo os elementos de maior pertinéncia ao cojunto fuzzy B, isto é, para cada !

tomamos ¥s (1) = max @y (u).

Como dissemos antes, via de regra, os controladores fuzzy sdo compostos de quatro
modulos: fuzzificacdo, base de regras, inferéncia e defuzzificagdo. O método de Mamdani é
um caso tipico. No entanto, para algumas situacdes, o modulo de defuzzificacdo pode ser

suprimido. Este € o caso do método de inferéncia de Kang-Takagi-Sugeno.

3.4 — Medida fuzzy

A o-aditividade € uma propriedade definida em uma o-édlgebra.

Uma o-dlgebra é uma familia F de subconjuntos de um conjunto conhecido IJ

satisfazendo as seguintes propriedades:
0eF
AeF=4A¢eF
ApAg, e, Ay o> U yA EF
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veF
ApAgy s Ay = Nigyd; €F

Definiremos aqui somente o conceito de medida de probabilidade e posteriormente
definiremos também o conceito de medida de possibilidade como uma medida fuzzy, pois sao
estes os conceitos que se fazem necessdrio para estabelecer os conceitos de integral fuzzy.

Para uma descri¢do detalhada .sobre a Teoria da Medida ver [...].

Uma medida de probabilidade é uma aplica¢do P: F — [0,1] satisfazendo as seguintes

propriedades:
VAEF=20<P(A) =1
F(F)=1;
Sedy Ay s dy €EF e A NA =0, entdo P(U;cy4;) = Zyen P(4)
A propriedade 3 acima € denominada de w-aditividade.

Uma medida fuzzy é uma medida que “flexibiliza a rigida propriedade da -aditividade

exigida na medida cldssica”(Bassanezi, 2006, p.175)

z

Definicdo 13. Seja F uma g-dlgebra de U = @. Uma aplicacdo u:F = [0,1] €

denominada uma medida fuzzy se
u(0) =0eu(l) = 1;
u(A) = u(B) sempre que A B,

Foi Sugeno, em 1974, que sugeriu a idéia de medida fuzzy, substituindo o axioma 3 da

defini¢ao de medida de probabilidade pelo seguinte axioma

I

Se 4, €4, S 4, € entdo P(U,,4,) =lim,__ P(4,)
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E Medidas fuzzy

Vamos definir agora a medida de possibilidade que servird para compararmos com as

medidas de probabilidade.

Definicao 14. Uma medida de possibilidade sobre U é uma funcdo de conjuntos

m: P(U) — [0,1], satisfazendo:
n(@) =0en(U) = 1;
Para qualquer familia {4;; } de subconjuntos de U tem-se

T U_A:- = sup{m(A4,):i € J}

i€l

onde F(L) € o conjunto das partes de U, ou seja, o conjunto de todos os subconjuntos

(classicos) de U, e J é um conjunto de indices.

3.4.1 — Esperanca fuzzy

No nosso trabalho de campo do capitulo 5, para anélise dos dados coletados utilizamos
o conceito de esperanca fuzzy. As nossas varidveis na discussdo eram todas discretas e,

portanto a esperanga fuzzy € dada pela média ponderada dos valores médios obtidos.

— Zxp(x;)
£ 2 o(x;)
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onde x. € um valor de entrada da varidvel e @(x,) é o grau de pertinéncia
correspondente a x;. Se, por outro lado, as varidveis forem continuas, a esperanca fuzzy €

dada pela integral de Sugeno

EF =J1 fdu

Tr
w

Onde f:U — [0,1] é uma funcdo de pertinéncia de U/ e i« € uma medida sobre U.

Esta integral corresponde ao ponto fixo da funcdo H(a) = puf{w € U: f(w) = al.

Geometricamente, a integral de Sugeno acima é o ponto de interseccdo da bissetriz do

primeiro quadrante com a fungdo H ().
Assim, sendo i o ponto fixo de H' (), temos

EF=J1fd;i=H(c?)=c?

Tr
w

dssetriz

1 1
L mpme— II|- /
| - e LS
| 7 . ]

fw: f(w) > a)

O nosso objetivo em apresentar aqui, em detalhes, as relagdes e ferramentas da teoria
fuzzy tem, além da funcdo de introduzi-la no campo da educagdo matematica, uma outra
func¢do: codificar e decodificar tais ferramentas no sentido de mostrar uma outra constru¢ao
matemadtica, com outras caracteristicas que sdo tomadas pelo resolvedor a partir de sua
percepcao e experiéncia do contexto fuzzy. De todo modo, vale mais uma vez ressaltar que
seja qual for a ferramenta fuzzy utilizada pelo resolvedor, estd, para nds, sempre presente a
idéia de que a solu¢do de um problema e o desejo de ir buscd-la estd no estado de
problematizacdo em que se encontra o resolvedor — a qual é gerada por fatores emocionais,

afetivos, cognitivos entre outros.
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CAPITULO 4

RUANAD 0S pmbLemas
se estabelecent
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CAPITULO 4. QUANDO OS PROBLEMAS SE ESTABELECEM

Neste capitulo apresentaremos e discutiremos alguns problemas do mundo real, os

quais trazem na sua constituicao, como problemas matematicos, diferentes tipos de incerteza.

Como mencionado, quando procuramos interpretar matematicamente tais situacoes-
problema — construir modelos matematicos —, a subjetividade prépria da variacio linguistica
que se apresenta no raciocinio utilizado para a solugdo ndo permite, em geral,

encaminhamentos de cunho estatistico.

Estaremos, aqui, de fato mergulhados em problemas do mundo real, ora discutindo a
relacdo especialmente existencial “presa-predador”, ora o desafio do “crescimento
populacional”, assim como a tensdo das dinamicas das “epidemias” e do “controle de pragas”,

entre outros.

A apresentacdo desses problemas carregados de questdes sociopoliticas, estimulando a
percepcdo e os modos de aplicagio do pensamento subjetivo, frequentemente pode
aproximar-nos da preocupagao de varios autores contemporaneos que fazem da modelagem
matemadtica um processo e/ou uma estratégia para atingir e discutir questdes sociais. Em
particular, podemos citar Mendon¢a-Domite (1999), a qual acredita que a pratica pedagdgica

da matemdtica, a partir de problemas do mundo real pode ser:

[...] um motivo fecundo para a transformacdo social - professor de
matemdtica pode atuar ndo s6 no desenvolvimento do educando como ser
cognitivo, mas também como ser social e politico, agucando-lhe o espirito
critico de modo a tornd-lo capaz de contribuir para o desenvolvimento de
uma sociedade democrética.

4.1 — Logica fuzzy como processo de modelagem de situacao-problema

Antes de passarmos ao estudo das situagdes problemas propostas para este capitulo,
faremos uma sintese dos procedimentos caracteristicos para a formulacdo e o estudo de

modelos fuzzy discretos com base de regras, também denominados modelos p-fuzzy. Maiores
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detalhes sobre os conceitos e as ferramentas basicas desta teoria poderdo ser encontrados no

capitulo 3 deste trabalho de pesquisal.8

Como bem discutem Barros e Bassanezi (2006), no cotidiano, as acdes humanas
controlam os mais diversos sistemas do mundo real por meio de informagdes imprecisas.
Cada individuo funciona como uma “caixa preta”: recebe informagdes que sdo interpretadas

segundo seus parametros e entdo decide qual atitude tomar.

Os sistemas baseados em regras fuzzy permitem o tratamento e a manipulacdo de
informacdes incertas e imprecisas, as quais estdo representadas por uma familia de conjuntos
fuzzy. Tais sistemas oferecem uma forma sistemdtica para a modelagem de processos a
respeito dos quais as informacgdes sdo fornecidas de forma qualitativa, particularmente quando
nio dispomos de dados suficientes para uma estatistica ou quando a situacdo ndo comporta

medicoes.

Dentro desse contexto, a representacdo do sistema pode ser feita através de varidveis

linguisticas representadas por nlimeros fuzzy que expressam o comportamento do sistema.

Uma interacdo entre duas espécies de animais, por exemplo, designada como relagao
presa-predador’, considera que, nas relacdes entre tais espécies, essas caracteristicas podem
estar associadas a sua idade. Isso significa que esses animais seriam considerados presas ou
predadores com mais ou menos intensidade, de acordo com a idade de cada espécie. Sendo
assim, o relacionamento entre presas e predadores depende da capacidade que cada elemento
(como presa ou como predador) tem em seu grupo. Neste caso, podemos dizer que os
conjuntos presa e predador sdo fuzzy. A preferéncia diferenciada de um predador por um tipo
de presa (filhote, jovem ou adulto) pode caracterizar o grau com que cada elemento do grupo
de presas se constitui em uma presa. Assim, um filhote pode ter grau de pertinéncia 0,6; um
jovem, grau 0,4, enquanto um velho (ou fraco) seria o mais preferido dos predadores, com

grau 0,9. A Figura 1a representa a funcdo “grau de pertinéncia de presas’.

8 . . ~ . . .
Para aqueles que se interessarem por outras aplica¢des, sugerimos as obras de Barros, Bassanezi, Gomide,
Jafelice, Ortega.

? Os modelos de interacdo entre espécies tiveram origem com os trabalhos de Lotka (1925) e Volterra (1926). De
maneira geral, modelos desse tipo sdo desenvolvidos através de sistemas ndo lineares de equacdes diferenciais
ordindrias.
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idade idade

continuo discreto

Figura 1a. Funcdes de pertinéncia de presas: conjunto fuzzy continuo e discreto

Para o conjunto predador, situagdo andloga pode ocorrer, quando, num mesmo grupo,
seus elementos comportam-se de maneiras distintas em relacio ao fendmeno predacdo.
Assim, um filhote ou um velho predam pouco, enquanto um jovem geralmente é o maior

responsavel por abastecer a familia com alimentos provenientes do grupo das presas.

z

De maneira geral, nos conjuntos fuzzy a ideia de pertinéncia € flexibilizada,
generalizando-se a funcio caracteristica, que tem apenas dois valores (vale 1, se x pertence ao
conjunto; e vale zero, se ndo pertence), em funcdo de pertinéncia, de modo que esta possa

assumir um valor qualquer no intervalo [0,1].

Na Figura la, representamos o conjunto fuzzy presas, referente ao sistema presa-
predador ja mencionado. A Figura 1b representa fun¢des de pertinéncia, continua e discreta,

dos predadores.

& &

v
r

idade idade

continuo discreto

Figura 1b. Funcoes de pertinéncia dos predadores: conjunto fuzzy continuo e discreto

Para descrever o conhecimento sobre fendmenos da realidade, contemplando sua

subjetividade em estudo, utilizam-se varidveis linguisticas ou varidveis fuzzy para a
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formulacdo dos modelos. Esses termos, traduzidos por conjuntos fuzzy, estdo relacionados
através de uma proposicdo fuzzy. Tais proposicdes conectam as varidveis através de
operadores 16gicos, como: e, ou, entdo e compdem um conjunto de regras fuzzy conhecido
como base de regras, a partir da qual € possivel estabelecer relagdes ou operacdes que
consistem em combinar um ou mais conjuntos fuzzy, visando a obtencdo de um unico, que
comporia um conjunto solu¢do, como uma espécie de média das varidveis linguisticas. As
operacdes bdésicas referentes as relacdes fuzzy sdo especificadas similarmente aquelas

definidas para os conjuntos fuzzy.

O raciocinio aplicado para obtencdo do conjunto solucio agrega por meio do operador
16gico ou, modelado pelo operador méaximo V : €, em cada regra, por meio do operador 16gico
e, que € modelado pelo operador minimo A. O processo descrito € denominado método de
inferéncia de Mamdani para t-norma. Por fim, hd uma transformagdo inversa do conjunto
solucdo fuzzy para um niimero real ou média real (“defuzzificacdo”) (SHAW; SIMOES,
1999). Para uma “defuzzificacao”, pode-se utilizar o método do centro de gravidade. A Figura

2 ilustra esse processo para uma varidvel de entrada e uma saida.

AAP'

1
Populacaoe Variagio P:i /i i ‘Pj
X:X ><

IUEpPWOoA

A,

G(P)

B() =V oy {M(xu) N A(X)}

Figura 2. Esquema representativo do método de inferéncia de Mandani

Em um sistema dindmico fuzzy ou sistema p-fuzzy, cada valor de saida (variacdo)

“defuzzificada” AP, € incorporado ao modelo discreto P

n+1

= P, + AP,, que atua como uma
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interacdo de recorréncia para obter os valores sucessivos de P,. O diagrama a seguir (Figura

3) representa um sistema dindmico p-fuzzy.

= ezt
e Cantraladar _,t:afffg ‘
X " AXx :
PHladetn matemiiicn
= T G

Figura 3. Diagrama representativo de um sistema dinamico p-fuzzy

Com efeito, optamos por este tipo de modelo devido a sua abrangéncia e simplicidade
para ser abordado, em contextos de ensino-aprendizagem, para estudantes ainda nao

familiarizados com esta teoria, com conteidos matematicos mais sofisticados.

4.1.1 — O modelo presa -predador

Neste exemplo, usaremos conceitos subjetivos de presas e predadores, considerando
seus respectivos conjuntos fuzzy X e Y definidos anteriormente; neste caso, adotou-se a
idade como o potencial destes conjuntos, para obter o valor de apenas um dos parametros do
modelo deterministico. O esquema abaixo (Figura 4) ilustra a dindmica presa-predador e os

parametros (taxas) a serem considerados na elabora¢do do modelo.
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Figura 4. Diagrama representativo da dinimica presa x predador

Na Figura 4, a € a taxa de natalidade de presas; ai, a taxa de comilanca (mortalidade de
presas em cada estdgio 1); ki, a taxa de transferéncia do estdgio i para (i+1) para presas; f, a
taxa de natalidade de predadores (taxa de transformacdo de massa); 4i, a taxa de transferéncia
do estdgio i para (i+1) para predadores; u, a taxa de mortalidade natural das presas; v, a taxa
de mortalidade natural dos predadores; x; sdo filhotes de presa; x, presas adultas ou jovens;
x3, presas velhas ou doentes; y;, filhotes de predadores; y,, predadores jovens; e y; predadores

velhos.
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Agora, para o conjunto fuzzy X presas, definimos seu potencial com tal propriedade,

isto &,
P =P x,+P x,+P x5
em que b, -i=123 € o respectivo grau de pertinéncia da classe , no conjunto X.
O potencial de predador € dado analogamente por:
P, =P y + P),zy2 +P, y,
Assim,
a =aP P,
¢ a taxa de comilanga e

ﬁpyzi:aiPxixi =f(y,)

a taxa de transformacao de massa (valor “defuzzificado”).

As equacdes que modelam a dinamica acima descrita podem ser formuladas por um
sistema compartimental de equacOes de diferencas, em que apenas um dos parametros

contempla a subjetividade dos conjuntos, estando ja “desfuzzificado’:

x1(i+D=axo(i)-a1x (i)-kx1 (i) yi(i+D)=PB AP 5 v (vy (i)
Xz(i+1) = k1X1(i) - 0,2X2(i) - kzXz(i) yZ(i+1)=7\.1y1(i)—7\,2§I2(i)—VYQ(i)
X3(i+1):k2X2(i)—0.3X3(i)—HX3(i) Y3(l+1) =A 2y 2(1) -V y3(1)

Os gréficos das Figuras 5, 6 e 7 ilustram as soluc¢des deste modelo.
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Figura 5. Populacio de presas

— filhotes
— adultos
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Figura 6. Populacio de predadores
40 : : : : : : : . .

35

— presas
— predadores

Figura 7. Interacao presa-predador
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4.1.2 — O modelo malthusiano e o crescimento populacional

Na colecdo “Matematica Aplicada para o segundo grau”, os autores, Imenes, Trotta e
Jakubovic, (1979, p. 89), para contextualizar a utilizacdo da func@o exponencial, utilizam o

seguinte texto:

Ja por volta de 1800, Thomas Malthus, tendo em vista dados relativos a
populacdo norte-americana de 1643 a 1760, afirmava que as populagdes
crescem em P.G. (progressdo geométrica), enquanto que a producdo de
alimentos crescia em P.A. (progressdo aritmética). Para Malthus, portanto, a
funcdo que descreve o crescimento de uma populacdo € do tipo exponencial,
sendo dada por:

P=P.3..ﬂt

Com base nessas afirmacdes, Malthus e seus seguidores julgavam que os
homens e o mundo estivessem sujeitos a leis rigidas, segundo as quais a
miséria e a pobreza eram inevitdveis. [...]. Em 1838, P. F. Verhulst
enunciava que o crescimento das populacdes se dé através de uma funcdo do
“tipo” exponencial (como dissera Malthus), enquanto houver condi¢des
favordveis de espaco e alimentacdo (como as existentes nos Estados Unidos
no periodo estudado por Malthus). Passada essa fase, no entanto, o
crescimento populacional diminui e o nimero de habitantes tende a se
estabilizar.

O trabalho de Verhulst foi completamente ignorado durante 80 anos até que
R. Pearl e L. J. Reed, desconhecendo tal trabalho, redescobriram sua lei.

L
1+ abt

onde a, b e L sdo constantes que dependem da populacgio particular a qual se
aplicard a férmula.

A funcao exponencial é usualmente estudada no ensino médio e retomada na graduacao
sob um enfoque mais abrangente, contextualizado e rigoroso, convergindo para o estudo da
curva logistica. Neste trabalho, o objetivo € o de tentar despertar a curiosidade do professor e
dos estudantes para a abordagem desta situacdo problema sob o enfoque da teoria dos

conjuntos fuzzy.
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Em uma pesquisa feita, tomamos o censo demogréifico da populacdo brasileira de 1940

a 2000. A partir desses dados, criamos um modelo fuzzy para estudo comparativo com 0s

dados coletados.

Através da tabela e do gréfico (Figuras 8 e 9), comparamos a solucdo obtida através do

modelo fuzzy com valores do censo da populagdo brasileira. O resultado evidencia que, ao

utilizarmos parametros subjetivos na modelagem desse fendmeno, obtemos resultados

similares aos dados reais.

Period Censo demog. Modelo fuzzy
1940 41236 41236
1950 51944 48.2607
1960 70.992 675385
1970 93.139 93.0035
1980 119.003 118.5385
1991 146 .825 146 5885
1996 156.804 156.7885
2000 169 1695385

Figura 8. Tabela comparativa: valores do censo da populacao brasileira
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Figura 9. Grafico comparativo: valores do censo da populacio brasileira / solucao modelo fuzzy
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Base de regras para modelar a variagdo da populagdo com base na sua densidade, com

oposi¢ao semantica'’.
R1: Se (x) € baixa (A1) entdo a variagao € “baixa positiva” (B1)
R2: Se (x) é média baixa (A2) entdo a variacdo é média positiva (B2)
R3: Se (x) é média (A3) entdo a variacdo € alta positiva (B3)
R4: Se (x) é média alta (A4) entdo a variagdo € média positiva (B4)
R5: Se (x) € alta (AS5) entdo a variacdo € baixa positiva (B5=B1)

R6: Se (x) € altissima (A6) entdo a variacdo é baixa negativa (B6)

4.1.3 — O modelo Sl de epidemiologia

O modelo SI de epidemiologia, utilizado para descrever a dindmica de doencas
transmitidas diretamente através da interagdo entre individuos suscetiveis e infectados,

também pode ser modelado através de equagdes de diferencgas, Y= %= (x,,Ax)’ em que

a funcio J(V=Ax

¢ definida por meio de varidveis linguisticas, operando (método de
Mamdani) em uma base de regras em que se consideram os conjuntos fuzzy infeccioso e

variacdo da doencga.

O diagrama (Figura 10) representa este modelo, em que S € a propor¢do de individuos

suscetiveis e I € a proporcao de individuos infectados.

' Oposicio semantica é caracterizada pela alternincia de sinais nas variagdes (conseqiientes).Fatores como —
alimentacgdo, disputa por espago, entre outros - desencadeiam um processo de “inibi¢do” da populagdo de modo
que, para populacdes muito grandes, a variagdo € pequena ou mesmo negativa. Neste caso, a base de regras deve
apresentar regras com oposi¢do semantica nos conseqiientes . Barros e Bassanezi (2006, p249).
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Figura 10. Diagrama representativo do modelo SI de epidemiologia

Um exemplo de aplica¢do deste modelo é apresentado por Soares (2009), ao fazer um
estudo sobre a recente pandemia (2009-2010) influenza HI1N1, popularmente conhecida como

gripe suina.

A tabela (Figura 11) apresenta os nimeros de infectados cumulativos da gripe suina no

Brasil e as datas de divulgacdo pela Organizagao Mundial de Satide (OMS).

Data Numero de brasileiros infectados
08/05 4
22/05 9
02/06 23
15/06 74
19/06 131
20/06 240
23/06 334
24/06 399
25/06 452
28/06 627
01/07 680
08/07 1027
15/07 1175

Figura 11. Fonte: Dados divulgados pela OMS e pela Secretarias de Satide dos Estados brasileiros

reportados nos sites dos portais Terra, Uol e Folha.
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Como bem afirma Soares (2009, p. 78), no inicio de uma epidemia, o crescimento dos
infectados costuma ser exponencial, uma vez que a quantidade de suscetiveis é muito grande.
Dispondo os dados da tabela (Figura 11) no programa computacional Excel, obtivemos o

grafico exposto na Figura 12, que evidencia a afirmagao acima.

2500 5 575100 & Sériel
2_ —— Exponencial...
5000 | R =0,9586 ,
1500
¢
1000
500
0] 4}—#*
0] 20 40 60 80

Figural2. Grafico representativo do crescimento exponencial de infectados

Entretanto, se as condi¢des de propagacdo do virus forem adversas, tal comportamento
tende a estabilizar-se. Através de um sistema p-fuzzy discreto, podemos estimar a solugdo do
modelo epidemioldgico cldssico, sem precisar utilizar ferramentas matematicas sofisticadas
nem realizar cdlculos exaustivos. A seguir, Soares emprega o sistema p-fuzzy discreto para

construir a solu¢do do modelo epidemiolégico classico.

Neste caso, a Figura 13 representa a funcdo de pertinéncia da varidvel de entrada -
populacdo de infectados I; e a Figura 14 representa a varidvel de saida - populagcdo de

infectados Al

=
=

Figura 13. Funcio de pertinéncia da populacio de infectados
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Figura 14. Funcio de pertinéncia da variaciao da populacio de infectados.

Soares (2009, p.81) complementa: a base de regras utilizada (Figura 15)

[...] deve estar coerente com o modelo SI, onde a principal suposi¢do € que,
em cada instante t, a taxa de crescimento de infectados € diretamente
proporcional a populacdo de infectados, porém, para valores ‘grandes’ sem
precisar utilizar ferramentas matematicas de /, a taxa de crescimento sofre
uma penalizagdo.

R;: Se infeccioso € baixo, entdo a variagdo € baixa.
R,: Se infeccioso € média, entdo a variacdo € alta.

Rj: Se infeccioso € alto, entdo a variagdo € baixa.

R4: Se infeccioso € altissimo, entdo a variagdo € negativa.

Figura 15. Base de regras do sistema SI

Destacamos a fala da autora, com o objetivo de chamar a atencio para o fato de que,
embora estejamos trabalhando com ideias revoluciondrias em termos de conteido de
matematica para ensino regular, ideias como crescimento, decrescimento e proporcionalidade

também estdo presentes neste contexto e poderdo ser trabalhadas pelo professor, que terd
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como suporte uma aplicacdo atual e interessante desses conteudos. O professor poderd

trabalhar, ainda, andlise de dados em tabelas e graficos.

Finalizando, adotando o método de Mandani como método de inferéncia, o centro de
area como ‘“‘defuzzificador”’, combinado com o sistema p-fuzzy discreto, chegamos a solugao

estimada para o modelo SI, através de um controlador fuzzy (Figura 16).

7F |

0 Z 4 B g 10 12 14 16 18 20

Figura 16. Solucio de I do modelo SI, através de um controlador fuzzy

Podemos observar que o mesmo fendomeno, modelado com equagdes diferenciais

(modelo deterministico), daria:
dI/dt = KI(N-I),
onde N € a populagao total; (N-I), a quantidade de suscetiveis; e I, de infecciosos.

Tal equagao tem como solugdo a curva logistica, que € bastante semelhante a solucdo

obtida com conjuntos fuzzy.

4.1.4 — O modelo de controle de pragas

A seguir, desenvolveremos um exemplo completo do processo de modelagem através

de um modelo fuzzy de controle de pragas, fazendo utilizacdo de um controle quimico.
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Todavia, este modelo pode ser considerado, grosso modo, como uma extensdo do modelo

presa-predador (controle bioldgico), uma vez que

o controle bioldgico de pragas utilizando insetos benéficos [...] tem sido
evidenciado nos dias atuais devido ao incremento da necessidade da
utilizagdo racional de insumos agricolas, como os agrotéxicos, e da
conducdo das culturas agricolas dentro de um contexto econdmico,
ecolégico e social, premissas do manejo integrado de pragas.
(GUERREIRO, 2004)

Com efeito, adotamos para varidveis de entrada a Densidade de drvores infestadas: P
e a Variacdo da densidade de infestacdo: AP. As varidveis P e AP s@o dadas em

porcentagens € podem assumir valores entre 0% e 100%.

A partir de informagdes obtidas com especialistas, definimos as varidveis em termos
linguisticos e as modelamos por subconjuntos fuzzy triangulares como suas funcdes de

pertinéncias. O conjunto de termos associados a cada variavel fuzzy do processo € dado por:

Dens. arvores infestadas: P | Var. da dens. de infestacio: AP Controle da infestacdo: (C)

Densidade baixissima (Py;) Variagdo de densidade quase nula (Vo) | Controle nulo (C,)

Densidade muito baixa (P,) | Variacdo de densidade muito baixa | Controle muito baixo (Cy;)

(Vbi)

Densidade baixa (P,) Controle baixo (Cy)
Variacdo de densidade baixa (Vy,)

Densidade média (P,,) Controle médio (C,,)
Variacdo de densidade média (V)

Densidade média alta (P,) Controle médio alto (C,,,)
Variacdo de densidade alta (V,)

Densidade alta (P,) Controle alto (C,)

Variacdo de densidade muito alta (V)
Controle muito alto (C,)

Variaveis de entrada do modelo Variaveis de saida do modelo

Figura 17. Conjunto de variaveis linguisticas utilizadas para quantificacio das variaveis em estudo

Funcdes de pertinéncia para controle de pulgdes:
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Densidade de pulgoes

Figura 18. Funcio de pertinéncia: densidade de pulgoes

p—15
se pell5; 22,5
Py pel ]

9

0, = 3(;_51’ se pe[22.5; 30]

>

0 se pell5; 30]

Figura 19. Expressao algébrica da funcao de pertinéncia de niimeros fuzzy triangulares

Por exemplo, se 27% das arvores estdo infestadas, tem-se que 0,27 é o grau de

pertinéncia ao conjunto Pm e 0,4 € o grau de pertinéncia ao conjunto Pa (veja figura 20).

Entéo, escrevemos:  ¢,(27) = 027/¢, ©04/¢,

Variacao da densidade de pulgoes

Figura 20. Funciao de pertinéncia: variacao da densidade de pulgées

P

P

Figura 21. Funcao de pertinéncia: variacao da densidade de pulgées
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Se, no periodo estudado, a variacdo estd entre 20% e 30% ( 20< A p<30), entdo seu

30— Ap v o ApII)ZO

grau de pertinéncia serd: @,,(Ap) = v,

A base de regras fuzzy do sistema possui o seguinte formato: “Se P ¢ densidade média

alta (Ppa) € AP € variacdo densidade média (Vy,), entdo o controle ¢ médio alto (Cma)”.

A tabela que sintetiza todas as possiveis regras € dada por:

AP/P Py P Paa P, P,
Vo o Chi Cb Cn Coa
Vi o Gy Cn Cina C,
Vb o Gy Cn Cia C,
Vi Chi Cn (G C. Cu
Va Chi Cm Cia C, Cat
Vat Gy Cina C, Ca Ca

Figura 22. Tabela: Base de regras

Ry:

R.

2

48

Azz/\

AP

[}

i

AP

Clp.ap)=, /. RLACIAN AT

/£

/.

Vi

N

b

Cantréide

Figura 23. Esquema representativo do método de Mandani, de duas entradas e uma saida

As operacdes contidas nas Figuras 20, 21 e 22 tém o objetivo de ilustrar o processo de
inferéncia fuzzy de Mandani (Figura 23). Por exemplo, se P=27, os tnicos conjuntos fuzzy
atingidos sdo Py, e P,. Para achar o grau de pertinéncia de 27% ao conjunto Py,,, utilizamos a

funcdo de pertinéncia dada Assim, P=27, teremos

30-27

pela expressao 1. para

@, 27)= =0,4. Procedimento andlogo ¢ efetuado para obtencdo dos demais graus

b
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de pertinéncia. O simbolo @ nio indica qualquer tipo de adi¢do; apenas conecta os conjuntos
atingidos. Em seguida, aplicamos o operador max-min para obtencdo da resposta desejada.

Observe o exemplo numérico a seguir:
Po=18 (18% das arvores estio infestadas em t)
¢ p (18)=[0,27/ Pm + 0,4/ Pma]
Seja A po=38 (janeiro); entdo,
¢ Ap(38)=10,2/Vm + 0,8/Va].

Logo:

¢, N, =min{g, ,¢, }=min{0,27;02}=0,2/C,
e T T T Clp.ap)=\/ (P& AV
Pp Ny, = mm{%m N } =min{0,27;0,8} =0,27/C,, ? 1¢jgn

¢, N, =min{g, ¢, }=min{0,4,0,2}=0,2/C,, /N /\
@, M, =min{g, @, }=min{0,4:0.8}=04/C,, \ /
\ \ [ AN

Centriide

Figura 24. Solucio do sistema

que dd origem a

@.(c) =sup[min{g, ,¢, };min{p, ¢, }1/C, 4
sup[min{g, ,¢, };min{p, .¢, }1/C,,

Dessa forma, o controle a ser aplicado é dado por:

¢=[(0,2+0,27) max C, +(0,2+0,4) max C, 1/[(0,2+0,27)+0,2+0,4)] =356, O que significa que, nas

ma

condi¢cdes de infestacdo dadas, deve-se aplicar um controle que elimine 35,6% das pragas.

4.1.5 — Modelo fuzzy para diagnostico médico.

Procurando dar uma maior abrangéncia a utilizagdo das ideias contidas nesta teoria,
dentro de um contexto de ensino regular, através de um exemplo de diagndstico médico,

podemos trabalhar a no¢ao de produto cartesiano através de um produto cartesiano fuzzy e das
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principais operacdes (max-min) sobre matrizes, para compor os relacionamentos 16gicos entre

os termos das varidveis linguisticas.

Sintomas

Figura 25. Diagrama representativo do modelo para realizacio de diagnosticos médicos

Base de regras: R

Diagndéstico

A aplicagdo que veremos trata de estabelecer diagndstico para transtornos de

comportamento. Tal ideia surgiu da anélise de problemas envolvendo diagndstico médico em

Jafelice, Barros e Bassanezi (2008).

Nossas alunas Angélica Gongalves Ferreira e Juliana Borges Ribeiro, do curso de

Lincenciatura em Matematica da Unifeb, desenvolveram como trabalho de conclusio de curso

o estudo que apresentamos, parcialmente, a seguir.

Ao efetuarem o estigio supervisionado, detectaram, em diversos alunos, indmeros

problemas de comportamento que ndo pareciam ser de ordem exclusivamente disciplinar.

Inicialmente, as alunas fizeram uma pesquisa sobre transtornos de comportamento que

pudessem ter influéncia na aprendizagem dos alunos. Dentre as diversas opcoes,

selecionaram:

T1 = Depressao infantil

T2 = Transtorno de déficit de atencdo e hiperatividade

T3 = Transtorno afetivo bipolar

T4 = Transtorno obsessivo compulsivo

A ideia bésica € relacionar os sintomas ou sinais de alunos ou pacientes com as

possiveis doencas, por meio de relacdes fuzzy. Utilizando os conhecimentos e as informacdes
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. .. 11 . 2 .
cedidas pela especialista ', montamos a base de conhecimento também denominada base de

regras, que representa os sintomas, sl, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8, s9, s10, sl1, s12, s13, s14,

s15, s16, s17, s18, s19, s20, s21, s22, s23, s24, s25, s26, s27, s28, s29, s30, s31, relacionados

com os transtornos mencionados, T1, T2, T3, T4, para efetuar o diagndstico de oito pacientes

P1, P2, P3, P4, P5, P6, P7, PS.

Abaixo relacionamos os 30 sintomas selecionados pela especialista:

sl = tristeza

s2 = irritabilidade

s3 = perda de interesse ou prazer

s4 = retraimento social

s5 = alteracdes no apetite

s6 = alteracdes no sono

s7 = alteracOes psicomotoras (agitacdo ou retardo psicomotor)
s8 = cansaco, fadiga

s9 = sentimento de desvalia (baixa autoestima) ou culpa

s10 = prejuizo na capacidade de pensar, concentrar-se ou tomar decisdes
s11 = pensamentos sobre morte, ideagdes suicidas

s12 = desatenc¢do

s13 = inquietacdo, agitacdo

s14 = impulsividade

s15 = desorganizacado

s16 = antipatia por atividades que exigem esforco mental

s17 = queixas somadticas (cefaleias, dores abdominais)

s18 = humor exaltado e euforia

s19 = agressividade (auto e hetero)

s20 = labilidade emocional

s21 = paranoia, delirios de grandeza

s22 = alucinacdes visuais e auditivas

s23 = verificacdes

s24 = obsessdes: pensamentos, ideias ou imagens repetidos e indesejaveis
s25 = compulsdes: comportamentos repetitivos, estereotipados
$26 = preocupacdo excessiva com o bem-estar de familiares
s27 = ansiedade

$28 = preocupacgdo com limpeza, com contaminagao

s29 = organizagao

$30 = medo

"' Sabrina Almeida Rocha possui graduacdo em Psicologia pela Universidade Estadual Paulista — Unesp
(2002); Especializacado latu sensu em Psicologia Hospitalar pelo Hospital das Clinicas da Faculdade de Medicina
da Universidade de Sao Paulo (2004) e cursou por um ano o programa de Residéncia Multiprofissional em
Programa de Sadde da Familia, parceria do Ministério da Satide com a Faculdade e Hospital Santa Marcelina

(2006).
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o s3] = choro excessivo

A matriz/tabela (Figura 26) representa a relagdo fuzzy R, cujos valores indicam o grau

em que cada sintoma estd relacionado com a doenga ou com o transtorno de comportamento.

S ! T1 T2 T3 T4
s1 0.9 0.3 0.8 0.7
s2 0.4 0.5 0.6 0.6
s3 0.8 0.2 0.4 0.5
s4 0.8 0.4 0.4 0.8
s5 0.7 0.1 0.5 0.3
s6 0.7 0.4 0.5 0.4
s7 0.7 0.7 0.6 0.4
s8 0.6 0.5 0.3 0.5
s9 0.8 0.4 0.5 0.7
s10 0.8 0.9 0.4 0.6
s11 0.5 0.1 0.7 0.6
s12 0.5 0.9 0.7 0.4
s13 0.2 0.9 0.4 0.6
s14 0.1 0.9 0.6 0.7
s15 0.4 0.7 0.2 0.2
s16 0.4 0.7 0.2 0.2
s17 0.7 0.2 0.6 0.7
s18 0.1 0.3 0.8 0.2
s19 0.3 0.4 0.9 0.6
520 0.5 0.2 0.9 0.5
s21 0.1 0.1 0.8 0.3
s22 0.1 0.1 0.5 0.4
s23 0.1 0.1 0.1 0.8
s24 0.1 0.1 0.2 0.9
s25 0.1 0.1 0.1 0.9
26 0.2 0.1 0.3 0.8
s27 0.3 0.6 0.8 0.8
s28 0.1 0.1 0.2 0.9
s29 0.2 0.1 0.4 0.7
s30 0.6 0.2 0.7 0.8
s31 0.6 0.2 0.5 0.4

Figura 26. Relacio fuzzy sintomas X transtorno de comportamento (R)
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A matriz/tabela (Figura 27) indica o grau em que cada sintoma se manifestou nos

alunos ou nos pacientes. Os dados foram assim apresentados pela especialista.

s\d\\ P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8
sl 0,7 0,8 0,7 0,6 0,9 0,9 0,2 0,4
s2 0,6 0,7 0,9 0,8 0,6 0,8 0,3 0,2
s3 0,3 0,6 0,5 0,5 0,8 0,7 0,2 0,6
s4 0,7 0,9 0,5 0,4 0,8 0,9 0,1 0,3
s5 0,6 0,6 0,4 0,3 0,7 0,5 0,1 0,6
s6 0,5 0,5 0,4 0,2 0,6 0,7 0,2 0,1
s7 0,3 0,5 0,7 0,8 0,4 0,6 0,5 0,8
s8 0,2 0,4 0,2 0,1 0,5 0,6 0,2 0,1
s9 0,8 0,8 0,7 0,6 0,8 0,9 0,2 0,4
s10 0,2 0,7 0,3 0,4 0,7 0,6 0,8 0,7
s11 0,4 0,9 0,5 0,3 0,5 0,6 0,1 0,1
s12 0,1 0,6 0,3 0,6 0,3 0,5 0,7 0,8
s13 0,2 0,3 0,4 0,5 0,1 0,2 0,9 0,8
s14 0,3 0,5 0,5 0,6 0,1 0,3 0,8 0,8
s15 0,2 0,1 0,2 0,4 0,2 0,1 0,7 0,9
s16 0,1 0,2 0,3 0,5 0,3 0,1 0,9 0,9
s17 0,5 0,8 0,8 0,8 0,6 0,5 0,2 0,4
s18 0,2 0,3 0,8 0,9 0,1 0,1 0,3 0,2
s19 0,6 0,8 0,9 0,9 0,3 0,5 0,3 0,4
s20 0,4 0,6 0,9 0,9 0,2 0,3 0,2 0,4
s21 0,2 0,1 0,6 0,8 0,1 0,1 0,1 0,1
s22 0,2 0,4 0,4 0,3 0,1 0,1 0,1 0,1
s23 0,6 0,7 0,3 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
s24 0,9 0,9 0,2 0,1 0,1 0,2 0,1 0,1
25 0,9 0,9 0,2 0,1 0,1 0,2 0,1 0,1
s26 0,6 0,9 0,4 0,5 0,4 0,3 0,3 0,4
s27 0,8 0,8 0,8 0,9 0,4 0,6 0,6 0,5
s28 0,9 0,7 0,2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,2
s29 0,7 0,8 0,2 0,4 0,3 0,5 0,1 0,1
s30 0,6 0,8 0,3 0,5 0,8 0,7 0,4 0,5
s31 0,4 0,7 0,6 0,4 0,9 0,8 0,2 0,1

Figura 27. Relacio fuzzy pacientes X sintomas elaborados por especialista (S)
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Cada elemento da relacdo fuzzy R = STo T indica o grau de envolvimento de cada
sintoma com as diversas doencas consideradas. Como o modelo matemdtico que adotamos
para diagnosticar foi o SoR, para obter o diagndstico do paciente P, supondo que [P;] seja a

matriz com os sintomas do paciente Py, basta calcularmos [P;],R. Ou seja,

Sintomas (tabela S x T)

T1 [09 |04 08 |08 ]0,7]07 0,706 08 |..102 038028

Pl
(0,9: 0,7), min = 0,7 0.7
(0,4; 0,6), min = 0,4 0,6
(0,8; 0,3), min = 0,3 0,3
(0,8; 0,7), min = 0,7 0,7
(0,7; 0,6), min = 0,6 0,6
(0,7; 0,5), min = 0,5 03
(0,7;0,3), min = 0,3 0.3
(0,6; 0,2), min = 0,2 02
(0,8; 0,8), min = 0,8 05
(0,2; 0,7), min = 0,2 :
(0,6; 0,6), min = 0,6 0.7
(0,6; 0,4), min = 0,4 0.6

0,4

Miéximo dos minimos = 0,8. Logo, este aluno possui um Transtorno Obsessivo

Compulsivo (TOC) (ver equagdes relacionais detalhadamente no capitulo 3).

A matriz/tabela (Figura 28) apresenta a relacdo fuzzy dos alunos e dos pacientes com o

transtorno de comportamento ou com a doenga. .
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P d T1 T2 T3 T4
P1 0.8 0.6 0.7 0.9
P2 0.8 0.7 0.8 0.9
P3 0.7 0.7 0.9 0.8
P4 0.7 0.7 0.9 0.8
P5 0.9 0.7 0.8 0.8
P6 0.9 0.6 0.8 0.8
P7 0.8 0.9 0.7 0.7
P8 0.7 0.8 0.7 0.7

Figura 28. Relacio fuzzy aluno ou paciente X transtorno de comportamento (T )

4.1.6 — Sistemas fuzzy na escolha de projetos populares

Apresentamos a seguir outra situacdo interessante, que expde VArios conceitos
trabalhados nos curriculos tradicionais e pode ser implementada, com facilidade, em

contextos de ensino-aprendizagem com diferentes temas.

Esta proposta foi desenvolvida por Lima, em Guarapuava, Parand, no projeto social
denominado “Casa F4cil”, em que sdo fornecidos projetos de casas populares para pessoas de
baixa renda, sem custo para o proprietario. Dessa forma, surgiu a ideia de criar um banco de
dados de projetos prontos que possam atender mais satisfatoriamente ao gosto e/ou a

necessidade de cada familia.

Para implementar o projeto, foi elaborado um banco de dados de dez projetos populares
diversificados, que foram submetidos a opinidao de especialistas
(engenheiros/arquitetos/projetistas). Para tanto, foram determinadas nove caracteristicas mais
comuns no ramo de projetos, apresentadas a seguir, e dez projetos para orientar a entrevista

com os profissionais especialistas.
A casa deve ser:

bonita;
simples;
moderna;

econdmica;
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arrojada;

flexivel (em relagdo ao tamanho e formato do terreno);
versétil (em relacdo a facilidade de ampliacdo);
completa (em relacdo a diversidade de pecas);

propria para uma familia (em relacdo ao nimero de moradores);

Depois de obter as tabelas de cada especialista com os respectivos graus de pertinéncia
em relacdo as caracteristicas, a autora do trabalho utilizou a média aritmética como operador
de agregacdo para construir uma matriz de pertinéncia que representasse a opinido de todos os

especialistas consultados.

Considerando os seguintes conjuntos:

M-= conjunto dos proponentes (proprietarios);
N= conjunto das caracteristicas;
P= conjunto dos projetos,
A matriz de conhecimentos (Figura 29) é a matriz da relacdo S: projetos e

caracteristicas.

bonita | Simp. |[mod. | econ. arroj. Flex. | Vers. |Comp. |fam.

casaf 0,90 | 0,39 | 0,81 039 | 0,69 | 0,48 | 0,40 | 0,84 | 0,46
casa2 073 | 060 | 0,73 | 066 | 068 | 066 | 061 | 0,83 | 0,56
casa3 0,19 | 0,80 | 0,31 0,91 0,23 | 073 | 0,72 | 0,39 | 0,44
casa4 079 | 056 | 0,83 | 064 | 063 | 063 | 0,70 | 069 | 0,49
casa5 0,46 | 063 | 0,72 | 0,71 0,79 | 0,85 | 0,76 | 0,58 | 0,74
casab 0,16 | 0,81 | 0,26 | 094 | 013 | 0,74 | 0,77 | 0,38 | 0,38
casa7 0,79 | 055 | 0,74 | 062 | 054 | 065 | 062 | 0,63 | 0,46
casa8 084 | 034 | 048 | 0,32 | 066 | 044 | 037 | 0,80 | 0,563
casa9 060 | 062 | 068 | 060 | 067 | 072 | 075 | 054 | 0,49
casal0o | 063 | 063 | 0,73 | 0,52 | 0,68 | 079 | 0,74 | 0,82 | 0,71

Figura 29. Tabela: base de conhecimento
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car/proj casal |casa2 | casald | casa4 | casab | casab | casa7/ | casa8 | casa9 |casal0
bonita 0920] 0731019 | 0,79 | 046 | 0,16| 0,79| 0,84| 0,60| 0,63
simples 0,39 06| 08| 058 | 063| 0.81| 0,55| 0,34| 0.62| 0,63
moderna 081 0731031| 0,83 | 0,72 0.26| 0,74| 048] 0.68| 073
econdém. 039 066 |091| 064 | 071] 094| 062| 0,32| 06| 052
arrojada 039 066|091| 064 | 0,71 094| 062| 032| 06| 052
flexivel 048| 066|0,73| 063 | 0,85| 0.74| 0,65| 0,44| 0.72| 0,79
versatil 04| 061072 07| 076|077 062| 037| 0.75| 0,74
completa 084| 083|039| 069| 058| 038| 053| 08| 0,54| 082
fam.gr. 046| 056|044 | 049| 074| 038| 046 | 053] 0,49| 0,71

Figura 30. Tabela: processo de inferéncia

Supondo que o proprietdrio escolha as caracteristicas:

simples (com grau de pertinéncia 0,8);
economica (com grau de pertinéncia 1);

versdtil (com grau de pertinéncia 0,7).

Aplicando a relacdo max-min, obtemos a tabela (Figura 31) que permitird que o

profissional possa auxiliar na escolha da residéncia que melhor se adapte as necessidades e as

expectativas do proprietdrio, a partir de caracteristicas fornecidas por este.

Figura 31. Tabela:

1 = Q sl 3 al e = g 2 =

2 & & & & & & & & & &
o Q Q o Q Q Q Q Q Qo

sim ples

econ. g g 5 g = 3 | g & g g

vers. = = =) S =) = =) = =) =}

1= caracteristica escolhida pelo proprietdrio

2= projetos

preferéncia de escolha
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Gostariamos de finalizar este capitulo, evidenciando um pensamento de Morin (2008,

p. 105) para educagdo escolar. O autor propde que professores e alunos adotem, no cotidiano

escolar, principios que:

[...] levem o pensamento para além de um conhecimento fragmentado que,
por tornar invisiveis as interagdes entre um todo e suas partes, anula o
complexo e oculta os problemas essenciais; levem, igualmente, para além de
um conhecimento que, por ver apenas globalidades, perde o contato com o
particular, o singular e o concreto.

[...] permitam remediar a funesta desunido entre pensamento cientifico [...] e
0 pensamento humanista [...].

[...] ensinem o aluno a enfrentar a incerteza e a se tonar cidadao.
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CAPITULD 5

A PESOULSA:
O plano e aglio
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CAPITULO 5. A PESQUISA: O PLANO EM AGAO

Antes de iniciar a busca de evidéncias e compreensdes sobre o processo pelo qual os
alunos passaram, ao serem provocados a lidar com o raciocinio fuzzy, mais especificamente
com a subjetividade na matematica, faz-se necessario reconstruir o cendrio no qual a atividade

de pesquisa se desenvolveu.

5.1 — Para interpretar o que se passou...

De modo a realizar a pesquisa, trabalhamos com alunos do Curso de Licenciatura da
Fundacdo Educacional de Barretos, em uma disciplina do nicleo comum as Licenciaturas de
Matemitica, Fisica e Quimica. Elegemos como cendrio da pesquisa uma disciplina cuja
ementa prevé o estudo de Teoria dos Conjuntos e dos Fundamentos da Ldégica Cléssica,
esperando introduzir, em um primeiro momento do curso sobre os temas da referida
disciplina, os fundamentos da Légica Fuzzy. De algum modo, a nossa orientagdo como
professor estd apoiada em discussdes da Psicologia Cognitiva, em especial, em Ausubel
(1980), quando destaca que o individuo ndo pode construir conhecimento novo sem algum
conhecimento anterior cognitivamente relacionado, a fim de conectar e suportar a nova
informagdo. O grupo pesquisado constituiu-se de alunos dos cursos mencionados,
matriculados no primeiro semestre da disciplina “Fundamentos e Priticas Pedagdgicas de

Matematica I”’, na qual ministramos aulas de fevereiro a junho de 2009.

De um modo geral, a pesquisa constituiu-se das seguintes etapas, aqui por nos
denominadas questiondrio, material pré-instrucional e aplicacdo em sala de aula, cada uma

delas realizadas como segue:

o questionario — foi feita a aplicacdo de um questionario composto por oito situagdes-

problema elaboradas, tendo em vista as ideias/conceitos que envolvem o pensamento fuzzy;

o material pré-instrucional — procedemos a apresentagcdo e a solucdo de problemas,
em termos de aula, visando que o aluno confrontasse a resolu¢do de um (mesmo) problema,

utilizando matematica deterministica, matematica classica e nao deterministica, estocastica ou

Juzzy;
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a aplicacdo em sala de aula - quatro novas situacdes problema foram formuladas a
partir das ideias trabalhadas nas atividades desenvolvidas nas etapas anteriores — conjunto
fuzzy, varidveis linguisticas e base de regras —, segundo 0s processos € o raciocinio
apresentados. A aplicacdo dessas questdes teve como objetivo encaminhar e organizar o
processo de andlise, no sentido de compreender em que medida a aplicacdo da teoria fuzzy
introduzida nos dois momentos anteriores levou os resolvedores a compreensio e a solugdo
das situacdes propostas pela via da matemdtica fuzzy. Além disso, durante as aulas, foram
consideradas, também, como pertinentes, mudangas de comportamento empiricamente

observaveis, embora ndo passiveis de mensuracdo quantitativa.

Vale aqui, mais uma vez, destacar que todos os momentos da pesquisa foram
construidos com grande preocupacgdo da pesquisadora em compreender as concepgdes prévias
dos alunos voltadas para a percepcdo da subjetividade na construcdo do conhecimento
matemadtico. A partir de algumas evidéncias que emergiram do contexto dos encontros com 0s
alunos nas trés etapas da pesquisa, em uma articulagdo com as nossas expectativas nesta
investigacdo, nossa atencdo para o encaminhamento de uma andlise esteve orientada pela
organizacdo de ordem psicopedagdégica e matemadtica, ou seja, em torno de trés eixos
teméticos que podem servir de apoio para uma interpretacdo das produgdes e das relacdes que
os alunos estabelecem — consigo mesmo e com os outros — diante da teorizagdo matematica

em estudo. Eis os eixos temdticos em cada um dos campos de conhecimento:

Da psicologia - a mobilizacio e a (re)significacdo do conhecimento matematico
supostamente adquirido pelos alunos, a partir tanto da instrucdo escolar como de praticas

cotidianas extra-escolares.

Da pedagogia - as mudancas de atitudes e de postura dos alunos diante das novas

caracterizacoes de raciocinio matemadtico, tendo a subjetividade um papel crucial.

Da matematica - a producdo matematica dos alunos, destacando principalmente modos
de pensar e comunicar matematicamente os proprios raciocinios, procedimentos, conjecturas,

assim como elaborar justificativa e argumentagdo para validar tais processos.
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No que se refere ao terceiro ponto, estaremos ainda atentos para analisar as producdes e
as interpretacOes dos alunos, focalizando elementos de ordem essencialmente préprios da

teoria fuzzy, tendo em vista as relagdes entre:

* 0 conceito-chave conjunto fuzzy e os outros conceitos identificados nas proposi¢des

dos registros escritos dos alunos;

e 0 conceito-chave variaveis linguisticas e os outros conceitos identificados nas

proposicoes dos registros escritos dos alunos;

* 0 conceito-chave base de regras e os outros conceitos identificados nas proposi¢oes

dos registros escritos dos alunos.

5.2 — O desenvolvimento da pesquisa

A nossa preocupacao, no primeiro contato com os alunos era, naturalmente, envolvé-
los e mobiliza-los para os nossos objetivos. Para tanto, antes de entregar os questiondrios,
fizemos uma retrospectiva histdrica sobre as origens da légica, passando pela légica cléssica,
a logica booleana, apresentando os momentos da histéria da matemdatica em que o professor
Lotfi A. Zadeh, por volta de 1965, publicou seu estudo sobre a matematica dos conjuntos
fuzzy; e, em 1973, publicou os fundamentos da Teoria Fuzzy — Loégica Fuzzy —,
introduzindo um novo pensamento matemdtico que integra a visao e a linguagem cientificas a
visdo e ao pensamento aliado a experiéncia do sujeito, este aqui entendido como ser humano

dotado de pensamento, sentimento, inteligéncia e experi€éncias acumuladas.

Na segunda etapa da pesquisa, os alunos foram convidados a resolver problemas e
desenvolver atividades — apresentados a seguir — previamente elaborados pela
pesquisadora, juntamente com um roteiro para o registro de solicitacdes que, se seguidas,
ajudar-nos-iam a compreender os modos de pensamento utilizados pelos alunos na resolugdo

dos problemas.

Eis o que foi proposto aos alunos:
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Problemas propostos para a atividade inicial

Caro aluno, abaixo vocé encontrara um conjunto de problemas a serem
resolvidos. Para que possamos dar continuidade ao trabalho, € fundamental
que vocé justifigue cada resposta. Portanto, durante a solucao dos
problemas, fique atento ao seguinte:

(a) Mencionar os recursos que vocé utilizou para encaminhar a solugcédo
(desenhos; relacbes numeéricas, da mais simples para a mais complexa, entre
outros), intuicbes que foram valiosas, raciocinio utilizado, entre outros.

(b) Indicar contetidos matematicos usados para a solucao.

(c) Relatar a predisposicdo dos colegas (e sua) para buscar a solugéo.

(d) Atentar para o tempo gasto, aproximadamente, para responder cada
problema.

(e) Observar o tempo gasto, aproximadamente, para resolver todos o0s
problemas.

(f) Indicar se vocé resolveu os problemas sozinho ou com a ajuda de seus
colegas.

(g) Caso tenha trabalhado em grupo, procure relatar: ajuda significativa que
cada um poéde dar ao outro durante a solucao e perguntas e dicas valiosas
formuladas pelo grupo para o encaminhamento da solucao.

Bom trabalho!

1. O excesso de velocidade é causa de multa. Numa rodovia onde o limite de velocidade é
120km/h, o que seria uma velocidade baixa, média, alta e altissima? Justifique sua resposta.

2. A fita abaixo possui uma variagéo de cor que vai do vermelho para o amarelo. Imagine-se
com dor de cabeca. Marque na fita um ponto para cada um dos seguintes sintomas: dor
fraca, moderada e forte. Justifique como vocé fez para determinar a localizagao de cada um
dos pontos.

3. Fazer uso do facho de luz alta dos faréis em vias providas de iluminagdo publica é

considerado uma infracao leve, média, grave ou gravissima? Justifique sua resposta.
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4. Uma viagem de 6nibus da cidade A até a cidade B demora aproximadamente seis horas e
meia. Se tomarmos o 6nibus que deve sair as 23h da cidade A, mas esta quase sempre
atrasado, a que horas chegaremos na cidade B? Justifique sua resposta.

5. A fotografia ao lado mostra o encontro das aguas
dos Rios Negro e Solimdes. ldentifique quando a
agua destes dois rios se encontram. Justifique sua

resposta.

6. Diga se o raciocinio esta correto ou nao. Justifique sua resposta.

“Os paranaenses moram perto da Argentina. Maria ndo veio do Parana. Logo, ela ndo pode
morar perto da Argentina”.

“Se o0 paranaense esta perto da Argentina, entdo o que se pode dizer do gaucho, do
catarinense e do paulista?"

7. O ar condicionado da sua sala de aula possui um controlador de temperatura que mantém
o0 ambiente a uma temperatura constante escolhida por vocé. Como ele consegue manter a

temperatura constante? Justifique sua resposta.

8. Vocé esta com sede e depara-se com duas fontes de dgua. Em cada uma delas existe

uma placa com os seguintes dizeres:

A probabilidade de A possibilidade de
contaminacao desta contaminagdo desta agua
agua é de 10%. é de 10%.

De qual fonte vocé beberia agua? Justifique sua resposta.
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Na segunda etapa, apresentamos e desenvolvemos com o grupo as ideias fundamentais

dessa logica, conforme o cronograma abaixo:

Licenciatura - noturno
Dia Periodo Assunto

29/05 20:50 as 22:30 Entrega dos problemas/atividades para os alunos

04/06 20:50 as 22:30 Inicio do curso - introdug@o e comentdrio sobre os problemas

05/06 19:00 as 20:40 Conjuntos fuzzy e varidveis linguisticas

08/06 19:00 as 20:40 Numeros fuzzy e fungdes de pertinéncia

15/06 19:00 as 20:40 Criagdo de regras, inferéncia fuzzy, esquema geral de um
sistema fuzzy

18/06 19:00 as 20:40 Aplicagdo - resolugdo completa do problema sobre controle
de temperatura

19/06 20:50 as 22:30 Avaliac@o final.

Para finalizar, entregamos um outro conjunto de problemas —apresentados a seguir —,

contendo as mesmas orientagdes do primeiro, para serem resolvidos pelos alunos. Esta etapa é

de vital importancia para fundamentar as nossas percep¢des e as conclusdes do trabalho

desenvolvido.

Problemas propostos para a atividade final

Caro aluno, abaixo vocé encontrara um conjunto de problemas a serem
resolvidos. E importante que vocé justifique cada uma das respostas.
Portanto, durante a solugcdo dos problemas procure:

(a) Mencionar os recursos que vocé utilizou para encaminhar a solugcao
(desenhos, relacbes numéricas da mais simples para mais complexa, entre
outros), as intuicoes que foram valiosas, o raciocinio utilizado, entre outros.

(b) Indicar os contetidos matematicos usados para a solucao.
(c) Revelar a predisposicdo dos colegas (e a sua) para buscar a solugéo.
(d) Indicar o tempo gasto, aproximadamente, para responder cada problema.

(e) Mencionar o tempo gasto, aproximadamente, para resolver todos o0s
problemas.

(f) Indicar se vocé resolveu os problemas sozinho ou com a ajuda de seus
colegas.

(g) Caso tenha trabalhado em grupo procure relatar: ajuda significativa que
cada um poéde dar ao outro durante a solugdo e perguntas e dicas valiosas
formuladas pelo grupo para o encaminhamento da solucao;

Bom trabalho!
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1. De acordo com o aproveitamento em um curso, os alunos podem ser considerados

L]

“fracos”, “médios” e “bons”.

(a) Se a avaliacao do aproveitamento ¢é feita por notas de 0 a 10, como deve ser o critério de

aprovagao neste curso?

(b) Se a nota final do aluno é 4,8, ele deve ser considerado mais médio que fraco; neste
caso, ele seria aprovado? E o que vocé diria, se a nota do aluno fosse 4,57 E o que vocé
diria, se a nota fosse 5,27

(c) Usando a subjetividade propria do fenébmeno “avaliagdo”, defina um critério de
aprovacao rigido e um flexivel.

2. Fazer uso do facho de luz dos fardis em vias publicas pode ser considerado uma infragao

leve, média, grave ou gravissima.
(a) Defina as subjetividades e as respectivas fungdes de pertinéncia do fenémeno.

(b) Monte uma base de regras que auxilie na aplicacao da infragao.

3. No campeonato brasileiro de futebol, os jogos podem ser classificados como “bons”,
“razoaveis” e “fracos”. Os critérios adotados para tal classificagéo sao: “chutes a gol”, “gols
marcados” e “tempo de bola parada”. Estas varidveis podem ser classificadas como “alto”,

“médio” e “baixo”, segundo seus graus de pertinéncia (Veja figuras).

Pede-se:
chutes a gol (a) Construa uma base de regras, usando estas
trés variaveis para classificar um jogo,
lembrando que, quanto mais chutes a gol e mais
gols marcados, melhor é o jogo e, quanto mais
O 1o 15 20 tempo de bola parada, pior é o jogo.
ndmero de gols marcados
(b) Se um jogo teve 25 chutes a gol, 2 gols
marcados e 20 minutos de bola parada, como
vocé o classificaria? E se, dos 25 chutes a gol,
< 3 3 tivessem sido marcados 4 gols, como vocé
tempo de bola parada classificaria esse jogo?
(c) O que seria um jogo pior € um melhor?
15 20 30 115




4. No caso do encontro dos rios Negro e Solimdes, o que se pode afirmar com relacao aos
itens (a) e (b)?

(a) Com base no enunciado faca a interpretacao da
situacao representada na figura ao lado.

(b) Ap6s o encontro dos dois rios, o conjunto fuzzy mais
adequado para a funcao de pertinéncia seria uma curva
normal (gaussiana), uma vez que, por menor que seja a
pertinéncia da agua de um rio no outro, ela sempre vai

existir. Com base no exposto, defina as subjetividades e

as respectivas fungdes de pertinéncia do fenémeno.

curva normal gaussiana

5.3 — Uma tentativa de analise

Da nossa expectativa, nesta pesquisa de cunho académico-educacional, os dados e os
fatos coletados devem retratar o estado de compreensdo e os modos 16gicos de pensamento
em que o educando se encontra. Ou seja, isto de algum modo conseguido, no caso da nossa
pesquisa, ajuda-nos a saber se tal estado € satisfatorio ou vantajoso na dire¢cdo do pensamento
fuzzy. Dessa forma, esperamos ir ao encontro de um dos objetivos da nossa pesquisa,
qualificando de algum modo o desenvolvimento do pensamento fuzzy dos alunos, manifestado
na solu¢@o dos problemas. Nesse processo de recolhimento e interpretacdo inicial dos dados,
estaremos orientados pelas categorias prévias mencionadas, as quais, por sua vez, estdo,

como, ja discutido, apoiadas em vertentes da matematica, da pedagogia e da psicologia.

Assim, importam, para a pritica da andlise das solucdes e das relagdes feitas pelos
sujeitos pesquisados, tanto os tipos de problemas apresentados para emersdo das evidéncias
para anélise, como o planejamento pedagdgico que fizemos. Os problemas propostos orientam

a pratica da pesquisa, € o planejamento pedagdgico pode fazer a mediacdo entre a teoria
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matemdtica e a pratica de aprendizagem e ensino. Sem estes dois, a pesquisa aqui em

discussao pode ficar sem sustentagao.

O caminho tomado para andlise teve, de inicio, a nossa observacio — de aluno por
aluno — ao tratamento dado a solu¢do de cada um dos problemas. Naturalmente, nosso olhar
esteve voltado ndo para algo mais rigoroso em termos de acertos e erros, porém para uma
atitude do resolvedor que levasse em conta nuances deste outro pensamento matematico —
pensamento fuzzy. Nesse sentido, cada solu¢do foi por nds interpretada como tendo o
resolvedor a potencialidade de usar os recursos do pensamento fuzzy na resolucdo de um
problema, mas estando mais ou menos perto de tal uso. Esse distanciamento— ou essa
proximidade — foi por nds qualificado, tendo como inspiracdo a teoria da “zona de
desenvolvimento proximal” elaborada por Vygotsky, a qual define a distancia entre o nivel de
desenvolvimento real, determinado pela capacidade de resolver um problema sem ajuda, e o
nivel de desenvolvimento potencial, determinado pela resolu¢do de um problema sob a
orientacdo de um professor ou em colaboracdo com outros companheiros. No nosso caso,
focalizaremos as informagdes nas quais o resolvedor mostra potencialidade para lidar, por
exemplo, com graduacdes diante de uma mesma situagdo, mas ainda ndo alcancou um

processo tal que permita formaliza-lo.

Com base na teorizacdo descrita acima, serd possivel realizar uma organizacido das
respostas para andlise. Essa organizag@o serd apenas inicial, uma vez que serd na observagao
do processo todo que construiremos uma compreensdo mais aprofundada dos eventos,

abrindo-se ai a possibilidade de selecionar outros episddios ou sessdes.

5.4 — Buscando evidéncias...

A respeito da andlise do material recolhido ao longo de uma pesquisa académica
MARTINS (2004, p. 292) apresenta uma verdadeira sintese do que pode ser passar neste

momento:

A variedade de material obtido qualitativamente exige do pesquisador uma
capacidade integrativa e analitica que, por sua vez, depende do
desenvolvimento de uma caapacidade criadora e intuitiva.[...] A intuicdo
aqui mencionada ndo é um dom, mas uma resultante da formacao tedrica e
dos exercicios préticos do pesquisador.
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Assim, o movimento de busca de evidéncias deve estar em consonancia com as
concepgdes que se tem do objeto em estudo e da pratica investigativa adotada. No caso,
embora em cada aula tenha sido explorado um conceito da l6gica fuzzy alguns procedimentos
de ordem geral fizeram parte da rotina das aulas como: percorrer a classe enquanto os alunos
estavam resolvendo os problemas procurando observar seus métodos e o didlogo trocado com
outros colegas, conduzir o curso atrdves de didlogo reflexivo-condutor; estimular a
participacdo de diferentes alunos; apresentacdo para a classe dos registros/resolucao do

problema por alguns colegas e finalmente analise da producdo escrita dos mesmos.

Para encaminhar e efetivar a andlise adotaremos o seguinte procedimento: a partir do
questiondrio inicial discutiremos questdo por questdo, introduzindo algumas falas — dos
alunos — captadas na sala de aula, bem como parte dos registros escritos dos mesmos no
decorrer da intervencdo pedagdgica e, finalmente, faremos uma andlise comparativa entre os
questiondrios. Naturalmente, consideramos a manifestacdo dos alunos e tais questiondrios

uma importante fonte de dados para o estudo.

5.5 — Analise dos problemas/atividade inicial

Vale aqui destacar que ao eleger o grupo que fez parte do trabalho de pesquisa,
informamos os mesmos sobre as atividades — assegurado-lhes sigilo na divulgacdo dos
resultados — mas, ndo fornecemos nenhuma caracteristica da teoria/idéias matematicas que

poderiam ser uitlizadas, bem como a forma como os encontros seriam conduzidos.

Ao final do trabalho - alguns dos participantes registram a sua opindo a respeito das

questdes, as quais seguem abaixo:
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Outro aluno se expressa da seguinte forma:

Ao caminharmos pela sala, enquanto os alunos resolviam as questdes, varios deles

manifestaram um certo incomodo, tal como:
- Professora, isto € alguma pegadinha?
Outra aluna retruca:
- Resta saber o objetivo disto.

Encaminhamos, entdo, um estudo mais detalhado sobre as respostas elaboradas pelos

alunos.

5.5.1 — Problema 1

s N

O excesso de velocidade é causa de multa. Numa rodovia onde o limite de
velocidade é 120km/h, o que seria uma velocidade baixa, média, alta e altissima?
Justifiaue sua resposta. y

De enunciado bastante simples o problema apresenta uma situagdo corriqueira -
excesso de velocidade e infracdo — quantificada por meio das varidveis lingiiisticas baixa,

média, alta e altissima. Selecionamos trés exemplos significativos em termos da semelhanca
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das solugdes apresentadas pela maior parte da turma, as quais tiveram papel orientador na

nossa intervengao junto ao grupo e nos caminhos tomados durante o curso
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Em termos de conteido matemdtico pudemos observar que os alunos se utilizam das
relacdes de divisibilidade e média aritmética. Um fato que nos chamou a aten¢@o foi como
alguns alunos determinam os intervalos entre uma velocidade e outra (velocidade baixa: O -
30km/h, velocidade média: 31 — 60km/h...), procedimento que levamos em conta como
discussdo para iniciamos o segundo encontro, colocando questdes sobre o reconhecimento da
passagem (abrupta) da velocidade de 30km/h para 31km/h e da diferenga/sensacdo, em termos
praticos, quando o carro anda a 29km/h, 30km/h ou 31km/h?

5.5.2 — Problema 2

a A

A fita abaixo possui uma variagdo de cor que vai do vermelho para o amarelo.
Imagine-se com dor de cabeca. Marque na fita um ponto para cada um dos
seguintes sintomas: dor fraca, moderada e forte. Justifique como vocé fez para
determinar a localizagcao de cada um dos pontos.
-
-
\ J

Esta questio propde a quantificagdo de uma dor utilizando uma fita colorida. Este € um
método muito usado na pediatria para auxiliar a crianga a se expressar/quantificar a dor que
estd sentindo.Aqui, mais uma vez, apesar dos alunos perceberem que existe uma zona em que
as cores se misturam lentamente eles se utilizam de uma representacdo dicotdomica
Shakespereana (ser ou nao ser ) propria da sua formag¢do em matematica tradicional, norecorte

das avaliacdes de dor — dor forte ou fraca para eles depende de um limiar bem definido.
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Da manifestacdo do aluno logo acima, notamos que ele relaciona a dor sente com a
claridade, um exemplo dos fatores subjetivos dos encaminhamentos das respostas as situacdes
cuja defini¢do nao possue caracteristicas precisas/claras. E, aqui vale um destaque em termos
do foco central desta pesquisa: afirmag¢des sobre as quais ndo se pode ter certeza absoluta
necessitam de uma abordagem diferenciada, na qual os conjuntos fuzzy — nebulosos, difusos —

tém um papel relevante para andlise e compreensdo das mesmas.

Nesta etapa, sugerimos uma representacao - do desenho da fita — no plano cartesiano,
um registro possivel e valioso para este problema do ponto de vista da teoria dos conjuntos

fuzzy.
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Dor

Forte Média Fraca

Figura 32. Representacio do plano da fita

Na representagdo da figura 32 os conjutos possuem contornos bem nitido, ndo se
interceptam intersec¢do e cada elemento nitidamente definido no sentido de pertencer ou ndo
ao conjunto, ouseja: Maria possui dor forte logo ele pertence ao conjunto vermelho, José

possui dor média logo ele ndo pertence ao conjunto vermelho.

A figura 33, apresenta uma configuracdo fuzzy para a representacdo anterior. A zona
achureada, denominada nebulosa na teoria fuzzy pode ser comparada, grosso modo, na teoria
cldssica de conjuntos com a interseccao entre dois conjuntos - entretanto o significado é
diferente daquele da primeira, uma vez que um elemento pode pertencer a um mesmo

conjunto com graus de pertinéncia diferentes, agora no ambiente fuzzy.

Dor

Forte Média Fraca

Figura 33. Conjunto fuzzy da dor

Como dito, no conjunto fuzzy os termos forte, médio e fraca sao quantificadores da dor
e um elemento pode ser pertencer ao conjunto apenas parcialmente. Isto se dd, também como

ja explicado, porque a cada conjunto fuzzy associamos uma funcdo de pertinéncia que
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determina o grau com que um determinado elemento pertence ao conjunto dentro do intervalo
[0, 1]. No caso, Maria pode pertencer ao conjunto dor forte com um grau de pertinéncia 0.8 e
ao conjunto dor média com um grau de pertinéncia 0.2 e josé ao conjunto dor média com grau

de pertinéncia 1 e portanto pertencer ao conjunto dor forte com grau de perinéncia 0.

Assim, vale mais uma vez destacar que o que diferencia a teoria dos conjuntos fuzzy e
a teoria cldssica dos conjutos € o fato de podermos mapear a perniténcia de um determinado

elemento a um conjunto com infinitos valores - entre zero e um.

5.5.3 — Problema 3

s N

Fazer uso do facho de luz alta dos far6is em vias providas de iluminagao publica é
considerado uma infragao leve, média, grave ou gravissima? Justifique sua resposta

No problema 3 como ndo haviamos especificado o tipo de avenida houve uma
variedade grande de respostas e os alunos foram unanimes em afirmar que a resposta havia

sido elaborada de acordo com o c6digo de transito.

Ao colocar este problema pensamos na possibilidade do aluno descrever as vérias

possibilidades l6gicas do tipo: Se luz € alta E via iluminada Entao infracao é leve

Como vimos, denominamos Base de Regras ao conjunto de proposi¢des logicas que
descrevem uma determinada situacdo - discutido no capitulo 3 — aqui representando as
informacdes do especialista (estudioso das regras de trinsito ) que constitue a base de

conhecimento de um sistema fuzzy.

Vale aqui comentar que a mesma situagdo-problema foi novamente apresentada no

questiondrio final para melhor analisar as respostas dos alunos apés a realizacdo do minicurso.
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5.5.4 — Problemas 4 e 6

Em ambos os problemas nosso propdsito estava em dar significado matemadtico a

expressdes como: em torno de ..., por volta de ... ,aproximadamente ... ,mais perto que ..

4 A

Uma viagem de 6nibus da cidade A até a cidade B demora aproximadamente seis
horas e meia. Se tomarmos o dnibus que deve sair as 23h da cidade A, mas esta
quase sempre atrasado, a que horas chegaremos na cidade B? Justifique sua
resposta.

S )

O problema 4 proposto pede que o leitor fagca uma previsao de chegada do 6nibus ao

seu destino, uma vez que este esta sempre atrasado.

Aqui, como nos exemplos anteriores, os alunos apresentam modos diversos de

raciocinio. Uma aluna comenta:

- Meu marido é motorista de onibus, até onde eu sei eles nunca podem sair adiantado e
somente saem atrasados se houver um motivo muito forte. Também, durante a viagem eles
devem manter uma velocidade padrao — isto faz com que raramente cheguem muito atrasados,

ou seja, chegam sempre em torno do mesmo horério..

Relato de um outro aluno frente ao problema 4.
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Diga se o raciocinio esta correto ou nao. Justifique sua resposta.
“Os paranaenses moram perto da Argentina. Maria nao veio do Parana. Logo, ela
ndo pode morar perto da Argentina”.

“Se o paranaense esta perto da Argentina, entdo o que se pode dizer do gaucho,
do catarinense e do paulista?"” j/

s

O problema 6, propde uma situagdo que envolve idéias de localizacdo geogrifica e
proposi¢des ldogicas,diante da qual as respostas foram triviais sem questionamentos

significativos para andlise.
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5.5.5 - Problema 5

a N

A fotografia ao lado mostra o encontro das aguas dos Rios Negro e Solimdes.

Identifique quando a agua destes dois rios se encontram. Justifique sua
resposta.

o J

Vale aqui destacar que, do nosso ponto de vista, esta questdo parece ter sido uma das

que mais chamou a aten¢do dos alunos, talvez,porque poucos deles possuiam algum
conhecimento sobre o tema. Para a maioria dos alunos o. encontro das dguas dos rios Negro e
Solimées era um tema especialmente novo. Logo de inicio alguns alunos comecaram a
levantar hipdteses sobre os diferentes aspectos que podem influenciar o fendmeno. Da

curiosidade e reflexdo de alguns alunos em um mesmo momento:
- Professora, mas a velocidade dos dois rios € a mesma?

- Ouvi dizer que um deles possui dguas barrentas. Entdo, a densidade da 4dgua ndo vai

atrapalhar?
- Se for assim entdo tudo atrapalha, ventos, temperatura, entre outros.
- Nao € possivel resolver a questdo pois a professora nao apresentou dados suficiente.

Nesta etapa da discussdo alguns alunos que haviam levado notebook para sala de aula
foram a internet fazer uma busca ao assunto obtendo algumas imagem via satélite que

ilustram lindamente o encontro desses dois rios.
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A seguir colocamos a representacgdo feita por um dos alunos.

Outro aluno discute esta questdo apoiado,de algum modo,em recursos utilizados na

solucdo de situacdes-problema semelhantes, ou seja, ele representou, em matemadtica, o

encontro dos rios usando o diagrama de Venn e, da quimica ele utiliza o conceito de mistura.
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Esta questao foi retomada nos problemas/atividade final.

5.5.6 — Problema 7

,r A

O ar condicionado da sua sala de aula possui um controlador de temperatura
que mantém o ambiente a uma temperatura constante escolhida por vocé.

Como ele consegue manter a temperatura constante? Justifique sua resposta.

\§ )

o P 12

Apresenta uma situagdo de controle térmico da sala de aula . Como esperado, grande
parte dos alunos encaminhou a solucdo com base em processos intuitivos e conhecimentos
praticos, de algum modo, adquiridos em situagdes outras que a da sala de aula como bem

vemos, em uma das solugdes:

2 Vale aqui destacar que a solugio de uma situacio sobre controle térmico de 4gua —especialmente semelhante a
esta enquanto problema — apresenta-se detalhadamente resolvida em WEBER & KLEIN,2003.p.57) por meio de
recursos da matematica fuzzy.
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5.5.7 — Problema 8

<

Vocé estd com sede e depara-se com duas fontes de agua. Em cada uma
delas existe uma placa com os seguintes dizeres:

A probabilidade de A possibilidade de
contaminacgdo desta dgua contaminagao desta agua é
é de 10%. de 10%.

\De qual fonte vocé beberia agua? Justifique sua resposta. j

Neste dltimo problema da referida lista nosso propdsito foi trabalhar as idéias de

probabilidade e possibilidade'’ esta iltima, como exposto um conceito importante da teoria

1 Vale aqui destacar que a discussdo de uma situacio em termos de possibilidade e probabilidade apresenta-se
de modo detalhada em BASSANEZI, KOSKO.
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fuzzy. Assim que o grupo leu a questdo, alguns deles verbalizaram que os professor de
quimica e fisica ja haviam mencionado esta distin¢do/questdo. Apesar disto houve uma grande
quantidade de diferentes respostas,fato que ndo nos surpreendeu uma vez que como

professores um contetido apresentado — mais ou menos cuidadosamente pelo professor — pode

levar o “outro” (aluno) a diferentes representacdes/significados. Das respostas ao problema 8:
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E, aqui, sentimo-nos mais a vontade em tracar um perfil desta realidade, do encontro
desta sala de aula com as questdes propostas na direcdo de solugdes envolvendo matemética
fuzzy. Pudemos dizer, entdo, que foi possivel perceber que: a) todos os alunos tinham algum
conhecimento — mais ou menos elaborabo — que permitiu que os mesmos emitissem opinides
e se mobilizassem na dire¢do das solucdes e, b) os alunos do grupo pesquisado ndo possuia

conhecimento prévio algum da teoria matemadtica — fuzzy - proposta neste trabalho.

De uma maneira geral os alunos se mobilizaram frente aos problemas propostos, uns
com mais entusiasmo que outros, uns mais reflexivos, outros mais intuitivos, outros ainda,
fazendo relagdes que levavam a inferéncias importantes do ponto de vista

cognitivo/epistemoldgico em termos da teoria fuzzy.

5.6 — Analise dos problemas/atividade final:

Ap6s o desenvolvimento do minicurso, apresentamos quatro questdes com o objetivo
de buscar evidéncias - mais consistentes - que nos permitissem responder as questdes da

pesquisa em desenvolvimento..
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Todas as questdes solicitaram de forma, mais ou menos indireta, que o aluno reconheca
as colocacdes/tensdes de ordem subjetiva no decorrer das solucdes e a interpretacdo destas por

meio das ferramentas da teoria fuzzy.

5.6.1 — Problema 1

a h

De acordo com o aproveitamento em um curso, os alunos podem ser

LT

considerados “fracos”, “médios” e “bons”.

(a) Se a avaliagao do aproveitamento é feita por notas de 0 a 10, como deve ser 0

critério de aprovagao neste curso?

(b) Se a nota final do aluno é 4,8, ele deve ser considerado mais médio que fraco;
neste caso, ele seria aprovado? E o que vocé diria, se a nota do aluno fosse 4,57

E o que vocé diria, se a nota fosse 5,27

(c) Usando a subjetividade prépria do fenbmeno “avaliagéo”, defina um critério de

Kaprovacéo rigido e um flexivel ]

No problema 1 o aluno deve elaborar dois critérios de aprovacdo — um rigido outro
flexivel — e responder as questdes formuladas no sentido de nos ajudar a compreender sobre a

apreesao de tais idéias pelos alunos.

As respostas apresentadas a seguir foram selecionadas tomando como critério a

contribui¢ao significativa em cada uma delas para a andlise da pesquisa.
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As relacdes apresentadas na producdo escrita desse aluno parece refletir uma melhar
apropriacao da no¢do de conjunto fuzzy e de varidvel lingiiistica esta mais e mai. Este aluno
parece, ainda, ter conseguido utilizar tais nogdes em um outro contexto — aprovacao escolar -

diferente do apresentado na atividade inicial.

A resolu¢do do mesmo problema por outro aluno também demonstra uma evolugio
significativa na maneira de resolvé-lo, assim como, na utilizacdo de ferramentas da teoria dos

conjuntos fuzzy.

Com efeito, diante das situacdes escolhidas a ser resolvidas, os alunos, apresentam
modos diversos de raciocinio, os quais devido a abrangéncia da teoria em discussdao se
mostram corretos uma vez que neste contexto matemadtico se leva em conta as opinides e

pensamentos proprios do resolvedor.

Outro exemplo de solugdo:
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E conhecido que em situacdes de ensino e aprendizagem nem todos os alunos
conseguem atingir o mesmo estdgio de compreensio das idéias propostas — quero falar que as
causas sdo dificeis de serem determinadas neste primeiro trabalho com o tipo de abordagem
feita — mas que, como podemos observar da reposta dos alunos a seguir, deram um passo na

direcdo desejada por nos.
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5.6.2 — Problema 2

- A

Fazer uso do facho de luz dos far6is em vias publicas pode ser considerado uma

infracao leve, média, grave ou gravissima.
(a) Defina as subjetividades e as respectivas fungdes de pertinéncia do fendmeno.

(b) Monte uma base de regras que auxilie na aplicacédo da infragao.

O problema 2 analisado na primeira atividade e apresentado novamente
neste momento € possivel observar por meio da produgédo escrita dos alunos que
que apesar de ocorrido um melhor entendimento do problema este ainda permanece

obscuro — confuso, nebuloso.
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Outro aluno:
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5.6.3 — Problema 3

No campeonato brasileiro de futebol, os jogos podem ser classificados como
“bons”, “razoaveis” e “fracos”. Os critérios adotados para tal classificacdo sao:
“chutes a gol”, “gols marcados” e “tempo de bola parada”. Estas varidveis

podem ser classificadas como “alto”, “médio” e “baixo”, segundo seus graus de
pertinéncia (Veja figuras). Pede-se:

chutes a gol (a) Construa uma base de regras, usando
estas trés variaveis para classificar um jogo,

lembrando que, quanto mais chutes a gol e

0o 15 20 mais gols marcados, melhor é o jogo e,

numero de gols marcados . . ;
quanto mais tempo de bola parada, pior € o

jogo.

2 3 4 ,
(b) Se um jogo teve 25 chutes a gol, 2 gols
tempo de bola parada

marcados e 20 minutos de bola parada,
como vocé o classificaria? E se, dos 25

50 =0 chutes a gol, tivessem sido marcados 4

gols, como vocé classificaria esse jogo?

(c) O que seria um jogo pior e um melhor?

Neste momento, achamos necessdrio propor uma situagdo problema em que o resolver
tivesse que percorrer um caminho inverso ao percorrido até agora,.assim, aqui, a interpretacao
grafica é parte do enunciado do problema. Apresentamos a producdo de trés alunos em
diferentes niveis de aprendizagem embora todos eles apresentem respostas significativas e

positivas na dire¢do da nossa proposta.
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Outros dois alunos (responderam as questdes em grupo):
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5.6.4 — Problema 4

No caso do encontro dos rios Negro e Solimbes, 0 que se pode afirmar com
relacéo aos itens (a) e (b)?

(a) Com base no enunciado faga a interpretacéo

da situagao representada na figura ao lado

(b) Apbés o encontro dos dois rios, 0O
conjunto fuzzy mais adequado para a
funcdo de pertinéncia seria uma curva

normal (gaussiana), uma vez que, por

menor que seja a pertinéncia da agua de
curva normal gaussiana um rio no outro, ela sempre vai existir. Com
base no exposto, defina as subjetividades e
as respectivas fungdes de pertinéncia do

fendmeno.

Finalmente o problema 4 retoma a questao do encontro dos rios Negro e Solimdes.
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Aqui, mais uma vez, é possivel perceber pela producdo escrita dos alunos que houve
um avango substancial e significativo no tratamento e compreensdo das questdes propostas e

no sentido da validag¢@o do nosso trabalho. A seguir apresentamos os relatos de alguns alunos:

Producgao escrita de

outro aluno:




5.3 Avaliacao Fuzzy

Estamos a todo momento,de alguma forma, emitindo juizo de valor sobre as
coisas que nos cercam, sobre as mais variadas situagdes enfrentadas ou fatos
observados denominando este processo como avaliatérios. Na escola a avaliacao
tém se caracterizado como um dos fatores de evasdo escolar uma vez que a
avaliagdo do rendimento escolar do aluno é feita tomando-se como base
procedimentos rigidos de afericdo de valor a situacées que estdo muito longe de

serem lineares, imutaveis e predefinidas.

As questdes que envolvem o ensino e aprendizagem bem como aquela que
envolvem processos cognitivos tém se tornado objeto de estudo de varios filésofos,
psicologos e educadores. Consequentemente avaliar se um aluno aprendeu ou néo
um determinado conteludo € tarefa complexa/complicada uma vez que a
compreensdo das caracteristicas/ natureza das varidveis envolvida neste processo
nao posuuem contorno bem definido sobretudo porque elas diferem em detalhes de

pessoa para pessoa.

A este respeito o professor Voskoglou (2009) comenta que a
aprendizagem/conhecimento que os estudantes tem sobre varios conceitos é
usualmente imperfeita, apresentada por diferentes graus de compreencao. Por outro
lado existe também por parte do professor dificuldade de precisar o grau de
conhecimento adquirido pelo aluno uma vez que para o autor a aprendizagem é
substancial

Quando a maior parte do processo envolve
categorizagdo, i.e. a informacao fornecida é interpretada em
termos de classes de conhecimentos existentes. Entdo o
individuo esta apto a relatar/descrever uma nova informacgao
através das suas estruturas de pensamento/conhecimento por

muitos descritas como seus esquemas. (Voskoglou (2009,p38)
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O autor no mesmo artigo sugere uma avaliacao fuzzy e agrupa os alunos
segundo quatro estagios de aquisicdo do conhecimento denominados por ele de
interpretacao, generalizacao e categorizacao. A funcao de pertinéncia é definida

como:

onde A, i = 1,2,3, representa os estagios de aquisicdo do conhecimento
mencionados anteriormente - atendido, baixo, intermediario, alto e completo - de
cada estagio de desenvolvimento; ny representa o numero de estudantes que
atingiram um dos determinados niveis de conhecimento e n representa o numero

total de alunos.

Tecidas as consideracdes acima, considerando que o processo de avaliar é
extremamente subjetivo e, como temos salientado nos varios capitulos deste
trabalho de pesquisa, a teoria dos conjuntos fuzzy foi criada para dar tratamento
matematico para situacdes vivenciadas por nés e que nao possuem contornos bem
definidos optamos pela modelagem de uma avaliacao fuzzy das atividades
realizadas com os alunos através do uso de um Sistema Baseado em Regras Fuzzy
(SBRF).

Antes de iniciarmos, lembremos que uma variavel linglistica € uma variavel
cujos valores sdao nomes de conjuntos fuzzy (Gomide,1995:4). Com efeito,
tomaremos como variaveis linglisticas as seguintes idéias, conjunto fuzzy",
“variavel linglistica" e “"base de regras" que aqui representam as variaveis de
entrada.. Tais variaveis poderao assumir os seguintes valores “distante", proximo"
e muito préximo" uma vez que o que se deseja comprovar € quao proximo 0s
alunos pesquisados estdo de utilizar o pensamento fuzzy" na resolucdo dos
problemas propostos. Inicialmente, estes valores serdo descritos por intermédio de

conjuntos fuzzy trapezoidal e triangular.
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Logo, a partir da analise dos problemas/atividade inicial e final dos alunos atribuimos

um valor para cada variavel em estudoe para cada um dos aluno apresentados na tabela

(figura 34)
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Problemas/Atividades Final
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Figura 34 - Tabela representativa dos valores atribuidos, pelo pesquisador, ao conjunto de solugdes apresentadas por cada
aluno na resolugéo dos problemas/atividades inicial e final onde CF = conjunto fuzzy, VL = variaveis linguisticas e BR= base

de regras.
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Em seguida, por meio do programa computacional MATLAB/FUZZY TOOBOX
estabelecemos um critério de vavaliacdo que nos pareceu coerente com as nossas
expectativas e determinamos/criamos as funcbes de pertinéncia trapezoidal e
triangular para cada uma das variaveis de entrada e de saida — avaliagdo e como

método de inferéncia o método de Mandani. (figura 35)

XX

Conjunto-Fuzzy

; : ; Base de Regras 1
(mamdani)
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Base-de-Regras

/
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Figura 35: Fungdes de pertinéncia de entrada e saida da variavel em estudo
(avaliacao)
As regras légicas elaboradas, levando em conta as percep¢des/experiéncias
do pesquisador, tem a seguinte forma:
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R.: SE a compreensdo do aluno em relagao a idéia de conjunto fuzzy esta

proxima E a compreensao do aluno em relacéo a idéia de variavel linglistica esta

muito proxima E a compreensao do aluno em relagéo a idéia de base de regras é

distante ENTAO a avaliagao final é préximo.

implicagdes logicas para este processo de avaliagao.

O quadro abaixo, denominado base de regras, contempla todas as possiveis

Se Conjunto Fuzzy Variaveis Base de Regras Entdo | Avaliagéo
LingUisticas

R1 Muito Préximo Muito Préximo Muito Préximo Muito Préximo
R2 Muito Préximo Muito Préximo Préximo Muito Préximo
R3 Muito Préximo Muito Proximo Distante Préximo

R4 Muito Préximo Préximo Muito Préximo Muito Préximo
R5 Muito Préximo Préximo Préximo Muito Préximo
R6 Muito Préximo Préximo Distante Préximo

R7 Préximo Muito Préximo Muito Préximo Muito Préximo
R8 Préximo Muito Préximo Préximo Muito Préximo
R9 Préximo Muito Préximo Distante Préximo

R10 Préximo Préximo Muito Préximo Muito Préximo
R11 Préximo Préximo Préximo Préximo

R12 Préximo Préximo Distante Préximo

R13 Distante Muito Préximo Muito Préximo Préximo

R14 Distante Muito Préximo Préximo Préximo

R15 Distante Muito Préximo Distante Préximo

R16 Distante Préximo Muito Préximo Préximo

R17 Distante Préximo Préximo Préximo

R18 Distante Préximo Distante Distante

R19 Muito Préximo Distante Muito Préximo Préximo

R20 Muito Préximo Distante Préximo Préximo

R21 Muito Préximo Distante Distante Préximo

R22 Préximo Distante Muito Préximo Préximo

R23 Préximo Distante Préximo Préximo

R24 Préximo Distante Distante Distante

R25 Distante Distante Muito Préximo Préximo

R26 Distante Distante Préximo Distante

R27 Distante Distante Distante Distante

Figura 36. Base de Regras Linguisticas para Avaliagéo dos trabalhos efetuado
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Uma vez percorridos os passos descritos anteriormente, para exemplificar o

processo, efetuaremos a avaliacdo inicial do aluno denominado A..(Figura 37)

Conjunto-Fuzzy = 2 Wariaveis-Linguisticas = 7

il
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19 |:
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2 [

% []

27
0

Figura 37: Avaliac&o Inicial - Aluno 4,

Base-de-Regras =3

RS

Na figura 37 a nota, atribuida ao aluno apo6s a defuzzificacao - transformar o

valor fuzzy obtido em um nimero real - é 4,1.

Chamamos a atencgéo para o fato de que a Figura 37 apresenta graficamente

a base de regras (Figura 36) modulada pelas seguintes funcdes de pertinéncia:
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5— 4, 3,3

walA;) = ? para 15 <A; <5 @,(4;) =

{l para 0 =4, =15

0 para A; =5

0 para A, =6

A —6
3

Prnw [";1) = para 6 < _Fl:- <9

1 para A, =9

Onde ¢, ¢,.,,, sdo as fungbes de pertinéncia dos estados de compreenséo

distante, proximo e muito proximo, respectivamente.

Exemplificando,para a regra R, da base de regras, o grau de pertinéncia
deste aluno para o estado de compreenséo distante da variavel linguistica conjunto
fuzzy é 0,86;

:,.’3',:.(2) = ? = 0,86

e conseguentemente para o estado de compreensao muito proximo da

variavel linguistica variaveis linguisticas é 0,33;

7—6
Py (?j = T =0,33

e para o estado de compreensdo distante da variavel linguistica base de
regras € 0,57
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5—3
:,.’3',:.(3) =?= 0,27

Pelo método de Mamdani escolhemos entao, 0 minimo entre os trés graus de
pertinéncia encontrados para a regra considerada obtendo como resultado 0,33 para

o estado préximo.
Pa(2) N @, (7) N@4(3) = min{0,86;0,33; 0,57} = @;_ = 0,33/ préximo

Este método repete este procedimento para as 27 regras explicitadas para
depois escolher o maior dos valores minimos obtidos para cada uma das variaveis,

distante, proximo e muito proximo.

Assim, a partir da quarta coluna da Figura 37, montamos as seguintes tabelas
para simular o resultado final obtido.

distante R Ris Ros | Ros | Ros

Mri | 0,45 0 0 0

proximo |Ri |Rs|Rs |R7|Rs |Re |Ri2|Rius |Ris | Ris

Mri|O (0,140 |033|033|0 |0,94 /0,33 |0

préximo Ri R17 R19 RZO |:{21 R22 I:{23 I:{25

uri | 0,42 |0 0 0 0 0 0

muito préximo Ri |Ry |R: |Ry |Rs Rio | Ryt | Ris

MR |O |O |0 |0,14 |O 0 0
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045 042 0,14
e(u) = & &

distante proximao muite proximo

Cuja representacéao grafica é dada por

——

0 10

Figura 38. unido das areas maximas da figura 37

Para defuzzificagao, utilizamos o método do centro de area ( ver cap 3 ) e
obtivemos como resultado da avaliagdo do aluno A2, média x- = 4,1 denominada

por nés média fuzzy

Somente a titulo de comparagdo calculando, agora a média aritmética

convencional para os valores atribuidos a este mesmo aluno, verificamos que este

b

3 4

obteve a seguinte média ¥ =>——=4 < 4,1 =7%.. Observa-se que ambas as

L3}

médias sao muito préximas.

Com este valor obtido voltamos novamente a funcdo de pertinéncia da

avaliagdo e procuramos o grau para tomada de deciséo.

Neste caso verificamos que o valor 4,1 possui um grau de pertinéncia de 0,7
para a variavel linguistica proximo e 0,29 para a variavel linguistica distante,
permitindo que o avaliador conclua que este aluno possui algumas nogdes iniciais a
respeito das idéias que iremos desenvolver.

Finalmente na avaliacao efetuada apds o curso ministrado, 0 mesmo aluno 4,
para as entradas x; =45, ¥, =38 e x; =5 obteve como resultado da avaliacao

x = 6,67, conforme a Figura 39.
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O grafico deixa evidente que houve um crescimento no grau de compreensao
deste aluno «(x) = 0,7 para a variavel proximo e @(x) = 0,29 para a variavel muito
proximo.

Entretanto, inspirados na teoria da "~“zona proximal de desenvolvimento”
avaliamos que a aprendizagem potencial do aluno em relacdo ao pensamento fuzzy

aumentou, mas ainda esta distante de uma aprendizagem real.

T = |
muito-proximo

I T
Proximo

distante

o
()

U

o
)]
T

o
'S
T

Grau de Pertinéncia

o
o
EF

1 I 1 ! ! ! I
0 1 2 | 4 5 6 7 8 9 10

Avaliacéao Fuzzy

Figura 39. Saida do processo de avaliagao.

O processo feito para o aluno 4, deve ser feito para todos os alunos, antes e
depois de ministrado o curso em questdo. A Tabela (Figura 40) mostra os resultado

da avaliacdo dos alunos antes e depois do curso.ministrado.

A andlise eftuada acima mostra que diversos fatores, que diversos fatores tais
como fungdes de pertinéncia, método de defussificagdo, forma das funcdes de
pertinéncias influem no calculo da média dos alunos. Desta forma estes fatores
considerados conjuntamente aliados a aspectos praticos podem fornecer varias

opcodes ao avaliador em relacao as suas expectativas.
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Problemas/Atividades Inicial

Problemas/Atividades Final

Aluno | CF | VL | BR | _ _ 1 _ _ CF | VL BR _ _ _
S s T |?_. _ :'".'-'l e = |?_. . ?-'Fl
A 4 8 3 [537]| 5 0,37 2 2 2 2,622 2 0,62
A2 2 | 73 3 | 41| 4 0,1 45 8 5 6,64 56 1,04
A3 0 3 1 | 202 1,33 0,69 0 0 0 1,75 0 1,75
A4 1 6.5 4 473 3,83 0,9 9 8 2 5,52 6,33 0,81
A5 1 3 1 | 2,02 1,66 0,36 7 7 55 5,82 6,5 0,68
A6 1 2 3 | 28| 2 0,8 9 8 2 5,52 6,3 0,78
A7 1 3 3 |381] 233 1,48 6 8 8 6,71 7.3 0,59
A8 1 2 1 [1,83] 1,33 0,5 4 6 4 437 4,66 0,29
A9 1 2 4 [262] 233 0,29 8 7 3 6,02 6 0,02
A0 | 0 1 1 [ 1,75 | 0,66 1,09 3 0 0 2,02 1 1,02
A1l | 0 1 1 | 1,75 | 0,66 1,09 9 5 0 5,34 4,66 0,68
A2 | 1 1 1 | 1,75 1,00 0,75 7 5 0 5,32 4 1,32
A13 | 1 2 3 | 28| 2 0,8 3 4 1 3,87 2,66 1,21
A4 | 0 3 3 381 2 1,81 4 4 0 4,72 2,66 2,06
A5 | 0 1 2 (183 1 0,83 8 5 0 5,32 4,33 0,99
A6 | 0 2 2 | 248 1,33 1,15 0 0 0 1,75 0 1,75
A7 | 3 4 4 | 465 3,66 0,99 6 2 0 2,48 2,66 0,18
A8 | 0 2 1 1,83 1 0,83 4 6 4 473 4,66 0,07
A19 | 3 2 2 | 296 2,33 0,63 6 2 0 2,48 2,66 0,18
A20 | 1 2 2 | 248 1,66 0,82 7 2 0 35 3 0,5
A21 | 0 1 1 | 1,75 0,66 1,09 5 6 3 5,31 4,66 0,65
A22 | 3 5 2 [387] 333 0,54 3 3 0 3,81 2 1,81
A23 | 3 5 2 |387] 3,33 0,54 3 3 0 3,81 2 1,81
A24 | 1 4 1 [194] 2 0,06 1 1 0 1,75 0,66 1,09
A25 | 0 2 1 1,83 1 0,83 3 2 0 2,8 1,66 1,14
A26 | 0 2 2 | 248 1,33 1,15 2 2 1 2,48 1,66 0,82
A27 | 0 1 0 [1,75] 0,33 1,42 2 2 1 4,65 3,66 0,99
A28 | 0 2 2 248 1,33 1,15 4 4 3 6,2 7.1 0,9
A29 | 3 4 3 |387] 3,33 0,54 7 6,8 75 6,2 7.1 0,9
A30 | 4 8 45 | 625 55 0,76 0 0 0 1,75 0 1,75
A31 | 0 1 1 [ 1,75 | 0,66 1,09 45 | 55 5,0 5,34 5 0,34
A32 | 0 1 1 1,75 | 2,66 1,09 6 6,6 6 5,59 6,2 0,61
A33 | 1 2 3 | 28| 2 0,8 0 0 0 1,75 0 1,75

Figura 40. Tabela de avaliagéo inicial e final dos alunos onde,

%= média fuzzy ou esperanca fuzzy, = média aritmédica
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Finalmente, a partir dos dados da tabela (figura 40) construimos os seguintes
graficos para melhor analisar os resultados obtidos da atividade desenvolvida.

Relacio entre as médias

7
26
S5 1%
E 4 | l‘ f“77y H /J +Sér|e1
T 5 | 'l_fl"l A A < —m— Série2
SRRV WATIEY
=] -
g 1 PV \‘ Yy &émotas

D T T T

0 10 20 30 40
alunos

Figura 41.Gréafico comparativo entre a média classica (série 1) e a média fuzzy ( série
2) na avaliagao inicial.
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Figura 42. Grafico comparativo entre as médias fuzzy inicial ( série 1) e final ( série 2)

Dos grafico podemos concluir: a)as avaliacdes fuzzy sao superiores as notas
para cada alunos, b) houve um aprendizado significativo, embora em alguns casos o
estudo formal tenha prejudicado a intuicao prépria do aluno.
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CONSIDERACOES
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CONSIDERACOES PRELIMINARES

Ao longo deste trabalho apresentei muitas informagdes sobre a Teoria Fuzzy, das
especificidades das questdes tratadas para compreendé-la destacando uma semelhanca
estrutural de natureza matemdtica com a matematica formal deterministica, procurando
apontar as dificuldades e facilidades ao tomar o caminho de uma ou de outra em situacdes de
ensino. Como todo trabalho de pesquisa de cunho académico educacional, este também ¢&
resultado de um olhar da pesquisadora sobre o tema em um dialogo permanente com diversos
interlocutores. Cabe agora nessa etapa de conclusio retomar algumas questdes especialmente
relevantes no processo de andlise como um todo e, se possivel, encaminhar sugestdes para

futuras pesquisas na area.

De modo a encaminhar as consideragdes finais do trabalho — aqui denominadas
(13 . . 2 z . .
preliminares” dada a nossa certeza que ha muito que estudar sobre o tema — consideramos
importante fazer um retrospecto do caminho percorrido para encontrar respostas as nossas

questdes de pesquisa assim como construir/elaborar o movimento que levou aos resultados.

Numa primeira etapa procuramos mostrar o nosso plano de pesquisa — em especial, os
pressupostos tedricos que poderiam dar sustentagdo para responder o problema formulado —
assim como tracar uma justificativa para a investigacdo em foco de cunho qualitativo e
destacar os objetivos da mesma. Os fatores quantitativos da andlise, por sua vez, estavam ja
apontados na direcdo de perceber o pensamento matemético - dos alunos pesquisados mais

ou menos alinhado na dire¢do do pensamento fuzzy.

Algumas consideracdes de cunho filosofico sobre as origens do pensamento
matemadtico, o rigor da matemdtica formal — deterministica — foram discutidos numa etapa
seguinte, assim como aqueles que consideram o pensamento intuitivo proporcionando estudos
matematicos de distintos tipos de incerteza. Uma etapa seguinte desta trajetéria da pesquisa
tratou especialmente da apresentacdo de modo formal alguns conceitos basicos da Teoria dos
Conjuntos fuzzy e da Logica Fuzzy, a qual situa as raizes e os rumos deste trabalho, isto €, as

questdes da légica fuzzy sao nao somente o meio desta pesquisa como o fim da mesma.
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De modo a responder as questdes principais da pesquisa “ Quais 0s pressupostos
tedricos da Teoria Fuzzy e quais as possibilidades de reconhecimento do seu valor e seu papel
para a Educagdo Matemdtica?” e “Como o pensamento matematico do aluno lida com o
raciocinio fuzzy? “ nos aproximamos dos alunos do Curso de Licenciatura das Faculdades
Unificadas da Fundagdo Educacional de Barretos - UNFEB por meio de dois questiondrios e
um mini-curso ministrado pelo pesquisador, nesta ordem questiondrio, mini-curso e
questiondrio. O primeiro questiondrio instigava o uso de varidveis subjetivas na solugcao de
questdes. O mini-curso, posterior ao primeiro questiondrio, teve como foco central a resolugao
de um (mesmo) problema utilizando matemadtica classica e matemaética fuzzy. O questiondrio

final, de cunho avaliativo, verificava o uso pelo aluno das ferramentas da teoria fuzzy em

problemas semelhantes aos anteriores.

Assim , um dos pilares desta investigacdo tratou do estabelecimento de relagdes
(matematicas) realizadas pelos alunos num ambiente de sala de aula, o qual serviu, por um
lado, como organizador da nossa visdo frente aos indicios de apreensdo dos instrumentos
fuzzy pelo aluno e, por outro lado, passou a ser um critério para obtencdo de evidéncias em

termos de andlise, dado o contexto em termos de ensino e aprendizagem proprio da pesquisa.

Vale aqui destacar que, durante todo o processo de investigacdo estivemos colocados
em um estado de reflexdo sobre a possibilidade de perceber o valor e o papel da légica fuzzy
na solugcdo de problemas reais, dada a caracteristica das suas ferramentas para lidar com
questdes subjetivas, uma vez que a solucdo de problemas provenientes do mundo real estd
carregada de relacdes construidas no mundo interno do resolvedor — do sujeito-resolvedor

consigo mesmo.

Desse modo, consideramos que assim como tém sido notada as controvérsias sobre a
matematica que os alunos devem aprender, por que razdes a deveriam aprender e como € que
ela devia ser ensinada — de modo a exercitar as capacidades intelectuais de cada um e ganhar
confianga no préprio raciocinio matemdtico - aqui também a apresentacdo da matemadtica
fuzzy impulsionaram os nossos argumentos para inclui-la nos curriculos matematicos,

mantendo ou eliminando outras matematicas.

Na verdade, como educadores matematicos “escutamos” os matematicos — em especial,

os matemadticos aplicados - o0s quais comecaram a perceber que um curriculo poderia ser
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revisto de modo a acompanhar as discussdes dos métodos que tomam como ponto de partida
problemas reais — Modelagem Matematica, investigagdes e Formulacdo de Problemas. Isto &,
dado que o rigor e a precisdo da matemadtica formal deterministica ndo estariam dando conta
de tais solugdes, seria preciso de estruturas matemdticas que fornecessem fundamentos que
ampliassem as teorias matemadticas cldssicas, como a teoria dos conjuntos fuzzy. Se assim
podemos dizer, em nivel curricular o acento deveria ser mudado para a matemaética aplicada,
como constitutiva de uma melhor interpretacdo matematica quando os problemas e as

solucdes tém origem no mundo real.

Ja em termos de finalizacdo , vale aqui destacar que encontro dos alunos — no decorrer
na pesquisa - com a teoria fuzzy se caracterizou por momentos de um trabalho proficuo,
ajudando-os a trazer a tona solucdes de problemas matemadticos cujo tratamento levou em
conta a subjetividade desses resolvedores. Em outras palavras, os problemas apresentados e
discutidos na pesquia, ndo postos para o ambiente da matematica tradicional classica ,
remeteram o resolvedor para uma atmosfera de incerteza, provocando a opinido e

interpretacao dos mesmos.

Desse modo, ao final deste trabalho podemos considerar que:

- dos objetivos em relacdo a atuagdo/manifestacdo dos alunos frente aos probelmas
propostos, alguns se colocaram mais predispostos como resolvedores — com colocagdes mais
pertinentes e elabordas — quando fizeram uso somente da intuicdo, ou seja de uma
“matematica intuitiva” — ndo precisando se prender ao registro formal. Outros, que ndo se
manifestaram de modo tdo intuitivo, se mostraram envolvidos diante da solucdo com os
regitros fuzzy. Outros ainda, se mostraram especialmente envolvidos — superando

dificuldades com facilidade - nos dois momentos, frente aos dois tipos de solugdes.

- a superagdo das dificuldades para o uso da légica fuzzy passa pela necessidade do
confronto inicial com problemas que pode fazer uso do pensamento intuitivo, aproximado e

impreciso, porém significativos e criativos em termos matematicos.

- quando o conhecimento (matemdtico) € resultado de uma acdo frente a
situagcdes/contradi¢des que emergem da realidade, fica mais e mais evidente que este €, ao

mesmo tempo, resultado de atividade mental (cogni¢c@o) e produto criativo dessa atividade.
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E aqui, de fato finalizando esta nossa busca em introduzir o pensamento fuzzy como
suporte metodolégico da educagdo matemadtica que leva em conta situagdes-problema que
emergem da realidade e questdes que dela decorrem, trazemos aqui as palavras de Machado
(1990, p.157), colocadas em sua pesquisa de doutorado referente a um estudo também

especialmente inovador na 4rea:

[...] nenhum vento é capaz de ajudar um barco cujo rumo ndo estd definido.
Assim, ainda que tenhamos consciéncia dos poucos passos que avancamos
no sentido da operacionalizagdo das idéias acordadas, sentimo-nos como
uma promissora viagem que, ao invés de estar chegando ao fim, certamente
apenas acabou de comecar.
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