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RESUMO

Esta tese tem o objetivo de mostrar que o sujeito aprendente, ao se deparar com um
conceito matematico ja construido por ele, pode, em outro contexto, atribuir-lhe novos
sentidos e re-significa-lo. Para tanto, a investigacdo se apdia em duas teorias filoséficas: a
filosofia de Immanuel Kant e a filosofia de Ludwig Wittgenstein. Também buscamos
subsidios tedricos em autores contemporaneos da filosofia da matematica, tais como Gilles-
Gaston Granger, Frank Pierobon, Maurice Caveing e Marco Panza. No decorrer do processo
da aprendizagem, o conceito matematico esta sempre em estado de devir, na perspectiva do
aluno, mesmo que este conceito seja considerado imutavel sob o ponto de vista da I6gica e do
rigor da Matematica. Ao conectar 0 conceito com outros conceitos, 0 sujeito passa a
reinterpreté-lo e, a partir desta outra compreenséo, ele o reconstrdi. Ao atribuir sentidos em
cada ato de interpretacéo, o conceito do objeto se modifica conforme o contexto. As estruturas
sintaticas semelhantes, em que figura o objeto, e as aparéncias seménticas provenientes da
polissemia da linguagem oferecem material para as analogias entre 0s conceitos. As
conjeturas nascidas destas analogias tém origem nas representacfes do objeto percebido, nas
quais estdo de acordo com a memdria e a imaginacdo do sujeito aprendente. A imaginacao € a
fonte de criagdo e sofre as interferéncias das ilusdes provenientes do ato de ver, ja que o
campo de visao do aluno esté atrelado ao contexto no qual se encontra 0 objeto. A memodria,
associada as experiéncias vividas com o objeto matematico e a imaginacdo, oferece condicBes
para a re-significagdo do conceito. O conceito antes de ser interpretado pelo aluno obedece as
exigéncias e a légica da matematica, apos a interpretacdo depende da prépria légica do aluno.
A modificacdo do conceito surge no momento em que O sujeito, ao interpretar a regra
matematica, estabelece novas regras forjadas durante o processo de sua aplicacdo. Na

contingéncia, o aluno projeta sentidos aos objetos matematicos (que tém um automovimento
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previsto), porém a sua imaginacgdo inventiva € imprevisivel. Nestas circunstancias, o conceito
passa a ser reconstruivel a cada ato de interpretacdo. As condi¢cdes de leitura e de
compreensdo do objeto definem a construcdo do conceito matematico, a qual estd em
constante mudanga.

Palavras-chave: Ensino e Aprendizagem da Matemaética, Conceito Matematico, Re-

significagdo do Conceito Matematico, Erro do Aluno na Matematica .



RESUME

Cette these a pour but de montrer que le sujet apprenant en face d’un concept
mathématique déja construit par lui, peut, dans un autre contexte, lui attribuer de nouveaux
sens et le resignifier. Pour ce faire, I’investigation s’appuie sur deux théories philosophiques :
la philosophie d’Immanuel Kant et la philosophie de Ludwig Wittengstein. Nous recherchons
aussi des ressources théoriques chez des auteurs contemporains de la philosophie de la
mathématique, comme Gilles-Gaston Granger, Frank Pierobon, Maurice Caveing et Marco
Panza. Au courant du processus de I’apprentissage, le concept mathématique est toujours en
état de “devenir”, dans la perspective de I’éleve, méme si ce concept est considéré immuable
au point de vue de la logique et de la rigueur de la Mathématique. Quand il relie le concept a
d’autres concepts, le sujet le réinterpréte a partir de cette autre compréhension, il le
reconstruit. En attribuant des sens a chaque acte d’interprétation, le concept de I’objet se
modifie selon le contexte. Les structures syntaxiques semblables ou figure I’objet, et les
apparences sémantiques qui viennent de la polysémie du langage offrent du matériel pour les
analogies entre les concepts. Les conjectures issues de ces analogies, viennent des
représentations de I’objet percu, et qui correspondent avec la mémoire et a I’imagination du
sujet apprenant. L’imagination est la source de création et subit les interférences des illusions
venant de I’acte de voir, puisque le champ de vision de I’éleve est attelé au contexte dans
lequel se trouve I’objet. La mémoire, associée aux expériences vécues avec |’objet
mathématique et a I’imagination, offre des conditions pour la re-signification du concept. Le
concept avant d’étre interprété par I’éléve obéit aux exigences et a la logique de la
mathématique, apres I’interprétation, le concept dépend de la logique de I’éleve. La
modification du concept arrive au moment ou le sujet, interprétant la régle mathématique,

établit de nouvelles reégles forgées pendant le processus de son application. Dans la



10
contingence, I’éléve projette des sens aux objets mathématiques (qui ont un mouvement
propre prévu), mais son imagination inventive est imprévisible. Dans ces circonstances, le
concept devient reconstructible a chaque acte d’interprétation. Les conditions de lecture et de
compréhension de I’objet définissent la construction du concept mathématique qui est en
changement constant.

Mots-clés: Enseignement et Apprentissage de la Mathématique, Concept
Mathématique, Re-signification du Concept Mathématique, L’erreur de I’Eléve dans la

Mathématique.
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1 INTRODUCAO

O projeto educativo moderno, baseado em pressupostos epistemoldgicos e éticos, tem
a tarefa de educar para 0 bem, dar acesso ao saber e buscar a verdade. O professor de
matematica, inserido neste contexto, pretende que o seu aluno desenvolva o raciocinio légico
e faca uso de sua intuicdo. A matematica é considerada uma disciplina importante no
curriculo escolar, justamente porque contempla a tentacdo humana de conhecer a verdade
através da logica.

A intuicdo e a légica convergem no conhecimento do objeto matematico. A intuicéo
pode ser educada e construida, como bem mostram os diadlogos socraticos e as provas e
refutacOes de Lakatos (1984); ja a légica pode ser aprendida.

A criacdo matematica é ligada diretamente a intuicdo e ao conceito. Segundo Patras
(2001), a matematica é considerada a ciéncia dos conceitos. Para Kant é a ciéncia da
construcdo de conceitos. Granger (1974) modifica a noc¢do kantiana, qualificando-a como a
ciéncia por construgédo de linguagem.

A natureza do conceito matematico € restaurar a objetividade, ou seja, tornar objetivo
0 que outrora era subjetivo (a intui¢do). O sujeito faz analogias entre os conceitos e formaliza
através de um logos.

Apesar de toda a exigéncia de criatividade que a ciéncia matematica requer, ela é
acusada (e provavelmente com razéo) de ser excessivamente normalizadora. A ciéncia da
ordem, a ciéncia normalizada e asséptica, restringe a criatividade do aluno, o qual néo

consegue jogar o seu jogo, quando ndo compreende suas regras.
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A ciéncia dos conceitos € baseada na estrutura de seus objetos e na sua linguagem. As
equacdes e funcbes obedecem as formas nas quais aplicam-se férmulas. Para evitar tal
mecanicismo, os professores construtivistas propdem um ensino através de praticas que
conduzem o aluno a construcdo de modelos matematicos e a sua formula de resolugdo. Porém
“as pesquisas pedagdgicas apontam que o ensino experimental da matematica é insuficiente”
(traducdo minha) (Patras, 2001, p. 106). De maneira clara, Stella Baruk (1996) também
ressalta em seus textos esta insuficiéncia.

E evidente que uma aula pratica sempre é mais atraente do ponto de vista
epistemoldgico, porém o ensino através de experimentos nem sempre € possivel, por uma
questdo de tempo, j& que é dificil para os alunos reconstruirem todos 0s conceitos
matematicos, assim como também é dificil reconstruir toda a historia dos conceitos. Temos
que levar em consideracdo, também, o desejo do aluno do ensino fundamental e médio, que
nem sempre acolhe bem este tipo de ensino; e o aluno de terceiro grau que, em sua maioria,
tem um ensino predominantemente tedrico.

Independentemente de o aluno aprender ou ndo através de praticas, o conceito
matematico deve ser considerado antes e depois da sua interpretacdo. Antes da interpretacao,
0 conceito apresenta-se como uma idéia ja existente e aceita pela comunidade matematica,
adequando-se aos principios da disciplina. Apos ser interpretado pelo aluno, este conceito
sofre modificagdes decorrentes da interpretacdo. O aluno experimenta o conceito e 0
transforma, cria outro conceito para si, obedecendo ou ndo as necessidades da matematica.

Este novo conceito, surgido da interpretacdo do aluno, pode representar ainda a
primeira idéia, mesmo que explicada de maneira diferente, ou uma outra idéia. As
modificagdes surgem, quando o aluno projeta sentidos seus ao objeto percebido e faz

conexBes com outros objetos, de acordo com a sua imaginacao e a sua memoria.
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Qual é a acdo para este novo conceito™? Para buscarmos tal resposta, devemos analisar
0 movimento dialético entre a intuicdo e o conceito; analisar o papel da percepcdo, da
imaginacdo e da memdria nesta reconstrucdo; analisar a circularidade entre o ato intencional
do sujeito que aprende e o conceito a ser aprendido; analisar as analogias feitas com outros
conceitos, bem como a formalizagéo destas analogias.

Na tentativa de responder tal pergunta, a pesquisa se propde a compreender como 0
aluno se ocupa com conceitos matematicos. A analise de alguns registros escritos de alunos
buscara dar uma significacdo a estas compreensdes e interpretacfes, pois é na escrita que
podemos perceber 0s atos intencionais que apontam para uma reconstrucao.

A pesquisa é dividida em duas partes. A primeira parte busca, na filosofia da
matematica, elementos para analisarmos o debate entre diferentes filésofos que contribuiram
para o esclarecimento do objeto de pesquisa, como também para a constituicdo do referencial
tedrico.

A partir do debate entre logicistas, formalistas e intuicionistas, podemos analisar o
papel da intuicdo e da linguagem matematica no conhecimento do objeto matemaético, assim
como o papel da logica. A discussdo do platonismo na constitui¢do das verdades matematicas
emergira deste debate.

Para Patras (2001), os matematicos perceberam que o que importa sdo as relacdes dos

objetos e ndo a natureza deles. Panza (1995) refere que o problema filosofico do jogo do

! Wittgenstein (1987), em diversas momentos de seu texto, deixa pistas destes novos conceitos que sdo
produzidos a partir de um determinado conceito.

“Como alguém mostra que compreende uma proposi¢cdo matematica? Aplicando-a, por exemplo. E ndo mostra
também demonstrando-a? Quero dizer: a demonstracdo me mostra uma nova conexao, pois ela me proporciona
também um novo conceito.” (p. 248)

“Implicaria matematica, por exemplo, se alguém examinasse 0 movimento dos corpos com a finalidade de saber
se seu trajeto pode representar-se mediante a constru¢do de uma elipse com uma corda e dos pregos? Teria
exercitado a matematica quem tivesse inventado este tipo de exame?

Certamente teria criado um novo conceito. (...) Esta claro: quem nos ensina a equagdo de uma elipse nos ensina
um conceito novo. Porém quem nos demonstra que esta elipse e esta reta se cortam nesse ponto também nos
proporciona um novo conceito” (p. 348).
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conhecimento e a sua importancia ndo € a existéncia do objeto, e sim 0 processo de sua
objetivacdo; ja para Kant, podemos conhecer o objeto através das regras da ldgica. Nos
processos que envolvem a relagdo do sujeito e do objeto, nos deparamos com obstaculos ao
objetivarmos o subjetivo.

A anélise da palavra em linguagem matematica se depara com o problema da
significacdo da objetividade. Na traducdo dos simbolos da linguagem matematica para a
linguagem materna (que é polissémica), nos deparamos com diferentes sentidos que podemos
atribuir ao objeto, porém o sentido ja esta previamente fixado pela l6gica da matematica.

A construcdo do conceito do objeto pelo sujeito e as analogias feitas com outros
conceitos matematicos dependem da leitura do objeto. As analogias conceituais, ao serem
formalizadas por um logos, simulam a situacao vivenciada pelo sujeito com o objeto.

O sentido atribuido ao objeto pelo sujeito deve corresponder as regras previstas pela
I6gica da matematica. De acordo com Wittgenstein, aplicar uma regra corretamente é intuir o
sentido da regra. O conceito é uma regra interpretada, existindo um abismo entre a regra e a
sua aplicaco. E este abismo que a presente pesquisa pretende abordar.

A segunda parte da pesquisa consiste na aplicacdo desta teoria no contexto de sala de
aula, onde o aluno constréi seus conceitos matematicos. Com a analise da primeira parte,
busquei contribuicBes dos pensamentos dos filosofos da matematica, tal como a consideragao
de Patras (2001), de que a demonstracdo matematica também é estruturada pelos nao-ditos.
Para construir um conceito matematico, o aluno deve reconhecer e compreender estes néo-
ditos, e esta compreensédo nasce das analogias entre 0s conceitos.

A andlise feita com base em filésofos da matematica busca discutir o papel da intuicéo
e da linguagem na constituicdo da objetividade da matematica, bem como o papel da

percepc¢do, da imaginacao e da memoria.
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A necessidade de abreviacdo através do algoritmo e a generalizacdo de regras que
utilizam letras para universalizar o particular apresentam um problema cognitivo, pois se
reduz o universo de compreensdo do sujeito aprendente quando este se depara com uma
linguagem codificada e que lhe parece inacessivel.

A teoria dos jogos de linguagem de Wittgenstein contribuiu para a andlise do
relacionamento da matematica, do professor de matematica e do aluno, no contexto de sala de
aula. E na demonstrag&o, ou seja, no nascimento da prova que surge a oportunidade da criagio
matematica. A demonstracao feita pelo professor ndo é suficiente como técnica de ensino, ela
sozinha ndo fornece uma explicacao.

Quando o professor conduz o aluno a fazer conjeturas, a aula torna-se enriquecida,
pois € no didlogo que se abre um horizonte de sentidos no qual o aluno pode construir o seu
préprio conceito do objeto, com julgamentos justos, e o professor pode mostrar como sabe 0
que sabe. Assim, enquanto o aluno vai construindo seu conceito, o professor vai aprimorando

a maneira de expor o seu.
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2 SITUANDO O REFERENCIAL TEORICO

A maioria dos filésofos da matematica preocupa-se com a intencdo do sujeito (no
sentido de Husserl) e admite um sujeito consciente. Para Wittgenstein, a matematica é uma
atividade humana; concordando com esse autor, busco em sua filosofia respostas para a
atividade pratica da matematica, na tentativa de dar conta da questdo da interpretacdo do
sujeito no contexto de sala de aula. Na filosofia de Wittgenstein, o sujeito nomeia o objeto via
linguagem, relacionando objeto e imagem. A intencdo do sujeito é o querer-dizer, que se
mostra na utilizacdo de regras da gramatica para ligar as palavras. A conexao entre as regras e
a acdo de dizer é expressa em conceitos.

A intencionalidade, para Wittgenstein (1996, p. 173), é “a concordancia, a harmonia
entre 0 pensamento e a realidade” que residem nas regras gramaticais, € o querer-dizer. A
harmonia se d& nas palavras ditas e que representam aquilo que queremos dizer. Quando a
linguagem nos é insuficiente para explicarmos o significado de x a alguém, apontamos para Xx.
O ato de mostrar X, segue das palavras pronunciadas (isso € x). Existe harmonia entre o ato de
mostrar e as palavras que seguem regras gramaticais. Esperamos que quem nos escuta
compreenda aquilo que queremos dizer e € por isso que “na linguagem, tocam-se expectativa
e realizacdo” (p. 177). A significagdo da palavra ndo é um ato interno, ela nasce nos jogos de
linguagem.

Maurice Caveing (2004), ao discutir o problema dos objetos no pensamento
matematico, diz que o método fenomenolédgico da filosofia husserliana aproximada a

matematica ndo é necessariamente incompativel com a filosofia do conceito.
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Essas filosofias aparentemente opostas® podem auxiliar a esclarecer o problema da
aprendizagem do aluno, quando este modifica conceitos matematicos. Numa delas, buscamos
explicacdes para o estudo e a analise do objeto e do conceito matematico. Na outra, a relacdo
do objeto com o sujeito que interpreta o conceito matematico. Com estas implicaces
filosoficas, ndo pretendemos encontrar solugdes para o problema da aprendizagem do aluno, e
sim compreender como 0 aluno constréi o conceito matematico previsto no plano de aula do
professor. O professor deve dar-se conta de que o conceito sera modificado pelo aluno e que,
nesta modificacdo, pode ocorrer um acréscimo no momento que o aluno vai além do esperado
pelo professor, mas, também, pode ocorrer um desvio permissivo que leve a uma deformacao
do conceito.

O referencial tedrico desta pesquisa se baseia no pensamento de Kant, de Wittgenstein,
de Granger e de filosofos contemporaneos que discutem a matematica. Kant (1991) pergunta
se é possivel uma matematica pura. Wittgenstein discute os fundamentos da matemaética.
Granger escreve sobre o0 estilo da matematica, como também sobre as configuragdes abstratas
e as objetivacdes. Granger conhece a filosofia de Kant e de Wittgenstein e escreve sob o
ponto de vista epistemoldgico.

Entre os filésofos contemporéneos, Marco Panza, que discute a objetividade
matematica, e Maurice Caveing, que trata o problema dos objetos no pensamento matematico;

ambos buscam uma anélise do objeto matematico e de suas estruturas formais.

2 Maurice Thirion (1999, p. 369), ao comentar o pensamento de Lautman, diz que “o filésofo
é fiel a intuicdo realista de Platdo, ele a adapta as suas necessidades ; e, por outra parte, como
bom fil6sofo, ele ndo hesita em tomar de empréstimo outros fil6sofos que nédo sdo platonistas,
como Heidegger, nas analises que convergem com as suas”. Conclui dizendo que: “quanto
mais avancamos em filosofia, mais nés compreendemos que a analise de fildsofos que partem
de intuicGes opostas aquelas que nos escolhemos nos enriquecem ainda mais” (traducéo
minha).
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Estes filosofos divergem em alguns pontos, mas, na perspectiva desta pesquisa, eles se
completam no sentido de que encontramos respostas as questdes da relagdo do sujeito, do

objeto matematico e do automovimento da matematica.
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3 CAMINHO METODOLOGICO

3.1 APERGUNTA DA PESQUISA

Como o0 sujeito produz sentidos no movimento de agdo para um novo conceito

matematico, através da linguagem escrita (gramatica) e a sua imagem (demonstracéo)?

3.2 OBJETIVOS

e Investigar os possiveis problemas encontrados na leitura de um texto escrito em
linguagem matematica, bem como o papel da intuicdo, da légica e da abstracdo na
interpretacdo desta linguagem;

e Discutir o papel do erro do aluno na resolucéo de problemas matematicos.

Esta pesquisa tedrica exple, de forma argumentativa, as possiveis articulacbes dos

seguintes aspectos do objeto de estudo:

e aleitura da linguagem matematica;

e 0s sentidos produzidos pelo sujeito aluno na interpretacdo da linguagem matematica;

e 0 movimento do sujeito aluno na constru¢cdo de um novo conceito matematico, ao
negociar com conceitos previos;

e arelacdo entre a linguagem matematica (sintaxe)® e a imagem (a demonstraco)”.

% Parte da gramética que descreve as regras pelas quais se combinam os simbolos matematicos.

* Seqtiéncia de argumentos l6gicos que provam ser verdadeiro o fato matematico.
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3.3 JUSTIFICATIVA

Esta pesquisa aborda a producdo de sentidos do sujeito aprendente ao se movimentar
entre 0s conceitos matematicos. Ao conectar um conceito a outro, 0 sujeito cria um novo
conceito. Neste movimento, o0 sujeito se depara com 0s jogos de linguagem no contexto de
sala de aula e que surgem na relacdo do ensinar/aprender matematica.

Atravessado por muitos saberes e inserido na cultura, este sujeito reconhece o discurso
pré-construido que diz que a “matematica é dificil” e “é para poucos”, forjados no decorrer do
tempo e assinalado por re-significaces de fatos historicos que marcaram esta disciplina e que
estdo impregnados em sua memoria. Assim, a aprendizagem da matematica fica prejudicada,
antes mesmo do aluno entrar em sala de aula’.

Atualmente, muitas pesquisas apontam para a necessidade de uma educagédo
matematica efetiva. A etnomatematica busca analisar a aquisicdo do saber matematico do
sujeito aprendente inserido em seu contexto cultural. Etnomatematica, para Ubiratan

D’Ambrdsio (1993, p. 5), assim se define:

(...) etno é hoje aceito como algo muito amplo, referente ao contexto
cultural, e portanto inclui considera¢c@es como linguagem, jargdo, codigos de
comportamento, mitos e simbolos; matema é uma raiz dificil, que vai na
direcdo de explicar, de conhecer, de entender; e tica vem sem ddvida de
techne, que é a mesma raiz de arte e de técnica. Assim, poderiamos dizer que
etnomatematica é a arte ou técnica de explicar, de conhecer, de entender nos
diversos contextos culturais. Nessa concepg¢do, nos aproximamos de uma
teoria de conhecimento ou, como é modernamente chamada, uma teoria de
cognicao.

Para Knijnik (1996, p. 87), D’Ambrosio tem “a preocupacdo com o fracasso escolar,

com o0s processos de exclusdo produzidos pela escola via o ensino da Matemaética, apontando

> Conforme objeto de analise de dissertacdo (Silveira, 2000).
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para a relevancia de serem estabelecidas estreitas relagdes entre a Histdria da ciéncia e a
educacéo”.

O Grupo de Estudos sobre Educacdo, Metodologia de Pesquisa e Acdo (GEEMPA)
reconhece 0 pos-construtivismo como um acréscimo na forma de pensar a relacdo do
aprendente com a realidade. Esta nova forma inclui os outros: o social, o grupo onde circulam
os saberes, entre outros.

A disciplina de matematica é alvo de constantes polémicas na comunidade escolar, em
especial devido ao alto indice de reprovacdo de estudantes. A aquisicdo deste conhecimento
na escola, que deveria derivar de seu ensino, encontra alguns obstaculos que demandam
analises mais detalhadas, possibilitando, dessa forma, entendermos os motivos pelos quais 0
aluno ndo aprende matematica.

As atuais pesquisas que objetivam a educacdo matematica tém-se preocupado com a
construcdo do conceito matematico pelo aluno, através da sua experiéncia com o objeto.
Entretanto esta experiéncia é individual, e o sucesso de tais praticas ndo é garantido.

Neste modo de trabalho, propbe-se a énfase na aplicagdo do conceito e néo
simplesmente a utilizacdo do algoritmo. Porém o algoritmo se coloca como uma reducdo do
conceito, ja que é também a construcdo de uma necessidade sem acgdo e torna-se, para o aluno,
a causa de uma utilidade imediata, quando percebe nele a possibilidade de resolver um
problema de forma eficaz e econémica.

A proposta de um trabalho em sala de aula, enfatizando a aplicacdo da matematica no
cotidiano, também ndo tem sucesso garantido. A andlise da aplicacdo do conceito matematico
no cotidiano € uma forma de ilustrar o contetdo e de mostrar a sua utilidade. A compreensao
do conceito através da sua relacdo com o cotidiano ndo é imediata, porque na mudanca de
contextos surgem as mudancgas de jogos de linguagem e, conseqlientemente, mudancas de

conceitos. Dizer ao aluno que a derivada da velocidade é a aceleracdo, ilustra o conceito de
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derivada de uma funcdo, mas ndo garante, por exemplo, que ele saiba derivar uma funcéo
exponencial.

Para Wittgenstein, é vago dizer que a matematica forma conceitos, j& que eles
dependem do contexto. Entdo, de acordo com o autor, podemos dizer que um conceito
matematico adquire sentido no jogo de linguagem no qual esta inserido.

Alguns estudantes utilizam com sucesso os conhecimentos matematicos no cotidiano,
porém fracassam em situacdo de sala de aula. Um estudante que trabalha no comércio, por
exemplo, pode n&o ter dificuldades em fornecer troco aos seus clientes, mas em sala de aula,
pode demonstrar dificuldades em formalizar a operacdo de subtracdo. A justificativa desta
dificuldade pode ser atribuida a mudanca de contexto. O conceito muda, na perspectiva do
aluno, mas continua 0 mesmo na perspectiva da I6gica matematica.

Os célculos que este estudante faz no seu cotidiano de trabalho se apresentam em um
jogo de linguagem diferente do jogo estabelecido na sala de aula, onde estes célculos tém
outro significado. N&o é apenas “um troco” calculado, é uma conta expressa em algoritmo,
muitas vezes apenas para garantir uma boa nota. Errar o troco significa perder dinheiro, errar
a conta na escola significa o seu fracasso como aprendiz.

Essas propostas buscam resolver o problema da aprendizagem, ja que o fracasso do
aluno que estuda e ndo aprende matematica parece ndo ter sido solucionado. Com o auxilio
dessas possibilidades metodoldgicas propostas pelas teorias educacionais vigentes temos que
continuar nos perguntando: por que alguns alunos apresentam dificuldades em aprender

matematica®?

® O jornal Correio do Povo divulgou os resultados das pesquisas do MEC que apontam para o baixo desempenho
dos estudantes brasileiros na disciplina de matematica. Para Roberto Leal Lobo e Silva Filho, reitor da USP
(1990-1993), a matematica é a “disciplina que os alunos brasileiros detestam em sua esmagadora maioria e da
qual nossos intelectuais acham graca em afirmar que nunca foram bons alunos” (Folha de Sdo Paulo,
01/06/2003). E provavel que o rendimento escolar insatisfatorio na disciplina se converta em descaso ou ojeriza.
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Esta pesquisa ndo tem a pretensdo de responder a tal pergunta, e sim de levantar
questionamentos que possam esclarecer a problematica do relacionamento entre o estudante e
a disciplina de matematica no contexto da sala de aula.

A imagem do “mistério” que envolve a matematica, com o seu discurso sagrado, um
discurso definidor de uma ordem, ou um caminho a seguir e com um destino pré-determinado,
para o estudante, continua sendo motivo de ojeriza, porque ndo consegue dominar a sua
linguagem.

O simbolismo matematico se apresenta como uma linguagem cifrada com signos
vazios e sem sentido. A matematica é normativa e logica e restringe a imaginacdo do aluno
devido as suas verdades previstas. Em conseqiiéncia desses problemas encontrados nesta
disciplina, pautada na ordem e no rigor, muitos estudantes ndo estudam matematica por
diletantismo, ndo apreciam a estética do seu rigor, ndo percebem o prazer de um devaneio
quando se é deixado levar por suas abstracdes, assim como também deixam de perceber a
beleza de suas formas.

Para Granger (1974), o sentido de um conceito depende do uso, comeca com a sintaxe
e se completa com a semantica, que € o uso da lingua para interpretar a experiéncia. Salienta a
existéncia de obstaculo para objetivar este vivido, bem como para definir as categorias desta
objetivacdo. E a partir da pratica que se trabalha a nogdo intuitiva para conduzir a agio ao
nivel do conceito. E na relacio de um conceito e suas significacdes que se encontram 0s
obstaculos que impedem o movimento desta a¢do. De acordo com o autor, ndo sendo a sintaxe
compreendida, a semantica ndo se completa, representando um obstaculo para a
aprendizagem.

O aluno constrdi seu conceito matematico ao estar inserido nos jogos de linguagem e

quando trabalha com sentidos intersubjetivos dados ao objeto. Desta relagcdo do aluno com o
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outro, com o professor, com o colega, com o contexto da sala de aula e da relacdo com a
propria disciplina, nascem condi¢des para 0 movimento de a¢do do seu conceito matematico.
Ao participar dos jogos de linguagem, o aluno usa palavras de dominio publico, mas
carregadas de sentidos seus e que estdo de acordo com suas percepcOes, sensacOes e
vivéncias, que sao privadas.

A disciplina de matemaética apresenta ao aluno algumas imposi¢des. Sua linguagem é
cifrada, com simbolos que pretendem ser universais. A matematica e a lingua materna se
completam, pois ambas sdo simbdlicas, mas na perspectiva do aluno, as representaces
visuais dos codigos matematicos precisam ser traduzidas para a linguagem materna. Para tal, a
intuicdo € constantemente convocada a auxiliar na conducdo de uma representacdo mental. Ao
participar de um jogo com a linguagem matematica no contexto de sala de aula, o aluno deve
seguir as regras que a disciplina impGe. Para seguir as regras, necessita ativar a sua
capacidade de julgar, para que seus juizos coincidam com o0s juizos universalmente validos,
caso contrario, ndo participa mais do jogo de linguagem e é reprovado na escola. E nesse

contexto do problema que se insere a presente investigacao.

3.4 METODOLOGIA

Esta pesquisa busca, no contexto de sala de aula, compreender a constru¢do do
conceito pelo aluno. A descri¢do do ato de aprendizagem permite detalhar como um objeto é
conhecido pelo sujeito aprendente e como este constroi o conceito deste objeto.

O lugar de leitor que o aluno se coloca para interpretar os sentidos intersubjetivos

dados a um conceito lhe proporciona, no movimento dos sentidos alheios, a possibilidade de
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produzir sentidos proprios. A acdo de criar argumentos na constru¢do do conceito do aluno
constitui o fendmeno aqui pesquisado.

A relacdo do sujeito com o objeto que permitird produzir o conceito ndo depende
apenas dos sentidos que este tira da relacdo com o outro, mas também da leitura do texto
matematico expresso em linguagem escrita.

Esta pesquisa descreve as experiéncias vividas em sala de aula, bem como analisa os
registros de representacfes feitos pelo aluno, de modo que oferecem pistas de como ele
constroi 0s seus conceitos matematicos, em situacdo de aprendizagem, como também os
sentidos dados a estas representacoes.

A descricdo e a investigacdo dos relatos de situacdes envolvendo o objeto matematico,
vivenciadas e mostradas nos registros do aluno, buscardo uma explicacdo de suas causas e de
seus fendbmenos no sentido de compreendermos como o aluno atribui sentido ao objeto
matematico.

O espaco de constituicdo da pesquisa € o contexto de sala de aula, ressaltando-se as
relacbes advindas do mesmo, tais como as observadas em aulas particulares, nas quais
professor e aluno tém condicdes de aprofundar um didlogo para chegar a um entendimento.
Outra fonte encontra-se nas publicacbes de professores de matematica que relatam
experiéncias vividas com seus alunos em situacdo de aprendizagem, além das andlises dos
resultados de outras pesquisas que abordam a mesma problematica. A pesquisa investiga o
processo de aprendizagem do aluno, através das descricdes de fenbmenos que sao
experienciados por ele.

A analise busca pontos de convergéncia de todas as situacdes relatadas, se organizando
no sentido de encontrar ressonancias no discurso de cada sujeito envolvido, mas considerando

as diferentes idiossincrasias.
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Alguns relatos de manifestacGes de alunos sdo descritos e analisados com base em
minha experiéncia em sala de aula com o ensino e a aprendizagem da matematica, ao longo de
vinte e nove anos de magistério. Minha experiéncia abrange de quarta série do ensino
fundamental ao ensino superior, passando ensino médio de cursos técnicos, tais como
Eletrdnica, Eletrotécnica, Quimica e, inclusive, didatica da matematica em curso de
Magistério de escola particular. No ensino superior, inclui-se minha experiéncia nos cursos de
Matematica, Engenharias, Administracdo de Empresas, Ciéncias Contabeis, Arquitetura e
outros. No curso de Licenciatura em Matematica, trabalhei com os contetidos especificos da
disciplina de Matematica, onde também tive a oportunidade de trabalhar com meus pares, na
disciplina de Metodologia para o ensino da Matematica.

A experiéncia de “ensinar” métodos de ensino para professores de matematica foi
muito significativa, pois ratificou o descaso de alguns professores com esta area do
conhecimento. Para a maioria dos graduandos de Licenciatura em Matematica, uma “aula” de
Calculo Diferencial e Integral € muito mais importante que uma “aula” de métodos de ensinar
matematica. Como se ensina ao aluno, ainda € uma pergunta secundaria. O importante é o
quanto o professor sabe daquilo que ensina. A acdo de mostrar ao aluno o “como” sabe o que
pretende ensinar é substituida pela acdo de mostrar “o que” sabe.

Minha experiéncia no ensino e na aprendizagem da matematica é bastante rica, pois
tive a oportunidade de perceber e observar situagdes extremamente antagbnicas: o aluno
pobre que ndo vai a escola apds um dia de chuva porque ndo tem roupas para vestir; 0 aluno
muito bem vestido que diz ao professor que estd pagando e tem que ser aprovado; o “aluno-
crianga” que brinca em sala de aula; o aluno adolescente que se preocupa mais com o seu
ténis do que com suas notas; 0 aluno que passou a noite em claro estudando e o aluno que
dorme sobre a classe, fatigado ap6s a longa jornada de trabalho; o aluno de ensino superior

que estudou em boas escolas no ensino fundamental e médio; e também o aluno que, depois



28
de muito tempo sem estudar, ingressa na universidade por intermédio de conhecimentos
adquiridos em cursos relampagos e/ou supletivos.

N&o se pode desprezar os fatos que levam o aluno a estudar por diletantismo e os fatos
que levam a apatia de alguns estudantes em sala de aula, ja que os constantes argumentos dos
professores para o fracasso do estudante na disciplina de matemética sdo a falta de base.
Muitas vezes essa falta de base em matematica estd convertida na base do que falta ao
estudante, falta de recursos financeiros, falta de incentivo e, conseqientemente, falta de &nimo
para estudar.

Pretendo colocar, neste momento, alguns relatos de situagfes vivenciadas durante a
minha trajetéria como professora de matematica e que me fazem questionar 0 meu
envolvimento como educadora, com o contexto escolar, com a disciplina de matematica e
com a aprendizagem do aluno.

Esses relatos fazem parte da minha experiéncia etnografica em sala de aula. Momentos
que aprendi no didlogo com meus alunos, com suas ddvidas e com seus questionamentos. Os
relatos fazem parte tanto da minha prética docente como do contato direto com o aluno em
aulas particulares, momentos em que ajudei pessoas da familia e amigos, escutando seus
anseios e suas dificuldades em lidar com a matematica.

Em sala de aula, muitas vezes o aluno tem vergonha de dizer o que ndo sabe. Por mais
que o professor convoque o0 aluno a participar, ele se sente constrangido em responder aos
questionamentos do professor porque tem medo de errar.

Estes relatos retirados de minha experiéncia ndo descrevem apenas situacdes que
estavam planejadas para apds serem expostas em um manuscrito. Nao é sempre que podemos
planejar aulas ‘show’ como em cursos pré-vestibulares, em que o contexto é diferente, e 0

aluno ndo estd sendo avaliado pelo professor. Nem sempre podemos possibilitar uma aula



29
experimental, pois ela depende do conteddo a ser trabalhado, das condigdes fisicas da escola e
do tempo disponivel para tratar do assunto.

Num desses momentos vivenciados com meus alunos, certa vez um aluno disse-me,
esbocando um sorriso: “Professora, agora eu entendi, caiu a ficha!”. Infelizmente, ndo pude
saber 0 que se passava em sua cabeca e 0 que o levou a “entender” ou se ele realmente ja
tinha entendido, mas algum sentido naquele momento ele havia produzido e, provavelmente
aliado a este novo sentido produzido, um novo conceito foi construido.

Meu interesse € compreender como o aluno forma seu conceito, que sentidos ele
produz ao lidar com conceitos matematicos que tém sentidos intersubjetivos. Como este
aluno, dialogando consigo mesmo, retira do mundo exterior elementos para significar o que
ouviu, viu e sentiu de um determinado conceito matematico.

Em outra situagdo, uma aluna do curso de Administragdo de Empresas me esperava no
corredor da universidade para uma conversa em particular. Aguardava-me ndo para lamentar
as dificuldades para aprender, como é costume acontecer, mas sim para me dizer que estava
feliz, porque estava aprendendo matematica. O seu sorriso expressava esta felicidade. Ela
também referiu que, em outra situacdo, havia cursado comigo outra disciplina do curriculo do
curso de Matematica, mas que “desistiu” porque nada entendia.

Essa disciplina que a aluna cursa atualmente ndo é tdo complexa como a anterior, mas
o importante é que ela aprendeu e esta feliz. Os contetdos estudados foram compreendidos
por ela, provavelmente porque tenha produzido sentidos e, conseqiientemente, formado os
seus proprios conceitos conforme as exigéncias da matematica.

Busquei compreender o processo de aprendizagem do aluno, ndo apenas nestas
experiéncias vivenciadas no contexto de sala de aula, mas também em relatos de

pesquisadores e de professores de matematica. Esses relatos e registros foram analisados com
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0 objetivo de perceber a reconstrucdo de conceitos produzida pelo aluno a partir de analogias

conceituais e a partir da mudanca de contexto.
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4 FILOSOFIA DA MATEMATICA

4.1 0 DEBATE ENTRE OS LOGICISTAS, FORMALISTAS E INTUICIONISTAS

A problematica da relagdo entre intuicdo, ldgica e linguagem matematica demanda ser
analisada, para que tenhamos elementos para discutir o que fundamenta a matematica.
Identificamos trés correntes filoséficas acerca dos fundamentos da matematica enquanto
ciéncia. O logicismo, “liderado por Bertrand Russell, que igualava a matematica e a l6gica”
(Boyer, 1974, p. 440), o formalismo que considera a matematica “como a ciéncia do possivel,
onde por possivel se entende aquilo que ndo implica contradicfes. (...) Mas justamente esta
possibilidade foi posta em d(vida por um teorema descoberto por Gédel’, em 1931, segundo o
qual ndo é possivel demonstrar a ndo contrariedade de um sistema” e, por fim, o
intuicionismo, que se trata “da nocdo kantiana da matematica como ‘constru¢do de conceitos’
(...) se identifica com a parte exata do pensamento humano, portanto ela ndo pressupde
ciéncia alguma, nem a logica, mas exige de preferéncia uma intuicdo que permite colher a
evidéncia dos conceitos e das conclusdes” (Abbagnano, 1962, p. 616).

Wittgenstein rejeita as trés posicoes filosoficas e v& a matematica como resultado de
praticas humanas. A matematica é a sua propria aplicacdo e ela ndo precisa de fundamentos.
Granger (1990) diz que Wittgenstein é muito proximo e, ao mesmo tempo, muito distante dos

intuicionistas. Para 0s intuicionistas, a logica é apenas uma vestimenta do ato matematico, ou

’ Matemético e ldgico, mostrou com os seus teoremas os limites dos sistemas formais. O primeiro (1931) prova a
existéncia de sentencas indecidiveis em qualquer sistema formal da aritmética. “Como corolario desse teorema
temos o chamado segundo teorema de Godel, estabelecendo que a consisténcia de um sistema formal da
aritmética ndo pode ser demonstrada formalmente no proprio sistema; ou seja, nenhum sistema formal contém
em si mesmo a prova de sua consisténcia” (Japiassu, 1996, p. 118).
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uma linguagem que a descreve; para Wittgenstein, a l6gica é um jogo paralelo, mas concorda
que a matematica ndo deriva da ldgica.

O que de fato nos interessa no debate destas diferentes correntes filoséficas é o
esclarecimento de questBes pertinentes ao conhecimento mateméatico. Uma delas seria
questionar se a matemética depende da linguagem?®,

O debate entre os logicistas e os intuicionistas gera grandes divergéncias, sendo que
uma delas é a diferenga para responder as seguintes perguntas: o conhecimento matematico
depende ou ndo da linguagem? O conhecimento matematico é intuitivo ou ldgico? A

matematica deriva da légica ou a Idgica deriva da matematica?

4.1.1 O Conhecimento Matematico depende ou ndo da Linguagem?

A ldgica, para Brouwer, ndo é o fundamento da matematica, segundo
pretendem os logicistas. Da-se precisamente o oposto: as leis légicas
(aplicaveis no dominio matematico) derivam-se da matematica, ou melhor,
da linguagem da matematica. E como Brouwer acha que a atividade
matematica independe da linguagem, isto é, da maneira pela qual
expressamos as verdades dessa ciéncia, conclui ele, singularmente, que as
leis légicas ndo constituem fendmeno matematico e, sim, fendémeno
etnografico. A matematica, de acordo com o intuicionismo, originou-se,
historicamente, da experiéncia, através dos sentidos. Mas na sua estruturaco
final e rigorosa, é puramente intuitiva e baseada na no¢ao de niumero natural,
independendo das ciéncias ou da filosofia. Alids, em qualquer outra
atividade ja encontramos explicita ou implicitamente conceitos matematicos.
A atividade matematica ndo pressupde qualquer outra, mas, sim, esta na base
dessas outras. Em sintese, do ponto de vista de seus fundamentos, a
matematica é auto-suficiente (Costa, 1999, p. 89).

Brouwer também discorda dos principios formalistas de Hilbert e diz que ndo é
possivel confundir uma demonstracdo matematica de origem mental e que tem um ndmero

infinito de membros com o numero finito dos seus acompanhantes linglisticos. O

¥ Conjunto de signos que pretendem representar a realidade e que estdo atrelados ao significado que o sujeito
atrbui ao objeto em atividades de contextos determinados.
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intuicionismo separa completamente a matematica da linguagem matematica. O querer (a
vontade) humano € quem suscita as acdes matematicas, suscita um universo independente do
homem, uma forca mental que opera sobre o exterior. Os principios diretores do intuicionismo
sdo as construgdes mentais sem linguagem. Os objetos matematicos podem estar presentes
independentemente de toda representacdo e de uma regra lingiistica. O querer-ser € o suporte
da representacdo que se adere a uma consciéncia desta representacdo. O sujeito criador se
manifesta no mundo da representacdo. A intuicdo de Brouwer € aquela de um ato. O que é
dado a sensacdo é imediatamente dado em ato.

Na perspectiva de Hilbert, o formalismo é um jogo de formulas. A matemética
formalizada pressupde uma metamatematica, uma linguagem que trabalha as demonstragdes
da matematica propriamente dita. As demonstracdes de axiomas e de proposi¢oes sao réplicas
do pensamento. Elas constituem um inventario das regras que formam o pensamento que é
paralelo a lingua e & escritura. Uma demonstracdo tém o objetivo de ser breve e de
economizar o pensamento. Na teoria da demonstracdo de Hilbert, o sentido das proposicdes é
dotado e formulado em linguagem matematica. Tudo o que constitui a matematica pode ser
formalizado. Os axiomas e 0s teoremas demonstraveis que coincidem com a férmula sdo
réplicas do pensamento ou das imagens do pensamento que constituem a pratica da
matematica. O pensamento procede paralelamente aos atos de falar e escrever.

De acordo com Davis e Hersh (1990), a axiomatizacdo ndo permite encontrar 0s
problemas dos fundamentos da matematica. Assim, ndo existem objetos matematicos. A

matematica e constituida de teoremas, axiomas e definigdes, ou seja, de formulas.
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4.1.2 O Conhecimento Matematico é Intuitivo ou Ldgico?

Uma matéria no Jornal do Vestibular (Mora, 2001, p. 3) mostra, a partir de uma
entrevista com George Steiner, que, até os dias de hoje, ndo se descobriu se a matematica é ou
ndo inata. Tal afirmacdo nos coloca diante das seguintes questdes: se existe algum
conhecimento matematico em nos, por que alguns estudantes ndo conseguem construir seus
conceitos? Dai pode-se sugerir que o conhecimento matematico também depende da l6gica?

Frege (1983, p. 204), ao analisar a afirmacdo de Leibniz “toda a aritmética é-nos
inata”, recorrendo a defini¢do de intuicdo na Logica de Kant, argumenta: “o sentido de nossa
palavra € assim mais amplo na Ldgica que na Estética Transcendental. No sentido l6gico,
poder-se-ia chamar 100 000 de intuicdo; pois conceito geral ndo é. Mas tomada neste sentido,
a intuicdo ndo pode servir de fundamento para as leis aritméticas”. No caso da geometria,
concorda que as leis gerais sdo obtidas a partir da intuicdo. Assim, ele distingue conceito e
objeto afirmando que “ndo passa de ilusdo pretender que seja possivel converter um conceito
em objeto sem altera-1o”.

Seguindo a linha do pensamento de Frege, poderiamos dizer que 100 000 é um objeto
da intuicdo, porém, se quisermos generalizar e construir um conceito a partir deste objeto, a
intuicdo ndo é suficiente e temos que recorrer as leis aritméticas que tém seus pressupostos na
I6gica.

Para Kant (1987, p. 53), “na base da matematica estdo realmente puras intuicbes a
priori que tornam possiveis as suas proposicdes de valor sintético e apoditico”. A intuicdo é
“uma representacdo que depende imediatamente da presenca do objeto” e constitui-se num a
priori, justamente por ndo ser empirica. A matematica, assim, por representar seus conceitos
na intuicdo e no a priori, funda-se numa sintese das percepc@es, apresentando conceitos

universais e necessarios.



35

A deducdo transcendental dos nossos conceitos de espago e tempo, para o autor,
explica a possibilidade de uma matematica pura, pois sem esta deducdo ndo poderiamos
compreendé-la. Sendo assim, 0 espaco e 0 tempo se apresentam para 0S Nnossos sentidos,
percebemos apenas como nos aparecem e ndo como estes sdo em si. A exemplo disso, a
afirmacdo de que “por dois pontos passa uma Unica reta”, que se constitui num postulado
matematico, ou seja, uma sentenca que ndo precisa ser demonstrada, percebe-se que é uma
proposicao universal e necessaria, e apenas podemos compreendé-la pela nogdo de espago e
de tempo.

Michael Otte (1993), ao discutir intuicdo e logica, reconhece que estas ndo podem ser
separadas completamente ou colocadas sob o mesmo teto, mesmo que as duas tenham a
mesma funcdo cognitiva de fornecer certeza. Difere o conhecimento discursivo do
conhecimento intuitivo (ndo discursivo) quando diz:

Pierce refere-se a famosa distingdo de Kant entre filosofia e I6gica, de um
lado, e a matematica, de outro, representando as primeiras o raciocinio
analitico fundamentado em conceitos, e considerando o particular no geral
apenas, enquanto a matematica € um conhecimento sintético, que vai do
particular para o geral (...) Kant atribui a diferenca entre intuicdo e logica a
dinamica de crescimento do conhecimento, concebendo este em termos de
uma interacdo entre o geral e o particular (p. 302).

Assim, vista sob a perspectiva intuitiva, a matematica construtiva (e ndo discursiva)
busca a verdade pela intuicdo do objeto. O autor mostra que, para Poincaré, a logica pode
fornecer certeza, € o instrumento de demonstracdo, enquanto a intuicdo matematica é o
instrumento da invencdo, pois tem a certeza a priori. A distin¢do entre intuicdo e logica para
Poincaré se da pelo fato de que a intuicdo matematica funciona na base da estrutura da mente
humana e a logica representa as imposi¢ées do mundo material.

Para Otte, surge uma diferenca essencial entre estes pontos de vista: “ou se
experienciar atividades matematicas subjetivamente - psicologicamente -, de dentro, ou

considera-las, ao contrario, em suas funcdes epistemologicas, isto é, de fora” (p. 311).
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Como a epistemologia faz suas consideracGes diretamente na relacdo sujeito-objeto,

convém salientar que, sob o ponto de vista dos intuicionistas, o0 sujeito é consciente das

coisas, ele tem intencdo ao relacionar-se com o objeto; ja sob o ponto de vista dos logicistas, 0

sujeito emerge no mundo da linguagem que obedece as leis da légica. O conhecimento

matematico, sob o ponto de vista do método axiomatico, conforme Otte, deveria ser

interpretado “fora de uma perspectiva psicoldgica, isso me parece completamente formal”(p.
314).

Conclui o seu texto dizendo que “o problema da objetividade da matematica €, entdo,

uma questdo sobre diferentes camadas ou tipos da atividade humana e suas interacdes.

Intuicdo e I6gica parecem apenas as dindmicas dessas interacbes” (p. 318 ).

4. 1. 3 A Matematica deriva da Logica ou a Ldgica deriva da Matematica?

A questdo referente ao problema da matematica constituir ou ndo uma derivacdo da
I6gica mostra, através do debate entre logicistas e intuicionistas, a existéncia de algumas
fronteiras entre as duas correntes filosoficas.

Wittgenstein (1993, p. 261) aponta alguns aforismos acerca da matematica importantes
para esta pesquisa, tais como: “A matematica é um método I6gico”; “a proposicdo da
matematica ndo exprime pensamento™; “Frege diz que as duas expressdes’ tém o mesmo
significado, mas sentidos diferentes”; “a matematica € um método da légica”.

A proposicdo matematica nada exprime, ela apenas mostra, diz Wittgenstein. A
linguagem objetiva descreve os fatos através de uma imagem e descrever ndo € 0 mesmo que

explicar, como também ndo é o mesmo que fundar. A linguagem é uma imagem ldgica e

9414141417 @ “(1+1)+(1+1)”.
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reflete a organizacdo das relagcfes dos objetos. Porém ela é imagem do pensamento que nao é
ambiguo. Temos dificuldades de exprimir nossos pensamentos, € aquilo que ndo pode ser dito
tem que ser mostrado.

Logica e matematica, para o autor, constituem jogos de linguagem. A primeira é
orientada para descrever o mundo e suas regras possibilitam uma gramética. A ldgica
privilegia a funcdo de verdade com aplicacdo no mundo e a operagdo com aplicagdo nela
mesma. A matematica, por sua vez, constitui um sistema de regras operatorias. Através dos
seus movimentos operatérios, ela possibilita a passagem de uma forma a outra, como, por
exemplo, na equacdo matematica, que é um esquema de substituicdo de operacbes ou de
sentencas matematicas.

Quando Wittgenstein diz que a matematica ndo exprime pensamento, nao estaria
referindo-se a estrutura autbnoma da linguagem formalizavel desta disciplina? Esta “vida
prépria” da matematica que lhe garante uma certa auto-suficiéncia ndo exprime pensamento,
justamente porque sobrevive com a experiéncia dos préprios simbolos.

A pretensdo da matematica de se apresentar como uma linguagem univoca faz com
que a sua formalizacdo ignore “os simbolos de ‘embreagem’ numa experiéncia vivida”
(Granger, 1974, p.140).

Se a matematica é um método I6gico e um método da ldgica, tais afirmagdes parecem
ser complementares. O método da matematica consiste em extrair de hipoteses as deducdes
necessarias, o que lhe garante um método Idgico. E a matematica enquanto método da légica
se refere a “esquemas operatdrios” que conduzem a resolucao de célculos.

Na matematica, o teorema é um fato mateméatico demonstrado por uma seqliéncia de
argumentos logicos que provam a veracidade do mesmo, e os postulados sdo fatos

matematicos aceitos sem a necessidade de demonstrag&o.
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O método da matematica é a deducdo. Deducdo é o raciocinio que permite
tirar conclusbes de certos supostos com absoluta garantia de que, se as
hipoteses sdo verdadeiras, a conclusdo também é. A matemaética usa a
deducdo, e é a Unica ciéncia que justifica logicamente suas afirmacdes s
com a deducdo (Lungarzo, 1989, p. 72).

De acordo com os intuicionistas, as leis logicas derivam-se da linguagem matematica,
ja que a logica ndo é fundamento da matematica. A matematica independe da linguagem, ela
se encontra na intuicdo e utiliza-se da logica para descrever e formalizar suas proposigdes.
Neste sentido, a l6gica exerce sua funcdo puramente sintatica.

Ao escrever sobre as fronteiras entre a l6gica e a matematica, Piaget (1976, p. 16) diz:

Se a logica dissociou-se assim da analise psicolégica, ela se aproximou,
exatamente na mesma medida, da matematica pura (...) a matematizacdo da
I6gica, de um lado, pela necessidade de um simbolismo exato (a algebra da
l6gica), e a logicizagdo da matemética, de outro lado, devido as exigéncias
da axiomatizacdo, quer dizer, a eliminacdo progressiva da intuicdo como
fundamento do conhecimento abstrato.

Para o autor, as redu¢des do matematico ao logico, tentadas por Frege e Russell, foram
contestadas desde o inicio. Godel demonstrou, em 1931, a impossibilidade da hipdtese de se
considerar atualmente a matematica como uma parte da logica. A solucéo contraria, ou seja,
de se considerar a l0gica parte da matematica, também é refutada por ndo haver uma estrutura
geral Unica.

A terceira solucédo, aquela que concebe a Idgica e a matematica como duas subclasses
separadas da grande classe das estruturas formais ou abstratas, ndo € aceita, pois ha estruturas
comuns a logica e a matematica.

Granger (1976) afirma que o pensamento formal € uma dialetizacdo do pensamento
intuitivo que reduz a linguagem como uma maneira de formalizar a experiéncia e que depende
de uma compreensdo e “engendramento” de conceitos. A intuicdo com as condic¢des formais

da sensibilidade, num movimento dialético com o objeto (fenbmeno), representam o

pensamento formal, ou seja, da forma ao contetdo da experiéncia. A reducdo da linguagem
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que formaliza a experiéncia que conecta os conceitos compreendidos nasce na intuicdo, logo
torna objetivo o que antes era subjetivo.

A matematica é qualificada pelo autor como a ciéncia “por construcao de linguagem”.
Ela é construida por conceitos que derivam da linguagem assentada em certezas, certezas que
obedecem as leis logicas. O autor denomina a matematica como reino do virtual, onde se
desenvolve a teoria dos possiveis. O “possivel” na matematica se relaciona com a experiéncia
subjetiva, € um elemento temporal, um operador abstrato e que se coloca entre o contingente e
0 Necessario.

A matematica é a fonte dos modelos abstratos. Os objetos matematicos sdo formas
puras, sem conteudo sensivel, que aparentam o real e representam os fenémenos. A
representacdo do objeto se da dentro de um espaco virtual.

Os modelos abstratos do real na ciéncia, real que é explicado, provisoriamente e
necessariamente explicado, sdo estabelecidos no movimento do pensamento denominado de
virtual. E na totalidade das abstrages que se encontra a imagem do fendmeno observado. A
formalizacdo introduz os caracteres ontoldgicos concretos e temporais do possivel (que se
relaciona com a experiéncia subjetiva) dentro do célculo.

A experiéncia do pensamento constréi fenémenos virtuais que se candidatam a
representar o atual. O fato epistemoldgico se d& na interpretacdo do virtual advindo da
representacdo da experiéncia.

Os fil6sofos sdo, em sua maioria, adeptos a concep¢do platonista que afirma que os
fatos matematicos existem independentes do conhecimento que se pode ter sobre eles. O
realismo é das idéias, e a existéncia em si do objeto matematico é independente do

pensamento. O mundo das idéias concebe a existéncia real dos objetos ideais matematicos.
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Segundo Jacques Harthong®, ao discutir o idealismo e a ciéncia, os platonistas
postulam a existéncia a priori dos objetos ideais matematicos, os intuicionistas postulam que
0s objetos ideais ndo existem a priori, mas sdo construidos a medida das necessidades; e 0s
formalistas também concordam que ndo existem 0s objetos ideais a priori, mas que nds
podemos fabricar os axiomas em linguagem codificada.

O subjetivismo admite que o mundo ndo tem realidade fora da minha representacgéo, a
realidade esta nas idéias do sujeito, onde os fendmenos sdo desprovidos de realidade e, por
consequéncia, o sujeito ndo pode ter acesso a realidade. O objetivismo admite a existéncia de
um mundo independente da representacdo e que o sujeito pode ter acesso a realidade.

No intuicionismo subjetivista, 0 sujeito cria 0 objeto e o constréi. O intuicionismo
objetivista € um reconstrutivismo, um semi-intuicionismo, que sustenta duas teses: a
existéncia em si do objeto matematico, independente do pensamento e que existird
conhecimento matemético somente quando o objeto existente for reproduzido por nés.

Esta Gltima concepcao filos6fica me parece a mais adequada para pensarmos a relaco
do sujeito aluno com o seu objeto de estudo. As descobertas e criagdes matematicas
publicadas em livros, estudadas por professores e publicadas em livros didaticos, existem
independentemente do aluno pensa-las. No processo de ensino e aprendizagem, o professor
conduzird o aluno a conhecé-las e redescobri-las. Da reproducdo das idéias e de suas

conexdes, 0 aluno pode criar outras.

19 jean-Michel Salanskis e Marco Panza, L’objectivité mathématique : Platonismes et structures formelles, 1995,
p. 49-60.
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4.2 OS CRITERIOS DA MATEMATICA

A matematica ¢ inteiramente abstrata e a sua alma € o rigor. E uma ciéncia formal, tem
como critério a justificagdo e a evidéncia. A evidéncia, critério de verdade, refere-se aos
passos de demonstracBes, onde se da a busca da generalizacdo, da abstracdo e da
axiomatizacao.

A pretensdo da légica é fornecer as leis da verdade, porém nao podemos conhecer esta
ultima através de procedimentos I8gicos. Isto se evidencia no proprio critério de determinacéo
da verdade do sistema cartesiano, pois este ndo fornece o conceito de verdade. Para Descartes,
a verdade consistiria na prépria clareza e evidéncia das razdes em jogo, na conformidade do
pensamento com o objeto.

Em Discurso do método (1987, p. 32), Descartes mostra as suas pretensfes na
construcdo do método para melhor conduzir “sua” razdo:

Comprazia-me com as Matematicas, por causa da certeza e da evidéncia de
suas razdes (...) E eu sempre tive um imenso desejo de aprender a distinguir
0 verdadeiro do falso (...) por desejar entdo ocupar-me somente com a
pesquisa da verdade (...) E, notando esta verdade: eu penso, logo existo.

O critério de verdade que permite distinguir as idéias verdadeiras das falsas, enunciado
por Descartes, leva, assim, a uma verdade por correspondéncia. Ao tratar da questdo
cartesiana da verdade, Landim Filho (1992, p. 25) diz que Descartes afirma que a verdade é
uma “nocdo tdo transcendentalmente clara que é impossivel ignoré-la” e que pode indicar
reflexdes sobre a possibilidade da verdade. Ao analisar o sentido da duvida cartesiana, diz: “a
verdade do enunciado ‘Eu sou, Eu existo’ (que emergiu da divida) é demonstrada pelo modo
de construir ou de produzir este enunciado”.

Os critérios de reconhecimento da verdade, encontrados na relagdo do sujeito com as

coisas fora dele, sdo problematicos por que o sujeito pode ter falsas impressdes do objeto. O
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sujeito pode conceitualizar um objeto “falso”, utilizando critérios como se 0 objeto fosse
“verdadeiro”. O objeto “falso” com aparéncia de ser “verdadeiro” produz um *“falso”
conceito. Porém, caso o sujeito ndo reconheca a falsidade do objeto, seu conceito é
verdadeiro.

Como a logica ndo ¢ a sintaxe do pensamento, ela apenas fornece as regras da verdade.
As regras do entendimento ndo significam verdade, sdo cognigdes. O entendimento deve ter a
sua propria forma de entender o objeto. Para Kant, sem a sensibilidade ndo ha entendimento,
para entender é preciso existir uma relacdo entre ambos. O que o entendimento faz é julgar o
objeto que lhe é dado, portanto, a Idgica disciplina o pensar que faz abstragdes submetidas a
contingéncia e a sensibilidade, assim, para o autor, conhecer é condi¢do do pensar.

Kant (1991, p. 58), ao responder sua pergunta “o que ¢é verdade?”, destaca:

A definicdo nominal da verdade, a saber, que consiste na concordancia do
conhecimento com o seu objeto, é aqui concebida e pressuposta (...). No que
concerne ao conhecimento da simples forma (deixando de lado todo o
contetdo), é igualmente claro que uma logica, na medida em que expde as
regras universais e necessarias do entendimento, precisa justamente em tais
regras apresentar critérios da verdade. Com efeito, o que os contradiz é falso
porque em tal caso o entendimento se contrapde as regras universais do
pensar, por conseguinte a si mesmo. Esses critérios, porém, referem-se
apenas a forma da verdade, isto é, do pensamento em geral, e sdo nesta
medida inteiramente corretos, mas insuficientes. Pois, embora um
conhecimento possa ser inteiramente conforme a forma Idgica, isto é, ndo se
contradiga a si mesmo, pode ainda estar sempre em contradicdo com o
objeto (...) a Logica ndo pode ir mais além nem descobrir, através de pedra
de toque alguma, o erro que ndo concerne a forma, mas ao conteudo.

A forma que o sujeito pensa o objeto é verdadeira, porém as regras do entendimento
ndo representam a verdade, sdo apenas cognicdes. A apreensao subjetiva da coisa se relaciona
com a légica do pensar que oferece a forma do pensamento sem o conteddo, a forma do
pensamento como se tivesse conteldo é verdadeira. Esta concepgdo subjetiva da coisa, 0
conceito da coisa e a coisa propriamente dita podem ndo estar em correspondéncia. A légica

fornece as leis para encontrar a verdade e usamos palavras que significam conceitos de coisas,
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mas a verdade esta na correspondéncia da coisa pensada com a coisa propriamente dita, e para
esta verdade ndo existem critérios. Ndo existem critérios que definam a concordancia do
conhecimento de um objeto com o préprio objeto.

A légica é uma condicdo do pensar, pois ndo ha pensamento ilégico, o pensamento € 0
proprio ato de relacionar e é somente através do entendimento que se introduz uma relacgéo
com o objeto. A logica é humana, pois todo ser discursivo tem que ser l6gico. Segundo Frege,
"pensamos em palavras, e se ndo em palavras, a0 menos em sinais matematicos ou outros
quaisquer” (1983, p. 189). A humanizacdo da logica na concepcdo fregeana nos fornece
elementos para percebermos que a linguagem so é concebida a partir do sujeito racional.

No discurso, as relagcBes ldgicas poderiam decidir o que é verdade apenas se
pudéssemos dizer o verdadeiro. Argumentamos com a finalidade de amenizar os equivocos da
linguagem e também podemos questionar os sentidos do que falamos, justamente porque a
linguagem é ambigua, ou seja, ndo é transparente. As palavras sdo polissémicas e dao abertura
a diferentes interpretacdes.

Quando o sujeito interpreta, estd mostrando como percebe 0 objeto e, desta forma,
através das regras do entendimento, faz analogias do objeto com outros objetos, percebendo
as regularidades e diferencas dos objetos no mundo.

Gilles-Gaston Granger (1994), ao comentar as verdades na matematica, recomenda
que devemos nos contentar com as “certezas locais” de ndo-contradicdo dos teoremas da
matematica e com a constatacdo de que, ao longo da histdria, a fecundidade de seus
raciocinios jamais esmoreceu e que a matematica “continua a fornecer as outras ciéncias um
paradigma de conhecimento rigoroso, mesmo sabendo que o rigor é sempre relativo e que o
fundamento absoluto nédo é alcancado” (p. 70).

O conhecimento cientifico constréi modelos abstratos da experiéncia, por meio da

l6gica e das matematicas. As matematicas contribuem para as ciéncias do homem em trés
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aspectos: a medida das grandezas nas ciéncias humanas, as estatisticas e a estruturacdo
matematica de modelos.

Ao contrério das analises anteriores, Wittgenstein tem outro critério. Toda a sua teoria
se baseia em jogos de linguagem assentados em certezas. Quando falamos, utilizamos a
expressdo ‘eu sei’ que evidencia uma certeza, porém, nao existe garantia que realmente
sabemos, apenas a certeza que acreditamos saber.

O dominio do rigor matematico e também das ciéncias trouxeram muitos
questionamentos para as ciéncias humanas. Para se contrapor a linguagem univoca da
matematica e de sua pretensdo de reconhecer a evidéncia e a verdade através da ldgica, a
Hermenéutica acena com um horizonte de sentidos possivel.

Para Palmer (1989, p. 138), “0 mundo é o lugar em que o ser se traduz em
significacdo, em compreensdo e interpretacdo. Numa palavra, € o campo do processo
hermenéutico, processo pelo qual o ser se tematiza enquanto linguagem”.

Compreensdo entendida como fabricagéo de relaces e significacdes plena de sentidos.
J& a interpretacdo é simplesmente a explicitacdo da compreensdo. O sentido, para Heidegger
(1996, p. 208), “é aquilo em que se sustenta a compreensibilidade de alguma coisa” e “o0 que
pode ser articulado na interpretacdo”, sendo que “todas as significacfes sempre tém sentido”
e “das significacbes brotam palavras. As palavras, porém, ndo sdo coisas dotadas de
significados” (p. 219).

Os simbolos logicos ou matematicos, por sua vez, ndo tém enquanto tal outros
interpretantes a ndo ser 0s proprios objetos que os simbolos definem. Desta forma, o
pensamento técnico, visando uma economia intelectual, busca amparo nas “certezas e
evidéncias” da matematica, dados e modelos que se aproximem da realidade que cerca o
homem. Porém, esta objetividade nos torna devedores de uma subjetividade, inclusive na

relacdo de quem ensina e de quem aprende matematica.
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E no dialogo entre a matematica, o professor e o aluno que poderemos resgatar 0s
sentidos ausentes, que fazem esta disciplina carregar o mito de dificuldade. Assim
compreendendo a matematica, conhecendo suas limitacfes e exigéncias, podemos interpretar
os erros dos alunos e, quem sabe, aprimorar o didlogo entre professor e aluno, ja que usamos a

linguagem matematica em “simbiose” com a linguagem materna.

4.3 0 OBJETO MATEMATICO

Onde estdo os objetos matematicos? Quais as relaces que estes objetos fazem com a
intuicdo, com a escrita e com a realidade? A natureza do objeto matematico € um tema
bastante debatido entre os fil6sofos, e Patras (2001) diz que a natureza dos objetos ndo é
importante, e sim suas relacdes. Existe, na concepc¢do de alguns matematicos, um discurso
alternativo que advoga a invencdo matematica. Os objetos ndo preexistiriam a sua descoberta,
mas seriam o fato da atividade do matematico.

O formalismo representado por Hilbert aposta num jogo de formulas que exprimem a
técnica do pensamento humano. O inventario destas regras mostra o funcionamento do
pensamento que é similar a lingua e a escritura. A idéia fundamental da sua teoria é descrever
a atividade de nosso pensamento.

O intuicionismo representado por Brouwer diz que o querer-ser é anterior ao
pensamento e que a vontade suscita a representacdo. Os objetos matematicos sao
representacdes intuitivas e derivam da experiéncia e de objetos j& construidos. Costa (1999, p.
88) diz que segundo Brouwer, “o matematico ndo descobre as entidades matematicas; é o

préprio matematico quem cria as entidades que estuda”. Porém, para Frege (1983, p. 270),
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“também o matematico nada pode criar arbitrariamente, ndo mais do que o gedgrafo; também
ele pode apenas descobrir o que ha e nomeé-lo”, concordando com Pierce.

A possibilidade de criar ou ndo criar idéias na matematica deve ser considerada, pois
se reduzem as possibilidades de autoria do préprio matematico, sendo o aluno também
afetado por estas limitagOes.

Kant (1987, p. 47), ao comentar o conhecimento matematico, diz que é uma
“modalidade do juizo que é necessario de direito, exprimindo uma necessidade I6gica, ndo um
simples fato (...) apresenta caracteristica de universalidade e de necessidade perfeita, isto e,
uma absoluta necessidade, ndo se copia, pois, em nenhum fundamento empirico; por
conseguinte, € um puro produto da razao”.

Quando Kant diz “ndo se copia”, ndo estaria dizendo que “ndo se descobre” e sim se
constréi primeiro na intuicdo. Se o homem constroi, entdo é invencdo do homem, invengdo
humana.

Jé o trabalho das matematicas, para Piaget (1983, p. 45):

ndo sdo nem descobrimentos, visto que se trata de realidades ndo dadas de
antemao, nem de invencdes, visto que uma invengdo comporta uma margem
apreciavel de liberdade, ao passo que cada nova relagdo ou estrutura
matematica se caracteriza por sua necessidade tdo logo € construida: essa
‘construcdo necessaria’ suscita, pois, a questdo de seu mecanismo
constitutivo.

Para Wittgenstein, o matematico ndo é um descobridor, € um inventor. Assim, a
matematica é inventada. Como prova de sua argumentacdo, afirma que “pode-se fazer um
estudo antropoldgico de uma obra matematica, pois ela nos mostra como um determinado
pOVO opera com 0s Signos e que partes da matematica dominou este povo. A matematica € um
fendmeno antropoldgico” (1987, p. 338). A matematica ndo precisa de fundamentos, € vista

como praticas humanas.
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A proposicdo matematica € uma determinacdo conceitual que se descobre. Porém o
movimento entre os conceitos que produz conhecimento matematico é inventado, como, por
exemplo, numa demonstracdo. Podemos encontrar o objeto matematico descobrindo-o,
tirando o véu que o cobre. A demonstracdo é o espaco onde podemos criar.

Granger (1990, p. 212) diz que para Wittgenstein “ndo se pode falar propriamente de
objetos matematicos” e que “a matematica € sempre uma maquina, um célculo. O célculo ndo
descreve nada (...). O que n6s encontramos nos livros de matematica, ndo é a descricdo de
alguma coisa, € a coisa mesma. Nds fazemos matematica”.

Quando dizemos que a reta tem infinitos pontos, que ela é ilimitada e que por dois
pontos passa uma Unica reta, ndo descrevemos a reta, é a reta mesmo que se apresenta quando
mostramos atraves de atos que a definem.

Para Paul Valéry (1973, apud Caveing, 2004, p. 43), “a matematica é a ciéncia dos
atos sem as coisas e, conseqlientemente, das coisas que nos podemos definir pelos atos”
(traducdo minha). A coisa em si ndo esta presente (a reta, por exemplo), mas a definimos
através de atos.

O signo e o objeto sdo reversiveis e, segundo Wittgenstein, “é preciso que haja objetos
para que a representacdo seja possivel (...) é preciso que haja signos que se relacionem com
0s objetos, ndo por meio de definicbes (descrigdes), mas sim diretamente, pela nomeagéo de
tais objetos” (1979, apud Glock, 1998, p. 267).

Para Marco Panza (1995), o objeto matematico é uma forma de realidade que procede
geneticamente dos seus conceitos. A presenca do objeto determina as suas propriedades,
mostra a independéncia de atos de razdo, é termo da relacdo entre objeto e sujeito, e é objeto
de uma predicacéo.

Caso 0 objeto seja uma adicdo no conjunto dos nimeros naturais, por exemplo, suas

propriedades serdo determinadas: comutatividade, associatividade e elemento neutro.
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Independente de nds pensarmos ou ndo a adicéo, ela existe. A realidade do objeto matematico
é independente de todo ato de consciéncia. Ela é objeto da criagdo humana, logo, existe uma
relagdo com o sujeito. E objeto que possui um predicado e, conseqiientemente, pode ser
definido e conceitualizado.

Panza discute a natureza de um objeto e toma como referéncia para a sua discussao o
objeto “pedaco de papel” e o objeto “Leporello”, o criado de Don Juan, na Opera de Mozart.
Um pedaco de papel excede o conceito correspondente, enquanto que Leporello ndo excede,
ele é escravo de seu conceito. O pedaco de papel tem diferentes propriedades que nao
dependem do conceito correspondente. Assim, dependendo do contexto, podemos operar com
0 objeto sem necessitar de seu conceito.

De certa forma, a pergunta de Patras (2001, p. 43): “A evidéncia de um conceito é
sinal da existéncia do objeto?” (traducdo minha) fica respondida positivamente. O objeto 7,
por exemplo, com sua existéncia na definicdo (razéo entre a medida da circunferéncia e a
medida do didmetro), acompanha seu conceito por meio de suas propriedades e a evidéncia de
seu conceito € sinal da existéncia do objeto.

Para René Thom (1991, apud Patras, 2001, p. 36):

as idéias matematicas sdo produzidas no nosso cérebro na medida em que as
pensamos. Mas como elas existem quando n6s ndo as pensamos, entdo elas
existem em alguma parte e ndo somente na memoria: elas existem,
igualmente fora dela e se realizam em um certo sentido em tal e tal caso,
sobre tal e tal material apropriado (tradu¢do minha).
O argumento de Thom mostra que ele adere ao pensamento de Platdo. Na concepcao
do platonismo, o ser se manifesta em diferentes graus; no visivel, na aparéncia, na sombra e
no inteligivel; nas idéias e nos objetos matematicos. Platdo é um realista e afirma a existéncia

do objeto exterior ao pensamento, o0 mundo das idéias. Realidades que apenas o pensamento

pode ver. A matematica é uma forma de pensamento com acesso ao real. A tese de Platdo da
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natureza dos objetos do pensamento pressupde que 0s objetos existam antes mesmo do sujeito
pensa-los. Assim, os objetos podem ser descobertos.

Ao falar do intuicionismo, Largeault (1993) diz que o0s objetos sdo os atos
introspectivos. E entdo natural identificar o objeto ou o fato com o ato de os pensar, que nds
chamamos uma construcao.

O autor discute (1992) o pensamento do intuicionista Brouwer e diz que o sujeito cria
0s objetos através de atos de pensamento. O objeto ndo € anterior ao ato de os pensar, ele é
criado introspectivamente. A matematica intuicionista € uma construgdo mental
essencialmente sem linguagem, sendo o objeto compreendido na sua representagdo. A
realidade é objetivada na idéia e subjacente & vontade* do sujeito ‘criador’. A atividade e a
natureza da intuicdo coloca o objeto conferindo-lhe uma realidade. Os fendmenos manifestam
todas as coisas em si, mas as idéias sdo aquelas mais proximas da coisa em si.

Os platonistas realistas, como Gddel, por exemplo, seriam mais inclinados a separar a
realidade matematica da linguagem que a descreve. Assim, de acordo com Largeault, a
intuicdo de Godel é aquela de um ser; a intuicdo de Brouwer é aquela de um ato.

Caveing (2004) parece unir as posi¢es de Kant e de Wittgenstein. Para o autor, o
objeto pode ser caracterizado como unidade sintética de um sistema de relagBes, ou seja, 0
pensamento matematico faz relagfes. A relacdo matematica, por sua vez, é feita por mediacao
de um sistema de regras. Assim, a matematica gera os objetos, ja a ldgica gera e estuda as
propriedades das linguas formais e suas relacdes com o0s objetos. O pensamento operatério
exerce sob a regulacdo das propriedades dos objetos que enunciam as proposi¢oes (objetos

que sdo dados) e, de outra parte, ele tem por efeito as construcbes dos objetos (objetos

11 Brouwer foi leitor de Schopenhauer e Wittgenstein foi leitor de Brouwer.
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construidos). Existe circularidade nos atos que retornam aos objetos que os regram, e 0s
objetos retornam aos atos que os constituem.

Segundo Caveing, a matematica apresenta um automovimento, constituindo uma
sucessdo de descobertas. As entidades pré-existentes com necessidades proprias e a
construcdo de objetos por atividade inventiva ndo podem ser separadas.

A epistemologia estruturalista propde outro enfoque: concebe o objeto dentro de uma
estrutura. O matematico descreve o mundo fisico (estrutura: matematica e linguagem),
constréi o objeto e fixa a estrutura (lingua cientifica e lingua ordinaria). A lingua ordinéria
interpreta o discurso matematico. A construcdo do objeto na estrutura: matematica e
linguagem, se d& por abstracdo. Assim, a epistemologia estruturalista se assemelha a um
realismo ontoldgico: tem que existir semantica para o enunciado matematico.

Patras (2001) diz que pretender reconduzir a criagdo matematica contemporanea a
ilusdrias intuicbes elementares ou a percepgdes ancoradas no mundo vivido é, sob sua forma
ingénua, um projeto condenado ao fracasso. Pensar em matematica, para o autor, é dar uma
intuicdo ao conceito que passa por um questionamento possivel e uma abertura para as coisas.
Ele distingue o objeto na violéncia cega de sua definicdo axiomatica, da coisa pensada que se
desdobra na intuicéo.

Dessa forma, podemos concluir que os filésofos da matematica ndo apresentam a
mesma posicdo sobre o objeto matematico. Estas idéias atuais do objeto matemaético séo
analisadas através do pensamento dos primeiros filésofos que se debrucaram para discutir
questBes referentes a filosofia da matematica. Partindo destes pressupostos, podemos pensar
as formas que o aluno constréi ou descobre para o objeto matemético. O importante é

reconhecer que o objeto matematico est4 intimamente ligado ao seu conceito.
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4.4 CONCEITO DO OBJETO

O conceito do objeto deve estar atrelado ao objeto, mas como o sujeito constroi ou
descobre o conceito de um objeto matematico e como se processa esta constru¢do ou
descoberta?

Para refletirmos sobre tais questdes, analisamos algumas idéias de fil6sofos
preocupados com o conceito do objeto matematico. O pensamento de filésofos fundadores
deste debate se reflete nas idéias dos filésofos contemporaneos.

Kant e Wittgenstein divergem de forma significativa no que se refere a construgdo de
um conceito matematico. O primeiro se preocupa com 0 Como 0 Sujeito pensa o objeto,
através das categorias a priori submetidas a intui¢cdo. Os juizos necessarios e universais sao
independentes da experiéncia, porém é nela que o sujeito encontra condi¢des de conhecer o
objeto através da percepcdo (o fendmeno). Estas condigdes a posteriori se ddo quando o
sujeito vé o objeto e constroi a sua imagem, que € a forma do objeto sem o contetdo deste
objeto. Assim, a intuicdo, submetida as categorias a priori, unifica-se na consciéncia. O
pensamento, para Kant (1991, p. 64), “é o conhecimento mediante conceitos”.

Wittgenstein ndo se preocupa com 0 processo interno do sujeito, e sim com o sentido
das palavras que o sujeito emprega. Para o autor, 0 pensamento ndo consiste de palavras, mas
de componentes psiquicos, que possuem a mesma relacéo da realidade com as palavras.

N&o sei quais 0s constituintes de um pensamento, mas sei que ele deve
possuir tais componentes, que correspondem as palavras da linguagem. Por
outro lado, o tipo de relacéo entre as partes constituintes do pensamento e as
do fato afigurado é irrelevante. Descobri-lo seria tarefa da psicologia
(Wittgenstein, apud Spaniol, 1989, p.43).

Wittgenstein mostra que a linguagem se fundamenta nos jogos e que depende do
contexto em que estes jogos de linguagem se inserem. No Tratactus logico-philosophicus, 0

autor analisa a forma logica do discurso. A possibilidade do significado é compreendida na
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estrutura logica da linguagem. Ja em Investigacoes filoséficas, a linguagem é analisada no seu
uso, nos diferentes contextos em que 0s jogos de linguagem estao inseridos.

Gilles Gaston Granger (1990), ao analisar a possibilidade de uma ruptura entre estas
duas obras de Wittgenstein, diz que néo se trata de duas filosofias, e sim que existe unidade
entre elas. O prdprio Wittgenstein indica o abandono de certas teses do Tratactus. Na segunda
obra, ele nada renuncia, apenas corrige as suposi¢des indicadas na primeira.

Os itens a seguir tratam das relagdes do conceito do objeto com o proprio objeto
matematico e das relacbes com o sujeito que busca um intermediario entre o0 conceito

matematico e o automovimento da matematica.

4. 4.1 O conceito na perspectiva de Kant

Como ciéncia das regras do entendimento, a Idgica nos fornece amplas pistas para
compreendermos como 0 sujeito usa o entendimento. As regras do entendimento sdo regras
que nascem de analogias e de regularidades percebidas pelo sujeito, imerso no mundo da vida,
ao pensar as diferentes classes de objetos. Elas fundamentam o pensamento. O conteudo e a
forma do pensamento quem fornece é a sensibilidade.

Pensar fazendo abstragdes submetidas a contingéncia e a sensibilidade é agir segundo
tais regras abstraidas do uso. Dai que a logica € abstrata, de carater universal e formal. A
passagem de um conhecimento particular ao universal é obtida pela sintese de percepcdes que
se d& através das regras do entendimento. A passagem do geral ao abstrato ndo é imediata,
pois a l6gica dos fendmenos ndo se reduz as regras do pensar. Abstracdo do entendimento é

compreendida como abstracdo de todo conteldo das significacdes que surgem das relaces
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das cognicdes com os objetos. O carater formal € a forma do pensamento, como se tivesse
contelido, ou seja, 0 pensamento abstrai a forma do contetdo.

A logica é uma condicdo do pensar, condicdo necessaria da verdade que obedece o0
principio da ndo contradicdo, pelo qual a falsidade é uma ndo verdade. A l6gica é a doutrina
I6gica do pensar e ndo do conhecer, ela estuda a forma do pensamento, ja que a limitacdo do
conhecer esta sob o dominio do fendmeno, que € a representacdo do objeto percebida pelos
sentidos.

A cognicdo, para Kant, tem o significado de compreensdo, é o prdprio ato de
relacionar o sujeito com as coisas que estdo fora dele. Os objetos percebidos se juntam as
cognicBes e formam os juizos. As relagfes das cogni¢des com seus objetos acontecem através
do uso da légica e da intuicdo. A cognicédo esta de acordo com a forma do objeto e descarta 0
seu conteudo.

O conceito do objeto ndo ocorre na experiéncia. A conversdo de representagcdes em
conceito se da analiticamente, elas se convertem em conceito sem engendrar contradigdo. A
conexdo das representacfes atribuidas ao objeto forma o conceito, que € a relacdo entre o
objeto e o juizo.

Um conceito puro, subordinado as abstrac@es construidas pelo sujeito, ingrediente
necessario a cognicdo, s ganha objetividade na medida em que € um conceito empirico. O
conceito se da por construcado Idgica e pelo uso da intuicao.

N&o existem critérios para encontrarmos a verdade porque ndo podemos falar da coisa
em si. Apreensdo subjetiva e objetiva da coisa, como fendmeno, nos conduz ao conceito da
coisa e ndo a coisa em si. As coisas estdo submetidas ao espaco e ao tempo que afetam o
sujeito numa relacdo de alteridade. O reino dos conceitos procura um intermediario entre as

palavras e as coisas, e ndo entre o0 sujeito e a coisa. As palavras significam conceitos de coisas
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e estes sdo formas logicas. Uma forma ldgica é ontoldgica, mas uma forma ontoldgica nédo
implica que seja ldgica.

O conhecimento do objeto surge quando o sujeito recebe as representacdes na mente e
pensa 0 objeto segundo as representacOes advindas de seus conceitos. Assim, intuicdo e
conceitos constituem os elementos do conhecimento. No conhecimento puro, a representagdo
do objeto ndo se mescla a sensacdo. No conhecimento empirico, que é a posteriori, a sensacao
é produzida pela presenca real do objeto.

O conhecimento matematico surge da construcdo de conceitos. “Construir um conceito
significa apresentar a priori a intuicdo que lhe corresponde” (Kant, 1991, p. 182). A intuicdo
ndo é empirica, e sim pura, sem auxilio da experiéncia. A construgdo de um tridngulo, por
exemplo, é a representacdo do objeto correspondente ao conceito de tridngulo ou a
imaginacéo do triangulo na intuicdo pura.

Na matematica, ndo ha uma pergunta pelo objeto, e sim pelas propriedades do objeto,
na medida em que elas estdo ligadas ao conceito do objeto. O conceito é construido por
desmembramento de outros conceitos adicionado a intuicdo. Ao dizermos “por dois pontos
passa uma Unica reta”, esta implicito o fato de que a reta tem infinitos pontos. A definicao
forja o proprio conceito, ou seja, ndo existe conceito anterior & defini¢do. A demonstragdo
matematica deriva do seu conhecimento e da construgdo de seus conceitos (ndo dos conceitos
em si), que partem de intui¢Bes a priori e correspondentes aos conceitos.

(...) podemos obter conhecimentos a priori dos objetos (na Matematica), mas
somente segundo a sua forma, como fenémenos (...) todos os conceitos
matematicos ndo sdo por si conhecimentos, a ndo ser na medida em que se
pressuponha haver coisas que nos possam se apresentar somente conforme a
forma daquela intuigdo sensivel pura (p. 87)

Isto se explica porque 0s objetos no espaco e no tempo nos permitem a percepcao, que

¢ a representacdo do objeto acompanhada da sensacdo. A intuicdo a priori aplicada a
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matematica ndo produz conhecimento, pois as categorias de espaco e de tempo ndo fornecem
conhecimento do objeto mediante a intuicdo e sim quando é aplicada a intuicdo empirica e
que depende da experiéncia. O espaco e o tempo sao formas da intuicdo sensivel e oferecem
as condicdes de existéncia das coisas como fendmenos, nas acles visiveis. Ndo podemos
conhecer 0s objetos como coisas em si, podemos apenas pensar 0 objeto abstraido de seu
contetdo. O conhecimento da coisa é possivel a posteriori, no contexto da experiéncia.

Como todo o ser discursivo tem que ser l6gico, compreender um conceito é dar as
razfes ao conceito de forma analitica, ou seja, analise fundamentada nos juizos. Avaliamos
conforme nossos critérios de verdade e falsidade: assim julgamos os objetos. O fundamento
do objeto estd no enunciado e ndo na enuncia¢do, demonstrado como condi¢do de

possibilidade e deduzido no sentido Idgico.

4. 4. 2 O conceito na perspectiva de Wittgenstein

Para Wittgenstein, o conceito € uma regra que se fundamenta no jogo de linguagem e
se corresponde com o seu significado. Mudam os jogos de linguagem, mudam os conceitos e
também mudam os significados das palavras. Os jogos de linguagem se assentam em certezas,
mas sdo imprevisiveis e ndo se baseiam em fundamentos.

“Conceito é um conceito vago (...). Conceito € algo assim como uma imagem com a
qual se confrontam objetos” (traducdo minha) (Wittgenstein, 1987, p. 366). Este tera sentido
quando for incorporado na linguagem do sujeito. “E por isso que existe correspondéncia entre
0s conceitos, ‘regras’ e ‘significado’” (Wittgenstein, 2000, p. 31).

Aprende-se o significado das palavras nos jogos de linguagem. De acordo com

Wittgenstein (1996), podemos saber algo, mas ndo sabemos dizé-lo. “Evidentemente, nédo
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identifico a minha sensacao por meio de critérios, mas uso a mesma expressao. Porém, com
isso, ndo acaba o jogo de linguagem; com isso, ele comeca” (p. 136). O jogo inicia com 0
querer dizer.

No uso da linguagem, “uma parte grita as palavras, a outra age de acordo com elas” (p.
18), nomeamos 0s objetos ou repetimos palavras. “Chamarei de ‘jogo de linguagem’ também
a totalidade formada pela linguagem e pelas atividades com as quais ela vem entrelacada” (p.
19).

A necessidade matemaética forma conceitos que sdo compreendidos. “Proporcionar um
novo conceito s pode significar introduzir um novo uso conceitual, uma nova praxis”
(traducdo minha) (Wittgenstein, 1987, p. 366).

As técnicas de descricdo ou de representacGes de objetos dentro de um jogo de
linguagem se convertem em conceitos. O sujeito produz um novo conceito para se convencer
de algo, sendo esta possibilidade de convencimento parte do jogo de linguagem.

Na matemadtica, os conceitos fluem um do outro e o conceito é uma regra interpretada.
O célculo ndo é um experimento, mas a experiéncia ensina como se calcula. Ele ¢ um
experimento quando o professor quer saber se seu aluno sabe calcular, por exemplo. A
operacdo de célculo é um experimento, é a técnica e a imagem de um experimento. As
experiéncias nao fazem o célculo por nos, é a demonstracdo que dirige nossas experiéncias.
“Isto sera assim” (o resultado de um célculo) ndo admite experiéncia, ja esta fixado pela regra.
Nos prejuizos destes critérios “ao estarmos educados para uma técnica, também estamos
educados para um ponto de vista, que estd tdo firmemente assentado como esta técnica”
(traducdo minha) (Wittgenstein, 1987, p. 202).

O calculo ndo é uma proposicao da experiéncia, é simplesmente a aplicacdo da regra.
Na imaginacdo, posso calcular, mas ndo experimentar, dai que calcular € uma técnica e um

movimento entre 0s conceitos.
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A proposicao matematica é uma determinacgé@o conceitual descoberta no uso. Conhecer
a proposicdo ndo é fato da experiéncia. As proposicdes matematicas desempenham, em
determinados jogos de linguagem, o papel de regras de representacdo. Elas necessitam de uma
clarificacdo de sua gramatica. Assim, a matematica € um jogo de signos segundo regras.

E vago dizer que a matematica forma conceitos, visto que o conceito de uma regra ndo
é especificamente um conceito matematico, e sim um conceito que advém da conexdo da
atividade do sujeito com a aplicacdo da regra. Ao seguir a regra, o sujeito lhe da sentido,
formando assim o seu conceito e participando do jogo de linguagem. Seguir uma regra é um
jogo de linguagem; joga quem compreende a descri¢dao da regra, o sujeito apenas deve segui-
la, fazer o mesmo, pois existe apenas um caminho.

A matematica é normativa, segue normas e regras. Um sujeito pode instruir outro
sujeito como ele segue a regra, mas ndo como este outro deve fazer, “justamente sobre o fato
de que ndo ha nada entre a regra e minha a¢ao” (traducdo minha) (Wittgenstein, 1987, p. 356).
Cada sujeito segue uma regra com suas proprias sensacoes.

O importante na demonstracdo € como o sujeito constrdi o sentido da proposi¢do. A
demonstracdo € um modelo e uma imagem e, pela demonstracdo, se negocia a gramatica de
nossa linguagem como também se negociam nossos conceitos. Assim, a demonstragdo produz
novas conexoes e cria 0 conceito dessas conexdes, guia e dirige nossas experiéncias dentro de
canais determinados e mostra o sentido de uma proposicéo.

Uma pessoa pode calcular sem ter o conceito de alguns fatos matematicos,
simplesmente porque ela segue a regra, manipula cifras segundo regras determinadas. A
introdugdo de uma regra de inferéncia é um passo para um jogo de linguagem. Quem segue

um jogo deve ater-se as regras.
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Na matematica, devemos seguir a regra e chegar ao mesmo resultado, porque uma

proposi¢do matematica é aceita universalmente, quando obtiver o mesmo resultado para
qualquer sujeito, mesmo que o resultado seja obtido por intermédio de imagens diferentes.

A necessidade matematica é uma expressao outra que justifica o fato de que a

matematica forma conceitos. Estes conceitos servem a compreensdo de uma proposi¢do. A

matematica forma uma rede de normas, ela € logica e se move nas regras da nossa linguagem.

Uma proposicdo da aritmética é uma conexdo conceitual. “A equiparacio de 25° e
625 me proporciona, poderia dizer-se, um novo conceito. E a demonstracdo mostra como se
explica essa igualdade” (tradugdo minha) (p. 366) .

A demonstracdo mostra o sentido de uma proposicdo, serve para nos convencer. Os
conceitos sdo inventados sem necessidade de aplicacdo. O conceito é compreendido no uso da
linguagem materna e auxilia na compreensao de proposi¢des que ndo se aplicam no cotidiano,
como a palavra “infinito”, por exemplo. Dai que é necessaria a traducao da linguagem cifrada
da matematica para a linguagem materna, com o objetivo de clarificar a sua gramatica.

Calcular é um movimento entre os conceitos, onde a demonstracdo do calculo € um
novo conceito e também a transicdo para um juizo. Este movimento entre os conceitos nos
permite a construcdo de outros conceitos.

“Como” se calcula mostra 0 modo “que” se obedece a regra. Seguir uma regra € a base
do jogo de linguagem, é uma atividade humana. No processo de seguir as regras, € que se
assentam os juizos. Palavras com os mesmos significados, coincidéncias dos juizos e regras
sdo fendmenos iguais. As palavras inventam um jogo e, jogar 0 jogo tem sentido num
contexto determinado.

Tem sentido dizer que ensino quando se pode multiplicar, quando ensino a

multiplicar? Nao! Quando o professor ensina a multiplicacdo ao aluno, ndo pode ter garantia
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de gque o aluno saiba quando multiplicar. O conceito de multiplicacdo pode variar conforme o
contexto, na perspectiva do aluno. A matematica produz conexBes conceituais e sua
necessidade forma conceitos que sdo compreendidos. Proporcionar um novo conceito

significa introduzir um novo uso conceitual.

4.4.3 O Conceito na perspectiva de autores contemporaneos da Filosofia da Matematica

Caveing (2004) diz que uma filosofia do conceito nega ao sujeito todo poder
constituinte e recusa de ver nele outra coisa que um pdlo de atividade atravessada pelo
dinamismo do conceito. O sujeito pode apenas experimentar 0 conceito porque 0 mesmo nédo
é 0 seu produto, mas vem a ele a partir de uma aquisicdo conceitual dele mesmo. Com o
conceito aparecem a necessidade e a objetividade propria da matematica, pois ele é um
produto da imaginacdo e esté atrelado a razdo. Assim, o0 sujeito forja um aparato conceitual
sustentado em bases racionais.

Para Marco Panza (1995), podemos operar com 0 objeto sem necessitar de seu
conceito que € cristalizado numa definicdo e que, ao pertencer a um sistema formal, permite
liberar 0 objeto. Podemos colocar em evidéncia as propriedades de um triangulo ou de uma
equacdo, as quais dependem certamente do conceito de tridngulo e de equacdo. Estes
conceitos estdo cristalizados nas definices? destes objetos, mas que encontramos por um
meio indireto. Assim, o critério de verdade pode ou ndo depender do conceito do objeto.

O conceito de triangulo é dependente do seu objeto. O poligono de trés lados ndo pode

ser confundido com um s6lido geométrico de quatro faces, por exemplo. O conceito e suas

2 «“Do ponto de vista l6gico, definir significa determinar a “compreensdo” que caracteriza um conceito”
(Japiassu & Marcondes, 1996, p. 64).
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propriedades séo cristalizados na definicdo do objeto, porém as propriedades do objeto ndo
sdo compreendidas no seu conceito. O conceito do objeto tem uma fungdo cognitiva que
preside o reconhecimento, via caracterizagdo linguistica. O conceito é traduzido na definicéo.

Para Panza, o problema ndo € a existéncia da coisa em si, e sim 0 processo de
objetivacdo, a passagem do conceito ao objeto. O conceito libera um contetdo que se
transforma em um objeto matematico por um ato de objetivacdo que corresponde a construcdo
de um sistema formal. A liberacdo do contetdo que constitui o objeto e que seré expressa em
uma estrutura sintatica representa uma formalizacdo sem intuicdo. A formalizacdo do conceito
em linguagem matematica demanda a objetivacao da escrita e a inten¢do do sujeito.

O ato intencional € um ato de constituicdo, e o objeto € o resultado da projecdo de uma
consciéncia. De acordo com o autor, 0 conceito tem a fungdo de comunicar ou de expressar,
através da linguagem matematica, o que se conhece do objeto.

A anélise do pensamento destes filosofos sobre a constituicdo do objeto e do conceito
auxilia na compreensdo do processo de transformagdo do conceito matematico depois da
interpretac@o do aluno. O conceito antes da interpretacdo do aluno pode estar no plano de aula
do professor, num exercicio proposto, em qualquer outra atividade de sala de aula ou até
mesmo numa atividade extraclasse.

O conceito que o professor quer que o aluno construa serd conectado com outros
conceitos, de acordo com a imaginacdo e a memdria do aluno, mas deve obedecer as
necessidades e exigéncias da matematica. Assim, o conceito a ser construido é ‘escravo’ do
seu objeto e ndo pode ser modificado. Porém, como o sujeito projeta sentidos seus ao objeto,
ele acaba transformando o conceito. Neste movimento entre a subjetividade do aluno e a

objetividade da matematica, nasce uma nova l6gica e um novo conceito.



61

4.5 AS REPRESENTACOES DO OBJETO MATEMATICO

A apreensdo objetiva do conceito é articulada com as imagens e representacdes do
objeto, em que “a estrutura sintatica é a cristalizacdo dos fenémenos intencionais” (traducao
minha) (Panza, 1995, p. 115). De acordo com Caveing (2004), é onde se da uma sintese dos
esquemas operatorios, ou seja, 0 pensamento opera a relacdo circular entre a idealidade do
objeto e 0 seu devir. O sujeito objetiva o subjetivo, obedecendo as necessidades da
matematica.

O esquema é a regra de producdo de imagem na intuicdo; a sintese dos esquemas
relacionais e operatorios da forma a idéia, porque “o ato de construir define o ato de escrever”
(traducdo minha) (Pierobon, 2003, p. 229). A idéia se manifesta na escritura. A regra da
producdo da imagem € a regra de producdo do conceito, e 0 conceito € a linguagem dos atos.
Por exemplo, construir uma figura geométrica, para poder nela pensar, é procurar uma
imagem para o conceito e também uma representacao.

Se o0 ato de construir define o ato de escrever, € através da escrita que o sujeito mostra
0 conceito construido. Ele escreve o que construiu em sua imaginacdao, sem a sua intuicao
primeira. Ele faz analogias e formaliza através da palavra escrita, representando suas idéias
através de um logos.

Entre as diversas fungdes da escrita matematica podemos destacar duas delas: nos
escrevemos para ndo esquecer e para dar forma ao pensamento. O aluno copia 0 que 0
professor escreve e mostra para nao esquecer: as defini¢des, 0s conceitos e suas propriedades.
Mas ele também escreve para dar forma ao pensamento ao responder questfes. Quando o
professor corrige as questdes por ele propostas e resolvidas pelo aluno, ele “l€” o pensamento

do aluno em uma linguagem formalizada. De acordo com Granger (1990), para Wittgenstein,
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a linguagem formal € idéntica ao pensamento, no sentido que ela é desprovida de
ambiguidades, diferentemente da linguagem materna que é polissémica.

Para Granger (1974), a objetivacdo do fato humano ¢é a neutralizacdo da agdo vivida.
Esta neutralizacdo reduz a acdo (o conceito) aos efeitos (o calculo), ou seja, a agdo €
substituida pelo calculo. O pensamento do autor corrobora a idéia de que é na escritura que 0
sujeito revela seus atos intencionais.

O sujeito, apos verificar os casos particulares de um objeto, faz generalizacdes e
representa através da linguagem formalizada (a maneira pela qual o contetdo do pensamento
é colocado em forma) que, na matematica, é universal.

Um dos grandes problemas dos alunos é ndo conseguir generalizar o conhecimento.
N&o me refiro simplesmente a intuicdo dos casos particulares de um determinado contetdo e a
conceitualizacdo do universal. Refiro-me ao ato de transpor conhecimentos de um estagio a
outro. Isso ndo é tarefa facil. Neste sentido, me parece que pouco o professor transmite ao
aluno, ndo por negligéncia, mas por néo ter controle dos pensamentos e ilagdes do aluno.

A pergunta: “Professora, a senhora est4d ensinando com “a” e “b”

(log, ab =log,a+log,b), mas no meu livro aparece “x” e “y” (log, xy =log, x+1og, y),

mas isto € a mesma coisa, ndo é?” reflete esta problematica. Este caso ilustra como o aluno
ndo generaliza, pois ndo reconhecer que “a” e “b” foram as varidveis por mim escolhidas
naquele momento e que o autor do seu livro escolheu outras, evidencia a problematica do
aluno na leitura de variaveis em um texto matematico. Como o aluno ndo compreende, ele ndo
consegue generalizar.

O conceito de variavel para este aluno ndo esta claro, e ele ja deve ter estudado

diferentes conceitos matematicos que se expressavam com varidveis. Porém, ao mudar o
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contexto escolar, mudam as palavras (de “a” e “b” para “x” e “y”), e muda também o conceito
para o aluno.

Em outra situacdo, um aluno disse ao seu colega: “a professora ensinou errado, porque

senA senB . a b n .
= e ela disse que = . Ora, fracOes equivalentes

senA  senB

no poligrafo esta

sdo estudadas na 4°. série do ensino fundamental. No momento em que eu estava trabalhando
com trigonometria com alunos do ensino médio, ndo pensei que um aluno poderia fazer tal
“confuséo”, e apenas pude saber porque ele manifestou-se verbalmente.

Estes fatos demonstram o problema das generalizagbes, que ndo acontecem
espontaneamente, e que o professor ndo se da conta no momento em que esta administrando
seu papel de educador.

A linguagem matematica busca sintetizar todos 0s casos possiveis através de formulas,
regras e algoritmos. A abreviacdo atraves do algoritmo € a reducdo dos atos. Ao apresentar a
regra para derivar a funcéo f(x) = ax que é f’(x) = a, um aluno, apds fazer alguns exercicios,
diz: “é s6 tirar o “x’”. A sua explicacdo de como se aplica a regra ndo satisfaz as exigéncias
tedricas, porém o aluno ndo esta totalmente equivocado. A derivada de ax é a, de 3x é 3, de 4x
€ 4, de 5x € 5, de mx é m. Como ele ‘vé&’ a derivada de qualquer funcdo do tipo y = ax se
apresentar sempre sem o ‘x’, ele deduz a regra e explica utilizando a sua linguagem e expde a
sua maneira de interpreté-la.

O aluno faz uma abreviacgdo da definicdo e da interpretacdo geométrica da derivada de
uma funcdo. Ele cria uma explicacdo da regra que lhe exigira menor esfor¢co. Em cada ato de
derivar diferentes fungdes, de 3x é 3, de 4x é 4, de 5x é 5, etc., ele projeta sentido, fabrica
relacBes e compreende. Ele percebe a similaridade de um ato a outro. Interpreta, elaborando

as possibilidades projetadas na compreensdo. Ele projeta sentidos para compreender e
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interpreta. A aplicacdo da regra vai aos poucos se tornado familiar, até 0 momento em que ele
generaliza e diz “é s0 tirar 0 ‘x’”.

Existe uma dificuldade para explicitar a regra. Esta dificuldade é linglistica, pois o
aluno sé pode explicitar apds ter compreendido. Ele tenta descrever a familia de parentesco
que percebe de um ato a outro. O que ele vé é sempre a auséncia do ‘x’. Este desaparecimento
do ‘x’ é o resultado da aplicacdo da regra, surge na percepcdo do movimento da descri¢ao da
regra, e seguir a regra € um ato de interpretacao.

O grande problema da linguagem formalizada é a economia de linguagem. Com a
utilizacdo de poucos simbolos, muito se pode dizer de um objeto matematico. As férmulas e
os algoritmos se prestam muito bem para isto. O algoritmo € a construcdo de uma necessidade
sem acdo e a causa de uma utilidade, pois é a forma de reduzir e neutralizar a a¢do vivida. O
aluno pode construir o conceito do objeto, mas o que lhe convém saber (memorizar) é o
algoritmo. “Como calculo?” Com o algoritmo.

Os alunos queixam-se com freqliéncia da quantidade de formulas a serem “decoradas”,
mas, paradoxalmente, eles reivindicam férmulas para solucionar problemas. Muitos alunos
ndo se preocupam com o como resolver, e sim com qual a formula a aplicar para resolver o
problema proposto.

Em minha experiéncia como docente na universidade, no curso de Ciéncias Contabeis,
percebi a grande dificuldade dos alunos com a matematica. Na tentativa de melhorar o
rendimento na disciplina, fiz uma experiéncia de trabalhar conceitos matematicos conforme a
necessidade do programa, evitando que os mesmos fossem carregados de simbolismos.
Procurei trabalhar com idéias, sem recorrer a defini¢cdes pomposas e rigorosas. Os problemas
que propus em sala de aula ndo necessitavam de férmulas para serem resolvidos. Para minha
surpresa, no dia da aplicacdo de uma avaliacdo, alguns alunos me pediram que colocasse no

quadro “as formulas” de resolucao.
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O meu objetivo de melhorar o rendimento dos alunos felizmente foi atingido, mas
ressalto que nem sempre é possivel trabalhar os conteldos com a aplicacdo no cotidiano. A
exemplo deste trabalho desenvolvido, procurei problemas de aplicacfes da matematica na
area da Economia.

Muitos alunos estdo presos a férmulas justamente porque representam uma maneira de
encontrar um substituto para a resolugdo do problema. A férmula resolve o problema, ela
define o que tem que ser feito, possibilita encontrar a solugéo, cabendo ao aluno apenas
aplica-la.

Com freqliéncia, os professores apelam para as nogOes intuitivas antes de definir um
objeto matematico. Por exemplo, fazer o aluno intuir que uma bala dividida para milhares de
criangas faz com que cada crianga receba uma quantidade que tende a zero.

Isto significa que, antes do aluno pensar que uma unidade dividida por um numero
muito grande tende a zero, ele representa esta pequena quantidade mentalmente, auxiliando-
Ihe na compreenséo da defini¢do de limite de uma funcgéo. O aluno intui a divisdo da bala por
muitas criangas, porem pensar mediante o conceito de divisdo e conhecer o conceito de limite
de uma funcdo séo coisas diferentes.

As relagBes légicas e a intuicdo com a intervencdo dos sentidos convergem para dar
certeza, para conhecer o0 objeto. As relagfes logicas, assim como as estruturas matematicas,
para Piaget e Garcia (1984), ndo sdo inatas, elas constroem-se no mesmo tempo que a
organizacdo do mundo empirico, sdo partes integrantes dos processos de organizagao.
Segundo os autores (1987), existe uma ldgica das significagdes que precede a Idgica formal
dos enunciados, e tal l6gica das significacdes estd fundada em implicacBes entre as
significacBes ou em implicacGes entre acdes. Essas relacdes ldgicas que o sujeito faz com o

objeto ndo sdo imediatas, sdo construidas na experiéncia com o objeto.
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Os procedimentos ldgicos subjacentes as sentencas matematicas sdo necessarios para
argumentar uma demonstracdo, para fazer ilacbes e para conhecer as verdades ldgicas e
matematicas. Para Russell (1963, p. 195), “as proposicGes l6gicas sdo tais que podem ser
conhecidas a priori, sem o estudo do mundo real”, ou seja, elas ttm um mundo autdnomo. Os
simbolos da matemaética e da logica parecem viver uma autonomia dentro de seu universo
formalizado.

De acordo com estes autores, as relacdes logicas que o sujeito faz com o objeto devem
ser construidas na experiéncia, ndo sdo a priori; ja as proposi¢cdes logicas vivem uma
autonomia e constituem um a priori. As relacdes ldgicas que o sujeito estabelece com o
objeto ndo sdo as mesmas relagdes entre as proprias proposicoes Idgicas.

As categorias “o verdadeiro e o falso”, “o universal e 0 necessario” sdo necessidades
que constantemente se colocam num texto matematico e que servem para justificar ou excluir
elementos de um conjunto, restringindo o universo de escolha do aluno, como se estivesse
entre a “cruz e a espada”.

Uma maneira de fazer economia de linguagem ¢é a utilizacdo de simbolos. A lingua
formal deve ser traduzida para a lingua materna. Esta linguagem cifrada faz apelo ao uso de
letras, porém a algebra € considerada um obstaculo epistemolégico, pois seus simbolos séo
frios e sem sentido para o aluno.

Pierobon (2003) diz que a algebra é uma escritura emancipada de uma intuicdo. Esta
disciplina é uma construcdo simbdlica em que escritura e imagem estdo dissociadas e em que
o algoritmo algébrico representa um salto epistémico. “Os estudantes se queixam” da algebra,
diz o autor, justamente porque nela “n6s ndo podemos nem ver nem imaginar” (traducéo
minha) (p. 86).

A percepcdo, a imaginacao e a memoria do sujeito tm um papel importantissimo na

constituicdo mental do objeto. Ao perceber o objeto matematico, o sujeito cria 0 seu conceito
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do objeto. Este ato de criagcdo envolve a percepcdo (que é a consciéncia do objeto percebido),
a imaginacgdo (que € a consciéncia do objeto em imagem) e a memdria, no qual a imaginacao
reproduz um estado de consciéncia anterior e 0 sujeito se recoloca no passado. A imaginacao
e a memoria se opdem a percepc¢do, pois elas tém a capacidade de representar o0 que esta
ausente.

De acordo com Bouriau (2003)*, a imaginacio reproduz um estado de consciéncia
anterior, e imaginar é dar uma imagem ao objeto, é uma atividade ativa. Perceber é receber o
objeto, é uma atividade passiva, e a percepcdo pode se enganar; j& a imaginacdo ndo se
engana, ela é decisiva. A memoria também pode se enganar, confundir, mas quando ndo se
engana, ela encontra precisamente o objeto. Assim, a memoria e a percepcdo podem se
enganar, mas a imaginacao ndo, pois podemos obter o objeto como queremos.

A percepcdo é construida por quem percebe. A percepcdo livra o objeto pouco a
pouco, ja a imaginacdo livra em bloco. Quando percebemos um objeto, tiramos dele todas as
informagfes que queremos, assim como todas as suas caracteristicas. Porém, quando
imaginamos, reproduzimos e construimos o objeto.

E através dos ‘jogos da imaginacdo’ que o sujeito cria. Ele organiza os elementos
antigos numa perspectiva nova. Os elementos percebidos sdo reproduzidos de acordo com as
sensacoes.

Na relacdo da imaginacdo e da memdria, surgem representacdes novas, a partir das
antigas. A imaginagdo contesta o real e recria 0 objeto a partir da sensagdo. N&o existe
percepcao primeira, € sim imaginagdo primeira : percepg¢ao imaginativa, intuicdo que imagina.

As percepcdes tém imagens antecedentes (afetivas e da experiéncia).

3 Existem concepcdes diferentes que tratam das relagdes entre a percepgéo e a imaginagao.
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A imaginacdo produz esquemas necessarios a percep¢do e também evoca lembrancas.

Porém abstrair é isolar elementos de um todo, é pensar o objeto sem ter o objeto presente. A
imaginacdo permite descobrir propriedades dos conceitos matematicos. Ela reproduz
sensacdes do objeto afetadas no passado, cria simbolos com significados e produz figuras e
esquemas. A imaginacdo depende da sensacgdo do sujeito e organiza elementos antigos numa

nova perspectiva, elementos outrora percebidos.
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5 RELACOES ENTRE A FILOSOFIA DA MATEMATICA E A APRENDIZAGEM

5.1 A CRITICA AO ENSINO DA MATEMATICA

A critica que se faz ao ensino da matemaética resulta da constatagdo do fracasso do
aluno na disciplina. As constantes reprovagdes servem como um indicativo que faz soar o
alarme de que algo esta mal na escola. Neste contexto, a responsabilidade de tal fracasso recai
no seu ensino, logo quem fracassa ndo é o aluno, e sim o professor. Afinal de quem é a
responsabilidade? Do aluno que estuda e ndo aprende ou do professor que “da aula” e ndo
ensina?

Recentemente, uma colega, aluna do Doutorado em Matematica Pura, em tom de
lamento, contou-me que seu professor disse a ela e as suas colegas, todas professoras
universitarias: “Se vocés ndo entendem nem isto, entdo vdo vender Avon”.

A conversa com a colega me fez pensar que o seu desagrado com o0s ensinamentos
recebidos provavelmente deve ser similar aqueles que oferece aos seus alunos. Este professor
talvez tenha “recomendando” que suas alunas vendessem “Avon” porque tal atitude ndo exige
muitos conhecimentos matematicos, mas também porque é uma atividade reservada as
mulheres, o que recai no mito de que “matematica é para poucos”.

Trago este depoimento para ilustrar alguns dos problemas no ensino e na
aprendizagem da matematica, tanto no ensino fundamental e médio, como na po6s-graduacéo.
Seré que a pergunta pela responsabilidade do fracasso ndo deveria ser reformulada? Néo seria
mais conveniente perguntar pelos problemas que a matematica apresenta, quando se pretende

aprendé-la e ensina-la?
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Ao supormos que a matematica tenha algumas caracteristicas singulares, que a
diferencie das demais disciplinas, e o professor reconhecer tais caracteristicas, € provavel que
0s problemas em seu ensino sejam amenizados.

O professor muitas vezes ndo percebe que ndo tem o “controle” do processo
educacional, pois ndo tem “controle” do processo interno do seu aluno. As teorias
educacionais colocadas em pratica ndo garantem o sucesso prometido. Esta promessa nao
cumprida se manifesta em sentimento de frustracdo no professor, num crescente descrédito de
seu papel na escola e também num desencantamento com o processo educacional, ao perceber
que seu aluno ndo aprende.

Stella Baruk (1996) é severa ndo apenas em suas criticas as propostas construtivistas
aplicadas na disciplina de mateméatica como também ao tratamento psicoldgico recomendado
aos estudantes. Ao comentar sobre o enquadramento do perfil dos estudantes propostos pelos
manuais de psicanalise/psicologia, alerta:

Procurar os buracos, procurar as faltas, querer reparar os disfuncionamentos,
a impossibilidade é pura e simplesmente pressupor que eles podem explicar
uma inaptiddo da crianga. Substituir o postulado, antigo, do aluno “néo
dotado” pelo postulado moderno, da crianca que tem perturbacdes do
“ldgico-matematico” é substituir o cancro pelo doente (p. 52).

Seguindo em suas analises, a autora cita a tentativa sem sucesso de uma investigacao
para tentar encontrar tipos de bloqueio intelectual em matematicas nas criangcas do ensino
elementar. A pesquisa relatada num dos manuais verificou que n&o se tratava de um bloqueio
intelectual, e sim um bloqueio puramente afetivo, geralmente devido a ansiedade da mée.

A autora refuta tal argumento, pois criangas “bloqueadas” por pais “bloqueados”
estariam fadadas ao insucesso em matemética até 0 momento que seus pais resolvessem

desbloquear-se.
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As analises da autora nos levam a refletir sobre a ilusdo de um sucesso garantido pelas
diferentes teorias educacionais. Apesar destas analises terem sido feitas em escolas francesas,
a realidade educacional brasileira parece ndo ser muito diferente, pois como 0S NOssos
educadores tém necessidade de seguranca e éxito em seus empreendimentos em sala de aula,
também acabam aderindo as teorias educacionais como um modismo.

Atualmente, o professor que ndo se diz construtivista € rotulado como “professor
tradicional” e visto com maus olhos perante a comunidade escolar. Este até pode conduzir o
aluno a construir o conceito almejado com o uso de a¢des imaginadas, mas se néo fizer uso de
material concreto em sala de aula, sera considerado um professor desatualizado.

Os professores estdo constantemente experimentando novas técnicas que possibilitem
o desenvolvimento das habilidades dos alunos na aquisicdo de conhecimentos matematicos.
Além do construtivismo, existe a possibilidade de um trabalho com modelagem matematica,
que segundo Bean (2001, p. 49), “tem um enfoque no qual os alunos criam modelos
matematicos para representar situacdes dadas. Ou seja, € semelhante aos procedimentos para
as resolucBes de problemas”. E possivel também trabalhar com uma abordagem
etnomatematica, que é uma forma de perceber o meio cultural em que vive o aluno, buscando
atividades em sala de aula que explorem o conhecimento desta cultura. Porém, apesar destas
diferentes formas de tentar ensinar'*, muitas perguntas ainda continuam sem respostas.

Por que as pessoas que fazem célculos mateméaticos com muita eficiéncia ndo
conseguem colocar no papel os seus “malabarismos” mentais? Qual a dificuldade em

representar aquilo que se conseguiu no plano da abstracéo?

1 As principais fontes de discussdo e busca de soluces para os problemas do ensino de matemética se
encontram nas publicacdes da Revista do Professor de Matematica, sob a dire¢do da Sociedade Brasileira de
Matematica, e nas publicacbes A Educacdo Matematica em Revista, sob a direcdo da Sociedade Brasileira de
Educacdo Matematica.
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De acordo com Wittgenstein (1987), a intuicdo ndo caminha com o material morto da
escrita. Quando o sujeito escreve, supde-se que o texto escrito esteja enderecado a um leitor.
Em sala de aula, o professor escreve para o aluno, mas a sua escrita com simbolos universais
da matematica ndo garante a sua significacdo na leitura do aluno (individual).

Além da dificuldade de nomear o que estd no plano da intui¢do, o signo matematico é
“morto” na perspectiva do aluno. Na sala de aula, o professor, como leitor modelo, auxilia o
aluno a dar vida a este signo “morto”. Porém a significacdo do signo isolado, as vezes, ndo
adquire sentido na operacao.

Esse fato explica o0 motivo de alguns alunos, inclusive adultos do ensino superior, ndo
saberem somar fragGes corretamente. Os alunos se prendem apenas a representacdo simbolica

dos algarismos e ndo contemplam o sentido da operagao.

. 1
Por exemplo, é comum alguns alunos somarem 1+E e encontrarem como resultado
2 . . 1
> Partindo do pressuposto que eles saibam que > representa a metade de algo, como pode

ser possivel que algo inteiro somado com a sua metade seja 5 que €é o proprio inteiro?

Para Kant, um juizo falso resulta quando o sujeito toma o modo subjetivo (o sentido
dado ao objeto) da representacdo como objetivo. Ao se contentar com o que V&, ou seja, ao
atribuir sentido apenas na intuicdo, através do qual o objeto nos é dado (o fenémeno), o
sujeito pode tomar a aparéncia como verdade. Ao ressaltar que “a aparéncia ndo deve atribuir-
se aos sentidos, mas ao entendimento”, Kant diz:

Quando o fendmeno nos € dado, somos ainda inteiramente livres para, a
partir dele, julgar a coisa como quisermos. O fendmeno funda-se nos
sentidos, mas o juizo depende do entendimento e a Unica questéo € saber se,
na determinacdo do objeto, existe ou ndo verdade. Mas, a diferenca entre
verdade e 0 sonho ndo resulta da natureza das representacdes, que se referem
aos objetos, pois elas sdo idénticas em ambos, mas da sua conexdo segundo
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regras que determinam a ligacdo das representacGes no conceito do objeto
(1987, p. 60).

Como “o conhecimento requer dois elementos: primeiro, o conceito pelo qual em geral
um objeto € pensado (a categoria), e em segundo, a intuicdo pela qual é dado” (p. 86), temos
que um objeto matematico pensado nao garante que seja conhecido.

Ora, se indagassemos ao sujeito que cometeu o erro acima relatado: como pode um
inteiro mais a sua metade ser igual a um inteiro? Seria provavel que admitisse estar errado.
No momento em que é refeita a pergunta, esse sujeito pode reconhecer o0 Seu erro nesta
mudanca de contexto, pois ndo esta mais diante de uma linguagem cifrada, e sim conduzido a
refletir sobre a soma feita. E no dialogo entre professor e aluno que muitas vezes acontece o
entendimento.

Para Wittgenstein (1996, p. 42), “pode-se dizer: com a denominagdo de uma coisa ndo
se fez nada ainda. Ela também ndo tem nome, exceto no jogo”. Desta forma, temos que
significar com o jogo, pois existe relacdo entre o0 que pensamos e o que falamos, dai decorre
que pensamento é linguagem. Significacdo sO existe nos contextos (relagdo com o outro), é
pelo uso (emprego) que se determina o significado das palavras.

Porém, se admitirmos que o sujeito que errou a soma, mesmo refletindo sobre sua
resposta, continuasse com a resposta errada, poderiamos dizer que o seu erro é lIdgico, pois
continuar a admitir que um inteiro mais uma metade resulta em um inteiro é ildgico. Como
pensamento € linguagem, pode-se dizer que este pensamento é I6gico na perspectiva do aluno,
ja que ndo existe pensamento ilégico.

Assim, é conveniente perguntar como atribuimos sentidos aos enunciados. No referido

exemplo, a adi¢cdo dos numeradores, feita mecanicamente, parece ndo apresentar sentido para

. 2
guem conclui que 1+ >

N |-
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Perguntar pelas condi¢Ges da possibilidade deste sujeito, conhecer o significado da
proposicao, é supor que se tenha acesso a linguagem na qual esta escrita tal proposicao. Supor
neste um sujeito consciente, que fala consigo mesmo e que reflete sobre algo coloca o
professor numa posicdo diferente, na qual percebe que o sujeito aprende no jogo da sala de
aula, no didlogo com o seu professor e com a disciplina.

O que devo calcular? Como posso calcular (resolver)? Como posso saber se esta certo
0 que estou calculando? Séo perguntas que ndo encontram respostas quando o sujeito 1€ o
texto em linguagem matematica e ndo compreende, pois ndo consegue traduzir suas palavras.
Esta situacéo pressupde que esteja centrado em seu problema e falando consigo mesmo.

A pergunta mais adequada parece ser: Como o aluno produz significados em
matematica no contexto da sala de aula? Quais jogos de linguagem sdo mais eficientes para o
aluno produzir significados?

A construcdo possivel de uma outra linguagem na matematica € um dos problemas que
os alunos encontram para responder um guestionamento. “N&ao entendi o enunciado” é um
argumento comum na voz dos alunos. Assim, ndo basta o aluno ter construido todos os

conceitos que envolvem um dado problema, é necessario a conexdo destes conceitos. No

. . 1
exemplo da soma referida anteriormente, o aluno sabe que > representa a metade de algo, ou

seja, 0 conceito de metade estd construido, porém dar-se conta que um inteiro pode ser

representado por % e que %+§ :g deve ser uma obviedade para um aluno de terceiro grau,

mas ndo é.
Para Wittgenstein (2000, p. 31), “um significado de uma palavra é um género de

utilizacdo desta. Porque ¢é aquilo que aprendemos quando a palavra é incorporada na nossa
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linguagem”. De acordo com o que se infere do autor, a palavra “metade” para o suposto aluno
tem significado, ja que e provavel que seja utilizada no seu cotidiano.

O conceito de metade, portanto, tem significado para o aluno, pois é incorporado em
sua linguagem e “é por isso que existe correspondéncia entre 0s conceitos, ‘regra’ e
‘significado’”. Porém, “quando os jogos de linguagem mudam, ha uma modificacdo nos
conceitos, e, com as mudancas nos conceitos, os significados das palavras mudam também”
(p. 31).

No cotidiano, a palavra “metade” tem um significado, no momento de fazer a conta,
tem outro, e, ao responder 0s questionamentos do professor, quando este o faz refletir sobre o
calculo efetuado, temos mais um significado possivel. Mudam os jogos de linguagens, mudam
0S conceitos.

No cotidiano, obter a metade de uma maca é facilmente resolvido com uma faca que

corta a fruta ao meio; a metade cortada mais uma magé inteira resulta em uma macé e meia.

1 . . .
Na sala de aula, > + 1 representa uma linguagem cifrada que o aluno tem que traduzir, ou

seja, representa uma das duas partes em que foi dividido o inteiro mais outro inteiro.

Atualmente, por inferéncia de teorias como a construtivista, exige-se do professor de
matematica que mostre ao aluno como os conteldos matematicos conseguem relacionar-se
com o cotidiano. Porém nem sempre isso é possivel. Assim, o professor tem que fazer um
grande esforco para conseguir tal peripécia, e 0 aluno deve esforcar-se para acreditar que tudo
que esta ao seu redor é matematizavel.

Stella Baruk (1996) critica a demanda de que a matematica deva expressar problemas
do cotidiano. Através da pedagogia critica e social dos contetdos, José Roberto Boettger
Giardinetto (1998) também discute, no texto Matematica escolar e matematica da vida

cotidiana, a problematica da supervalorizagdo do conhecimento cotidiano frente a situacéo
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atual do ensino de matematica, manifestando, assim, uma secundariza¢do da importancia da
apropriacdo do saber escolar.

N&o podemos acreditar cegamente numa teoria educacional, j& que a nossa
compreensdo sobre uma teoria ndo pode ter rumo definido. Devemos ficar atentos ao
aderirmos a uma pratica, pois esta pode abrir outras possibilidades de intervencdo na
aprendizagem do aluno.

Com a impossibilidade de descrever o processo mental do aluno, é conveniente
levantarmos alguns dados que, temporariamente, podem fornecer algumas explicacfes para o
problema de incompreensdo na matematica.

Stella Baruk (1996, p. 326), ao comentar 0 extrato de um texto que tem como
especificidade a préatica pedagogica e os problemas de pessoas que sofrem de afasia, que “é a
perda da palavra, ou a impossibilidade de a compreender”, questiona 0s objetos onde a
palavra necessaria seria insuficiente:

S&0 o0s objetos mortos, as coisas mortas do material pedagdgico. Se nao sao
0s objetos, sdo as palavras que devem morrer. E com elas, as coisas. E é
exatamente o que acontece, porque, cada vez mais, a Pedagogia ativa mata a
realidade das palavras e das coisas por querer a todo custo, e sem nunca 0
explicar, misturd-lo com a Realidade.

A critica da autora refere-se ndo apenas as tentativas que a psicologia faz ao discutir os
insucessos dos estudantes na escola, mas também a énfase pedagdgica da experiéncia do
aprendiz com o objeto.

Os objetos pedagogicos sdo “mortos” porque, muitas vezes, eles ndo tém significado
para o aluno. Amontoados de materiais sobre a mesa do aluno mais confundem o objeto de
estudo do que esclarecem. O material concreto que tem como funcdo a experiéncia do aluno
com o objeto ndo é garantia de aprendizagem, porque o sentido ndo esta apenas no objeto a

ser manipulado, e sim, nas suas representacoes.
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Os conceitos matematicos sdo construidos com bases em estruturas logicas e nao
apresentam multiplicidade de sentidos. Como a légica refuta a multiplicidade de sentidos, ndo
é preciso buscar sempre no objeto este sentido Unico, pois muitas vezes ele estd dado sem a
necessidade de remeter-se ao exterior da propria ldgica.

Wittgenstein (2000, p. 45) ressalta que “quando alguém tenta ensinar-nos matematica,
ndo comeca por garantir-nos que sabe que a + b = b + a”, usando a palavra “sabe” em italico,
0 que denota que quem ensina deve mostrar “como” conhece aquilo que esta ensinando. O
ensinante, a0 mostrar 0 “como” sabe a quem ensina, justifica seus ensinamentos, sem precisar
recorrer a ousadas técnicas pedagogicas. Dessa forma, saber ensinar matematica nao é
simplesmente saber o que se ensina. E preciso saber mostrar como sabe o que ensina. Para
isso, o professor deve refletir sobre o seu saber e adentrar num nivel elevado de abstracao.

E provavel que o aluno resista & matematica porque resiste & abstracio. Se este fato é
verdadeiro, cabe perguntar os motivos pelos quais o aluno resiste a abstracdo. Todas as
disciplinas trabalham com um certo nivel de abstracdo. A abstracdo ndo reside na superficie
de um problema ou de um fato, é preciso um mergulho na reflexdo; talvez este seja 0 motivo
pelo qual o sujeito a recuse e recue perante ela.

Nos encontros (congressos, seminarios, cursos) de professores de matematica, muitas
técnicas sdo recomendadas para ilustrar de forma mais contundente os conceitos da disciplina.
Percebe-se que alguns professores ficam muito satisfeitos com formas diferenciadas de
demonstracOes praticas e de construcdo de conceitos atraves de material concreto. Estas
atividades pretendem esclarecer ao aluno o objeto de estudo e pressupdem que os professores
também precisam desta clareza.

Stella Baruk revela sem constrangimentos as muitas horas gastas lendo livros para
preparar suas aulas e que, posteriormente, seriam dadas em minutos. Ora, se 0 professor tem a

necessidade de muito tempo para preparar uma aula, como pode exigir que em minutos seus
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alunos aprendam o que ele proprio levou tanto tempo para aprender a ensinar? Se o professor
ndo tem muita clareza sobre um determinado conceito, como quer que seu aluno aprenda
rapida e prontamente o que para ele proprio levou tanto tempo para que se mostrasse claro em
sua mente?

Quanto & figura do professor de mateméatica®, Bachelard (1996, p. 304) diz: “E
preciso também inquietar a razdo e desfazer os hébitos do conhecimento objetivo. Deve ser,
alias, a pratica pedagogica constante. Nao deixa de ter uma ponta de sadismo, que mostra com
clareza a interferéncia do desejo do poder no educador cientifico”. Desse modo, o autor
exemplifica tal sadismo: a “atitude do professor de matematica, que se mostra sério e terrivel
como uma esfinge, ndo é dificil de psicanalisar”.

Na minha prética de sala de aula, pude perceber tal sadismo, tanto de colegas de
disciplina como também de alunos meus que atuaram no ensino fundamental e médio, o que,
de certa forma, corrobora com a descri¢do de Bachelard.

Uma aluna, certa vez, ao comentar sobre a impossibilidade de reprovar seus alunos
devido a uma lei municipal, disse-me: “Meu prazer é saber que eles vao rodar no vestibular”.

O sujeito é “falado” pelo seu inconsciente, segundo a Psicandlise. Esta professora, ao
reconhecer tal sentimento, mostra como desloca o prazer de poder reprovar. Sacrificando este
prazer, busca outro: a reprovacao de seu aluno pelo vestibular.

Outra aluna, também professora em escola regida pela mesma lei, salientou: “N&o sei
para que a gente estuda!” Seguindo a sua linha de raciocinio, estuda-se inclusive para
reprovar. Sim, € verdade, nos professores devemos reprovar os alunos que nao tém condicoes
de passar para a série seguinte. lludir o aluno ndo é ético. Mas incomodar-se por ndo poder

reprovar parece um problema de outra ordem.

1> Conforme objeto de analise de dissertacao (Silveira, 2000).
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Uma colega advertiu seus alunos de que a prova seria dificil. Por que tal adverténcia?
Parece-me que existe um certo gozo nesta adverténcia, caso contrério bastaria que
recomendasse mais tempo de estudos ou algo similar.

E evidente que ha professores de outras disciplinas também sadicos, mas as
caracteristicas de sadismo se sobressaltam no professor de matematica. Ou, pelo menos,
tornam-se mais visiveis diante de um contexto que reafirma o mito da dificuldade e medo em
matematica.

Ainda existem professores de matematica que obrigam seus alunos a colocarem seus
materiais escolares no chdo em dias de prova. Essa atitude demonstra total falta de respeito e
de confianga, pois parte do pressuposto que todo aluno traz consigo a intencdo de “colar”. A
“cola”, muitas vezes, representa um formulério que alguns professores permitem ao aluno ter
acesso.

A pesquisa “Formacao académica, situacdo laboral e profissional dos professores de
matematica do terceiro ciclo da educacéao geral basica e da educacdo diversificada” (REDUC),
feita com professores da Costa Rica, demonstrou: “Assinala-se a porcentagem de professores
que mostra satisfacdo com seu status de professor de matematica e sua situacdo laboral; e se
indicam alguns fatores que segundo estes professores incidem em seu labor e causam
insatisfacdo” (traducdo minha). Isso aponta para vontade de poder deste professor, ja que
ensinar uma disciplina que é considerada dificil Ihe da status e este, por vez, representa poder.

Estd ai o professor de matematica, “sem cosméticos e sem alegorias” (Nietzsche,
1983, p. 281), manifestando suas vontades, crendo em si mesmo e tendo orgulho de si mesmo.

Em contrapartida, o aluno também manifesta esta vontade de poder. Para ilustrar esta
vontade do aluno, trago uma observagédo de Sara Pain (1993, p. 21):

O maravilhoso no nimero é a matematica do nimero, é 0 jogo da matematica
como invengdo humana. E isso o que temos que transmitir, porque se a crianca
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pensa que nos estamos lhe ensinando Matematica para que conte carrinhos ou
balas, isto ndo tem prestigio.

N&o ter prestigio é ndo ter poder. Problematizar o processo educacional, inclusive do
aluno de classes populares, desconsiderando os desejos desses alunos, € uma ingenuidade.
Tirar 0 véu gque encobre o aluno indefeso que aceita tudo que o professor propde em sala de
aula e desvendar a sua outra face mascarada pela pobreza mostra que o aluno também tem
seus conflitos e ndo € um ser passivo e abnegado.

O problema aqui colocado néo é o de defender ou criticar o professor e o aluno, e sim
tentar entender o que impulsiona e o que impede o sucesso pretendido no ensino e na
aprendizagem da matematica.

O ato de educar e de aprender coloca alguns impasses que ndo podem ser
negligenciados. Se o sujeito-professor e o sujeito-aluno nao tém completo dominio sobre o
processo de conhecimento, temos que levar em conta suas rupturas e obstaculos, de forma que
ndo se abra mao do acesso a tradi¢édo cultural.

Somos duplos, contudo ndo nos separamos como gomos de bergamotas. Andamos
juntos, porém um se manifesta agora, o outro depois. As vezes, nossas aulas s3o maravilhosas,
as vezes horriveis. Nao é facil ndo sermos contraditérios, ndo conseguimos dar conta de tudo.
N&o temos controle do processo interno do aluno, mas também ndo temos o controle de nos
mesmos. O professor € humano, demasiadamente humano.

Stella Baruk (1996) faz pertinentes criticas ao ensino da matematica as quais nos
fazem refletir muito sobre esta problematica na escola, mas ndo aponta alternativas ou
solugdes para o insucesso do aluno na disciplina.

Muitas vezes o aluno é, de fato, uma vitima desse tipo de ensino. Porém, em

contrapartida, percebe-se a boa vontade do professor de matematica em querer ensinar melhor
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e também a seriedade com que, ndo raras vezes, ingenuamente adere a pratica de uma teoria
educacional desconhecendo seus fundamentos.

A busca pelo sucesso na educacdo é inevitavel, pois tradicionalmente a educacéao
alicercada em bases sélidas vislumbra o éxito na escola. Mas igualmente temos que lidar com
0 insucesso do aluno e das teorias nas quais os professores se filiam e se amparam.

N&o podemos acreditar em todas as vanguardas educacionais, mas também n&o
podemos refutd-las por completo. Como diz Wittgenstein (2000, p. 47): “Quem tentasse
duvidar de tudo, ndo iria tdo longe como se duvidasse de qualquer coisa. O proprio jogo da
duvida pressup0e a certeza”.

Prender-se a préaticas educacionais antiquadas sem tentar inovar é prejudicial ao ato de
ensinar e aprender. E necessaria uma constante mudanca na forma de pensar o ato de ensinar e
aprender, pois tanto aluno como professor nunca sdo 0s mesmos, eles mudam com o tempo.

“Dar aula” é um processo complexo, ndo existem férmulas prontas. “Dar explicacdes”
sem que haja didlogo com os alunos, muitas vezes de costas para eles, ndo € suficiente. Deixar
os alunos sem muitas explicacdes ndo € conveniente. Dialogar com os alunos pressupde que
seja inevitavel o esquema ‘perguntas e respostas’. E evidente que o professor fara o papel de
dirigente neste esquema, mas caso o professor ndo obtenha respostas dos alunos, ele devera
conduzir os alunos a uma resposta ou responder por eles. Se o professor pergunta e ndo obtém
respostas, € recomendavel que ele refaca a pergunta com outras palavras, na tentativa de
facilitar o entendimento do aluno. Se hé criticas a este tipo de ensinamento, cabe perguntar se
ha outra forma de ensinar.

Rotular o professor como um sujeito que estaria sempre “mal intencionado” é pouco
construtivo. Reconhecer suas falhas me parece salutar. Recriminar o professor que prevé
perguntas e respostas e ndo apontar uma alternativa me parece um atitude ingénua. E facil e

atraente responsabilizar o professor pelo fracasso escolar. Este discurso cabe para o professor
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autoritario e para o professor que trata o seu aluno como um sujeito que nao pode aprender.
Desconhecer a limitagcdo do professor e o0 seu constante aprendizado na pratica docente, me
parece também mostrar limitacoes.

Existe um abismo entre escrever sobre a pratica da sala de aula e sobre a prética
propriamente dita. A escrita aceita um escritor sem préatica docente que comente tal pratica.
Porém a prética de sala de aula requer a experiéncia do professor. Na pratica docente, existe
aluno e professor que obtém éxito, como existe aluno e professor que fracassam. Para

aprimorar a préatica de sala de aula, o importante é aprender com os erros e o0s fracassos.

5.2 AUTORIA E ESCRITA

Um dos grandes problemas no ensino e na aprendizagem da matemaética é a linguagem
matematica porque, muitas vezes, o0 aluno ndo tem acesso ao seu discurso que é o modo de
apreensdo da linguagem. Como a fala e a escrita tém parentesco, ndo compreendendo a
escrita matematica, o aluno apresenta dificuldades em expressar-se verbalmente. O aluno
pode, por exemplo, saber fatorar expressdes algébricas momentaneamente e mecanicamente,
porém, com o passar do tempo, acaba esquecendo. Como ndo consegue ver significado na
fatoracdo, ndo consegue aprender. Saber fatorar uma expressao ndo implica necessariamente
saber em que momento é necessario fatorar. Nao compreendendo e ndo sabendo quando
aplicar corretamente uma determinada regra, o aluno também néo sabe falar da mesma.

Um trinbmio quadrado perfeito pode ser fatorado mecanicamente pelo aluno. Porém é
provavel que o aluno ndo reconheca a relagéo entre 0 nome e o denominado por problemas de

linguagem: O que significa a palavra “trindbmio” ? Por que a expresséo “quadrado perfeito” ?
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A transmissao do saber através do texto escrito apresenta alguns problemas nas aulas
de matemaética. Se o aluno tem problemas com a linguagem matematica, como fica entdo a
questdo de autoria do aluno? Quando o aluno cria e inventa em matematica? Quando ele
descobre? Quando ele é autor? Para que o aluno seja autor na matematica, ele precisa
ler/escrever na linguagem matematica. A questdo se complica quando ele quer ser autor nesta
disciplina que tem o sentido fixado em sua linguagem em simbiose com a lingua materna que
tem diferentes sentidos.

A escrita tem relagdo com o simbdlico, com o significado de cada simbolo
matematico. Lacan (1986, p. 216) diz que a “aritmética” € “uma ciéncia que foi literalmente
barrada pela intrusdo do algebrismo”; isso se explica pelo fato de que, quando o simbolo
algébrico se atravessa num texto matematico, o aluno ndo sabe calcular porque ndo vé
significado na variavel que é representada pela letra.

O uso do signo dotado de significado oferece vida ao signo morto da escrita
matematica. Na obra Observagdes sobre os Fundamentos da Matemaética, Wittgenstein
(1987) conta que uma determinada comunidade tinha, dentro de seus padrdes l6gicos, uma
maneira de calcular. Porém ndo foi possivel fazer com que estes sujeitos escrevessem tais
operagdes no papel, justamente porque, para o autor, a intuicdo ndo caminha com o material
morto da escrita.

O mesmo acontece com pessoas que fazem verdadeiros malabarismos mentais, mas
ndo conseguem escrever estas operacfes. Como € o caso do aluno que desempenha muito bem
o0 papel de comerciante, ao fazer calculos corretos de troco aos seus clientes, mas em sala de
aula, é reprovado em matematica. Isso pode ser entendido a partir de Wittgenstein, que afirma
que quando muda o contexto, muda o conceito.

Para um estudante em suas relacbes comerciais, 0 conceito de adi¢do e subtracdo pode

ter um significado, na escola, pode ter outro. No cotidiano, como consumidor ou vendedor,
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um célculo errado significa perder dinheiro. Na escola, como aluno, um célculo errado
significa seu fracasso como aprendiz. A escola e o comércio tém ldgicas e contextos
diferentes. Um problema matematico vivido e experienciado no cotidiano é diferente de uma
sentenca em linguagem matematica. O aluno tem que ser capturado por essa linguagem e
produzir com ela.

A leitura de um texto matematico ndo tem significado para o aluno porque ele é um
leigo; ele 1&, mas ndo compreende. A alteridade se apresenta no texto porque existe um
“outro” na escrita, porém o texto matematico ndo apresenta um sujeito especifico. Foucault
(1995, p. 107) diz: “o sujeito do enunciado (matematico) é a posicdo absolutamente neutra
(...) e que pode ser ocupada por qualquer sujeito”, como na proposi¢do ‘o produto dos meios é
igual ao produto dos extremos’ e “o sujeito do enunciado é também o sujeito da operacao”
COMO na proposicao ‘seja uma reta (...) temos que (...)".

Qual é o sujeito na expressdo “temos que”? O sujeito parece indeterminado e
desconhecido, ndo dialoga com o leitor. Quando o autor escreve, endereca o texto a alguém
porque supde um leitor. Na leitura de um texto matematico, o leitor ndo é convocado, ele ndo
interage com o autor.

Toda obra é aberta a interpretacBes, mas o texto matematico ndo apresenta leituras
cruzadas, ndo admite diferentes leituras, geralmente admite uma Unica interpretagdo. O aluno
ndo é convocado pelo sujeito que escreve o texto, ele apenas é comunicado de alguma coisa.
O autor simplesmente lhe fornece dados. Para sentir-se seduzido, o aluno precisa operar 0
sentido e produzi-lo no cddigo do texto matematico. Sentido que entra pelos olhos, na leitura.

Para Pierce, “dizer que uma proposicdo é falsa e que se descobriu que é falsa sdo
equivalentes”. Descobrir a proposi¢do falsa é mostrar o que esta encoberto para se poder “ver”
a falsidade. Se o sujeito apenas descobre e vé uma proposi¢éo, ele ndo tem a oportunidade de

desempenhar seu papel de autor de um texto matematico.
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Uma demonstragéo € inventada porque se movimenta entre 0s conceitos matematicos.
E demonstrando uma proposicio que o aluno pode constituir-se como leitor e como autor de
um texto. Por exemplo, o aluno apenas pode ver a veracidade da proposi¢ao “por dois pontos
passa uma unica reta”; ele pode ser autor quando tiver que demonstrar a proposicao,
utilizando argumentos préprios, seja através de um desenho, seja através de uma sentenca.

Uma proposicdo matematica é descoberta pelo aluno no momento que ele vé, julga e
concorda com a sua veracidade ou falsidade. A necessidade de julgar decide a escolha dos
diferentes caminhos que o pensamento pode criar e conduz a acdo na trajetéria do
pensamento.

Quando o aluno demonstra um teorema ou faz um calculo, utilizando proposi¢des
matematicas, ele inventa uma maneira de demonstrar. E neste momento que o aluno pode
criar e ser autor de um texto matematico.

Um texto escrito em linguagem matematica tem uma escrita reduzida, ou seja, muito
se pode dizer com poucos simbolos. O professor precisa conduzir o aluno na construcao
possivel de uma outra linguagem, utilizando a linguagem materna.

A leitura que um aluno faz de um solido geométrico, num espaco bidimensional,
transposto para um espaco tridimensional causa-lhe problemas. Quando ele vé no papel e tem
que representa-lo mentalmente, a imagem deste sélido deve transformar-se, ou seja, passar de
uma dimensdo a outra. O ato de leitura necessario para reescrever o solido apresenta
problemas, justamente porque ele ndo consegue perceber todas as suas arestas.

O aluno representa muitos objetos mentalmente, mesmo que o0 objeto ndo esteja
presente. Ele ndo consegue representar um sélido geométrico porque é dificil “ver” o sélido;
ele vé o sélido desenhado no papel mas ndo vé suas arestas, ndo percebe sua altura, ndo

reconhece suas dimensdes. Esta falta de visualizacdo surge também na leitura do simbolo que
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representa a variavel, a letra, a incognita e que, muitas vezes, ndo tem sentido para o aluno,
pois este percebe a mateméatica como uma linguagem cifrada.

A escrita com simbolos matematicos reduz o horizonte de interpretacdo do aluno, e a
autoria se instaura quando o aluno oferece vida aos simbolos mortos, quando cria uma relagao
entre eles e participa do seu universo discursivo. Compreendendo a mensagem do texto
matematico, o aluno pode escrever e demonstrar a sua interpretacdo do que leu, tornando-se
autor.

O aluno leitor, o papel do mesmo e a previsdo da leitura do professor do texto pelo
aluno sdo elementos que podem definir 0 uso e a interpretacdo do texto matematico na sala de
aula. A leitura que o professor faz da prépria disciplina e do seu aluno inscrevem as

estratégias textuais, que poderdo encaminhar o aluno-leitor como intérprete e como autor.

5.3 MATEMATICA PRATICA

O ato de fazer e refazer os calculos ou de resolver listas de exercicios mostra a
necessidade do aluno de experimentar o objeto matematico em diferentes situacbes. Os
professores na tentativa de resolver o problema de aprendizagem do aluno na disciplina de
matematica, utilizam a técnica do saber-fazer. O nivel de dificuldades de uma tarefa a outra
aumenta até que o estudante alcance o nivel desejado. O ato de fazer e refazer a mesma tarefa
matematica, em diferentes contextos, busca a compreensdo da regra que lhe é implicita.

E no uso, ou seja, na aplicacdo da regra que acontece a experiéncia com o objeto.
Wittgenstein diz que nos ndo aprendemos tudo de uma vez. Para compreender a natureza do
objeto, o aluno tem necessidade de fazer muitos exercicios até conhecer o objeto em

diferentes situagdes.
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Existe circularidade entre um ato e outro. A cada exercicio resolvido, o objeto se
encontra em uma situacdo diferente. A regra de resolucdo € a mesma, mas cada proposta de
exercicio se apresenta num contexto novo. Ha projecao de sentido em cada ato.

Contudo, apesar dessa importancia do exercicio, existem, por parte dos tedricos da
didatica, algumas criticas as imensas listas de exercicios de matematica trabalhadas pelos
professores em sala de aula com seus alunos. A pergunta do porqué destas listas talvez tenha
um argumento plausivel. A cada exercicio feito ou a cada ato desenvolvido, o conceito do
objeto vai se transformando até o momento que o aluno pode conhecer o objeto e criar o seu
conceito (que esta em constante devir), para depois aplica-lo em diferentes situacoes.

Apo6s fazer diversos exercicios, o aluno pode saber encontrar a incognita de
log,8=x. Ele aplica a definicdo de logaritmo e conclui que 2* =2° e como sabe que,
conforme a regra, se as bases sdo iguais, entdo os expoentes também serdo iguais. Porém, para

a incognita na equagédo log, 9 =2, ele também aplica a regra da definicdo de logaritmo e

encontra x° =3, mas ndo sabe como prosseguir. O que parece uma obviedade para o
professor, ndo é para o aluno. No exercicio anterior, ele sabia que sendo as bases iguais, 0s
expoentes também o sdo, concluindo que x = 3. Na segunda equacéo, ele deveria aplicar a
mesma regra e perceber que, se 0s expoentes sdo iguais, as bases também serdo, e concluir
que x = 3.

Poderiamos dizer que ele ndo intuiu o sentido da regra, mas ndo é este o caso. Na
primeira equagdo, apos aplicar a regra da defini¢do de logaritmo, a variavel x se encontra no
expoente; na segunda equacao, a variavel se encontra na base. Os contextos mudam e para 0
aluno, as regras também podem mudar. Na primeira equacdo, poder-se-ia dizer: se as bases
sdo iguais (no caso, a base é dois), os expoentes (x e 3) também serdo iguais. Na segunda

equacdo, se 0s expoentes sdo iguais (no caso, expoente dois), as bases (x e 3) também sdo
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iguais. Para um professor parece ser uma redundancia inferir que, numa equagéo exponencial,
se as bases séo iguais, 0s expoentes também o serdo, e inferir que, numa equagao exponencial,
se 0s expoentes sdo iguais, as bases também serdo iguais, mas para o aluno ndao é uma
redundancia.

Para compreender cada uma das regras, o aluno precisara fazer diversas equacfes em
que a variavel se encontra na base, diversas equacfes em que a variavel seré o logaritmando e
diversas equacBes em que a varidvel se encontra no expoente, mas, para o professor, elas se
resumem em apenas uma.

. sena senb a b N
Dizer que —— =—— e que —— =—— representam expressées com 0 Mesmo
a

b sena senb
significado e o mesmo sentido ndo é tdo evidente para o aluno. Dizer que

logab=1loga+logb e que logxy=Ilogx+logy também representam expressbes com o

mesmo significado e 0 mesmo sentido. A Unica mudanga é a escolha das varidveis para
expressar tal regra, mas, para o aluno, a mudanca de variavel pode ser um indicativo de
mudanca de regra.

Ao aprender equacdo de primeiro grau com a variavel x, o aluno pode se desestabilizar
completamente ao pedido do professor para encontrar 0 mesmo tipo de equagdo com a
variavel y, por exemplo.

Caveing (2004, p. 29) traz a seguinte idéia de Descartes: “*Olhar’ ndo satisfaz mais
que ‘escutar’. Que é preciso fazer ? E preciso refazer” (traducdo minha). Refazer é fazer outra
vez 0 ato que constitui o objeto. O sujeito pode perceber, na circularide de fazer e refazer, a
regra que existe entre um ato e outro. Ele “descobre” as relagdes (propriedades) e “inventa”

regras ou “cria” 0s conceitos.
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5.4 SENTIDO E INTERPRATACAO DO OBJETO MATEMATICO

A linguagem matematica inquieta alguns alunos, que resistem a disciplina devido a
sua simbologia e ao universo subjacente a esta linguagem: abstracdo, rigor, logicidade e
formalizacao.

A forma de representagdo visual da matematica traz sérias dificuldades a
aprendizagem do aluno. A conexdo entre as representacGes visuais e as representacoes
mentais desta simbologia apresenta um problema cognitivo.

O impedimento de ver a expressao algébrica e de lhe dar sentido, ou ver um solido
geométrico desenhado no plano do papel e representd-lo mentalmente de forma espacial
apresentam o problema cognitivo ligado a semidtica, pois nos dois casos se trata de
representacdo. A algebra é representada por letras e a geometria espacial é representada por
solidos. A representacdo visual de letras que sintetizam uma expressdo algébrica e a
transposicao de um sélido para o plano demandam imaginacdo e significacdo. Representar um
solido geométrico mentalmente é dar forma espacial ao sélido sem ter o contetdo.

A imagem apresentada e a ser representada esta subjacente a proposicdo imersa numa
rede conceitual e justifica o fato de que o estudante, ao se deparar com uma proposi¢ao
matematica, diga: “fazer eu sei, interpretar o enunciado, nao”.

O enunciado x representa uma solucéo y, que figura como imagem de x. Dar sentido ao
enunciado é abrir o caminho para a sua solucdo. Se esta relacdo entre enunciado e solucdo ndo
se estabelece, podemos dizer que tal proposi¢do ndo tem sentido para o estudante.

Um enunciado matematico traz implicitamente uma rede conceitual que, muitas vezes,
0 estudante ndo dispde no momento de sua interpretacdo. A leitura e a interpretacdo de um
enunciado matematico requer entendimento de cada conceito que esta participando implicita

ou explicitamente do texto.



90

A sintaxe que se completa com a semantica abre espaco a interpretacdo do enunciado.
Como a sintaxe ndo é compreendida, a semantica ndao se completa, e o texto acaba sendo
desprovido de significacdo. O texto matematico adquire sentido para o estudante quando
todos os conceitos envolvidos sdo reconhecidos e convergem em sua totalidade para uma
interpretacéo.

Para Granger (1995), o fato epistemoldgico se constitui dentro de um espaco virtual,
dentro de um espago onde o sujeito faz suas conjeturas. A experiéncia mental na qual se
colocam os fenémenos virtuais permite calcular, esquematizar a solucéo, prever o caminho da
solucdo; € o espaco possivel de representar o real. A representacdo desses fendmenos se
movimenta dentro dos referenciais que se relacionam de forma a unir cada signo a totalidade
do enunciado.

O texto matematico tem que ser complementado pela linguagem materna, pelo
professor, de forma que propicie ao aluno o espago para fazer suas conjeturas, ligar cada signo
a idéia do texto e, assim, criar 0 seu conceito.

O professor conduz na construcdo possivel de uma outra linguagem do texto expresso
e formalizado em simbolos matematicos, em uma sequéncia légica, fornecendo a sua
significacdo. Ele mostra ao aluno o que esta escrito e qual € o significado de cada simbolo
com suas palavras, expondo ao aluno a sua interpretacdo. O aluno, ao interagir com a
linguagem do professor e com a linguagem matematica, cria um novo conceito com as suas
palavras. O conceito criado pelo aluno é uma forma de construgdo destas duas linguagens.

O texto matematico é extremamente compacto. A reducdo da linguagem em simbolos
carece de interpretacdo. Se a construcdo possivel de uma outra linguagem é fornecida apenas
com outros simbolos matematicos, sem a interferéncia da linguagem materna, a sua

interpretacdo serd deficitaria ou ausente.
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Na construcdo possivel de uma outra linguagem do texto, com o auxilio da linguagem
materna, os simbolos matematicos adquirem sentido para o aluno. O objeto, o conceito do
objeto e a apreensdo subjetiva e objetiva do sujeito em relacdo ao objeto sdo mediadas pela
sensibilidade que apenas a linguagem materna pode oferecer, e ndo através de outros simbolos
matematicos.

A intervencdo da sensibilidade no processo de conhecer o objeto conduz ao caminho
gue mostra a forma como podem ser recebidas as representacdes. Quando a mente produz as
representaces que relacionam o objeto e 0 seu conceito, existe o entendimento, assim o
sujeito constr6i um sentido para o que antes nao tinha sentido.

Quando o sujeito aprendente representa mentalmente o objeto X, ao invés de
representar o objeto y, faz uma troca dos signos. Nos processos signicos intra-subjetivos, a
troca de signos aponta para um problema cognitivo, pois y ndo representa o conceito de x.

O calculo do perimetro de um tridangulo equilatero de lado x, por exemplo, é efetuado
por um estudante de forma que ele encontra 4x. O erro deste estudante € decorrente de
problemas relacionados a sensibilidade, pois trocar triangulo por quadrado é um problema de
representacdo. Ele percebe através dos sentidos, 1é ou ouve “tridngulo” e concebe em sua
consciéncia um “quadrado”. Logo, o erro ndo esta na forma de pensar o objeto. O erro ndo é
da légica. Um pensamento ildgico seria pensar um tridngulo quadrado, por exemplo.

A lbgica é uma condicdo do proprio pensar, ndo existem pensamentos ilégicos. Para
Santaella e N6th (2001, p.15), “ndo h& imagens mentais como representacdes visuais que nao
tenham surgido de imagens na mente daqueles que as produziram, do mesmo modo que ndo
ha imagens mentais que ndo tenham alguma origem no mundo concreto dos objetos visuais”.
Assim, ndo se pode dizer que a forma de pensar um quadrado esta errada, 0 erro estd em

trocar quadrado por triangulo.
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O significado € intersubjetivo. Ndo ha um significado privado, caso existisse, também
existiria uma linguagem privada, tese que é refutada por Wittgenstein. De acordo com
Tugendhat (1992), que analisa os esfor¢os de Wittgenstein para mostrar a impossibilidade de
tal linguagem, as sensagdes do sujeito podem ser privadas. Podemos aprender o emprego de
uma expressdo atraves de nossas sensacoes. NOs aprendemos a palavra quando a empregamos
e existe uma conex&o entre a sensacao e a palavra que exprime a sensacao.
As palavras que designam algo tém um significado intersubjetivo e outro significado
que esta de acordo com a sensacdo privada de cada sujeito. Essas sensa¢fes sdo comunicadas
através da linguagem de tal forma que:

se examinarmos mais de perto como alguém estabelece o significado de tal
palavra para si mesmo, constatamos que iSsO acontece exatamente da
maneira em que se poderia explicar o significado a uma outra pessoa; tal e
tal gosto é o gosto de tal e tal uva. E ndo é concebivel nenhum outro modo
de se estabelecer o significado (Tugendhat, 1992, p. 13).

O sentido de uma proposicdo matematica, para Wittgenstein, € uma regra interpretada,
e seguir a regra é um interpretar. A regra ndo é experiéncia. As regras obrigam algo,
independente da vontade. Quem entra no jogo pretende ganhar. O jogo é previsto, ja que as
regras ndo deixam dois caminhos abertos. O jogo de linguagem tem como meta seguir a regra,
apostar no mesmo. A regra tem um contexto determinado e joga quem compreende a
descricdo da regra.

O professor precisa explicar ao aluno como se aplica a regra, pois seguir uma regra é
um jogo de linguagem determinado. “Que papel pode desempenhar um erro assim em um
jogo de linguagem? Se damos instruc@es a alguem, por exemplo, de como h& de atuar em tal e
tal caso; e essas instrugdes se revelam mais tarde sem sentido” (traducdo minha)

(Wittgenstein, 1987, p. 335).
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O adestramento da regra serve para quem ndo domina a linguagem. Seguir a regra é
fazer o mesmo. Ela se faz sozinha, s6 tem que seguir um Unico caminho. “Mecanicamente,
isto é: sem pensar. (...) Sem refletir” (traducdo minha) (p. 357). Ela diz o que fazer, ndo
precisa pensar o que fazer. N&o ha nada entre a regra e a acdo. E simplesmente produzir a
mesma imagem, de acordo com as nossas regras usuais de comparar e copiar.

Para Wittgenstein, pensar pode ser diferente de falar para si mesmo, pois posso ter
imagens sem estar pensando e estar pensando sem imagens mentais. A relacdo entre 0 nome e
0 denominado se d& no jogo de linguagem. Assim, “ter em mente” ndo é 0 mesmo que
“representar-se algo”. Na linguagem, podemos mostrar o que temos em mente e o significado
de uma palavra quando a usamos. A representacdo entra no jogo de linguagem, ndo como uma
imagem, mas como uma imagem que pode corresponder-lhe, porque o significado de um
nome se explica, em muitos casos, quando se aponta para 0 portador do nome e descreve-se
em palavras o que esta representado.

A linguagem pode transmitir pensamentos e pensar pode ser uma espécie de fala. As
palavras sdo atos cujo significado estd no uso. “Compreender uma frase significa
compreender uma lingua. Compreender uma lingua significa dominar uma técnica”
(Wittgenstein, 1996, p. 113). A esséncia do pensar é a Idgica, pois apresenta uma ordem a
priori do mundo e é anterior a toda experiéncia.

Seguir a regra € uma pratica dentro de uma regularidade. Para seguir a regra, €
necessaria a evidéncia de suas consequéncias, bem como 0s seus conceitos. Entre a ordem e a
execucdo da regra, existe um abismo que deve ser amenizado pela compreensdo. O
entendimento através de linguagem necessita de uma concordancia nas defini¢cdes, bem como
de uma concordancia nos juizos.

A duavida tem sentido apenas nos jogos de linguagem, e a capacidade de

convencimento faz parte do jogo. A davida gradualmente vai perdendo o sentido porque o
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jogo de linguagem € do dominio da logica. “O proprio jogo da duvida pressupde a certeza”
(Wittgenstein, 2000, p. 47). O julgamento ndo parte da duvida, ja que ela vem depois da
crenga. A certeza é subjetiva, mas o saber ndo. As experiéncias surgem de duvidas, mas se
baseiam naquilo que pressupomos ser uma certeza. O significado da palavra é adquirido no
jogo, 0 que antes era uma hipéGtese ou determinacdo légica adquire sentido quando é
incorporado em nossa linguagem.

O uso da regra se justifica porque o fendmeno da linguagem se funda na regularidade,
palavras com o mesmo significado s&o fundantes num jogo de linguagem. A proposic¢ao da
experiéncia convertida em regra € um juizo. Assim, o erro € um juizo falso, pois 0s juizos
estdo sujeitos as regras. Coincidéncias dos juizos e regras sdo fenbmenos iguais, em que 0
significado vem da prética, do uso.

Sob o ponto de vista gramatical, pode-se construir corretamente uma expressao
matematica sem compreender seu sentido. Quando se compreende? Quando se aplica a regra
implicita no enunciado matematico.

O sentido de uma proposi¢do surge quando é incorporada em nossa linguagem, porém
a logica matematica instaurou uma interpretacdo superficial da nossa linguagem corrente. “A
maldicdo de compreender o simbolismo matematico” (traducdo minha) (Wittgenstein, 1987,
p. 251) se resolve com o uso e a aplicacdo dos signos.

A demonstracdo de um célculo serve para nos convencer; demonstramos através de
axiomas e ndo através de proposicdes empiricas, pois 0 jogo de linguagem exclui as
proposicdes da experiéncia. Demonstramos através de juizos.

“Um jogo de linguagem: Como é de imaginar um em que aparecam axiomas,
demonstracdes e proposicées demonstradas?” (traducdo minha) (p. 368). O sujeito ndo entra
no jogo imediatamente, ele participa do jogo, quando estas leis Ihe parecem familiares e sdo

introduzidas em sua linguagem.
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Um axioma é considerado um juizo porque € um fato matematico que néo precisa ser
demonstrado, ndo precisa ser provado. A demonstracdo € uma seqiiéncia de argumentos
l6gicos que provam ser verdadeiro certo fato matematico, e que é chamado teorema. Uma
proposicdo pode ter varias demonstracfes, pois ndo existe um caminho Unico a seguir.
Quando o aluno demonstra, fixa um caminho descrevendo uma imagem.

Os jogos de linguagem que envolvem proposicdes matematicas se baseiam em
certezas, em axiomas, como todo o jogo de linguagem. Quando conhecemos algumas regras, é
possivel fazermos conjeturas modificando-as, ou seja, espontaneamente decidimos entrar em
um novo jogo de linguagem.

A linguagem representa o que é classificado, caracterizado e reconhecido através das
sensacgdes e dos objetos associados as palavras que designam tais sensacfes. De acordo com
Caveing (2004), o privado é a aplicacdo da palavra a sensacdo pois existe diferenca entre a
palavra interior e 0 espaco da linguagem que é a intersubjetividade. Falo comigo mesma,
utilizando as sensagdes que tenho com tais palavras de minha fala, mas utilizando a
linguagem que é intersubjetiva.

Procurando diferenciar percepcao de sensacdo, Japiassu e Marcondes (1996, p. 210)
consideram que “percepcao é o ato de perceber, acdo de formar mentalmente representacdes
sobre objetos externos a partir de dados sensoriais. A sensacdo € a matéria da percepcao”, e a
“sensacdo € a impressao subjetiva e interior advinda dos sentidos e causada por algum objeto
que os excita ou estimula” (p. 245).

Na acdo de representar mentalmente um objeto através da sensacdo, que é privada, o
sujeito representa o objeto com um significado advindo da relagdo com outro sujeito, um
significado de dominio publico, da relacdo intersubjetiva e que esta em sua memoria.

Quando o enunciado diz ao aluno “represente graficamente tal fungdo”, presume-se

que este busque em sua memdria o conceito de tal funcdo, a interpretacdo de tal funcdo dada
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pelo professor e a sua interpretacdo advindo dos sentidos, ou seja, 0 que ele ouviu e o que ele
viu. Porém estas percepcdes devem estar de acordo com a fungdo propriamente dita.

De acordo com Kant (1991), a intuicdo é a representacdo que pode ser dada antes de
todo 0 pensamento, logo, antes mesmo do sujeito pensar 0 objeto. Esta representacdo pode
ndo estar de acordo com o objeto, ou seja, ndo ser a imagem do objeto, e sim a imagem de
outro objeto. O objeto é um losango, porém o sujeito representa mentalmente um quadrado.
Se 0 objeto representado mentalmente pelo sujeito que aprende é realmente um losango, o
caminho para que ele construa o conceito do objeto ja se encontra aberto.

Para Granger (1995), as abstracGes matematicas ndo sdo formas tiradas da experiéncia,
sdo modelos da experiéncia. Os objetos matematicos, com seus contetidos formais, ligam-se a
realidade na contingéncia, num espago virtual. A experiéncia é também individual, no sentido
que o sujeito vivencia o objeto e guarda algo dele em sua memdria. Objetivar o vivido é
formaliza-lo, € dar forma ao conhecimento.

Todo texto matematico é impregnado de linguagem usual. Como a linguagem materna
é ambigua, podem se produzir erros na interpretacdo do sujeito. Esta linguagem é ambigua e
assujeitada a diferentes interpretacGes. N6s entendemos uma palavra e interpretamos de
acordo com o sentido que Ihe damos. O sinal recebido pela palavra ou pela coisa observada
produz uma representacdo que pode ndo corresponder a verdade e ao julgamento justo.

Quando nés objetivamos através da linguagem escrita, a intuicdo que é subjetiva faz
com que a escrita se distancie da representacdo. Dessa maneira, a matematizacao € transferida
para o ato de escrever; este fato nos torna devedores de uma subjetividade.

A escola quer ter um controle do sentido para conservar a verdade, mas as pesquisas

»16

em didatica da matematica mostram a “logica propria”~ e a ‘coeréncia interna’ nos erros dos

16 «A razdo encontra-se no imaginério e no sentido da légica interna, que n&o é contraria ao real, mas que, como
um caleidoscdpio, recria, reconstréi, reordena e reestrutura, criando uma outra ldgica que desafia a légica formal.
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alunos. Como controlar o sentido se ndo temos controle do pensamento do aluno? O sentido
da aplicacdo das palavras do professor e o sentido que o aluno da as palavras do professor sao
privados.

O aluno ndo compreende a palavra da mesma forma que o professor a compreende. O
professor fala do objeto, com uma linguagem que € polissémica e que pode ter diferentes
interpretacdes pelo aluno. Neste sentido, temos que estar atentos aos jogos de linguagem em
sala de aula e que incluem a andlise das relacbes das linguagens: do professor e da
matematica, do aluno e do professor, do aluno e da matematica, assim como do colega ao qual
0 aluno recorre para traduzir a linguagem do professor.

O problema do sentido do método do professor é também complexo. Eu trabalhei em
uma escola técnica de reputacdo reconhecida pela sua qualidade de ensino, em que havia
professores considerados pela comunidade escolar como “tradicionais” e professores
considerados “construtivistas (professores que dizem seguir as idéias de Jean Piaget)”. Em
meu trabalho com alunos do Gltimo ano do ensino médio, percebi que ndo havia diferenca de
bagagem de conhecimento entre os alunos que haviam estudado com o professor considerado
“construtivista” e os alunos que haviam estudado com o professor considerado “tradicional”.
O professor considerado “construtivista” pode estar bem-intencionado, mas € uma iluséo
pensar que o0 aluno pode construir “0” conceito que o professor quer que ele construa. O aluno
transformard o conceito do professor e construird o seu. N6s ndo temos o controle da
aprendizagem do aluno porque nds ndo temos o controle de seus pensamentos.

Quando o aluno interpreta um conceito, ele pode reproduzir o conceito e fazer
conexBes com outros conceitos, porém ele pode modificar e acarretar em prejuizo ao conceito

surgido de sua interpretacdo. Por exemplo, quando o aluno sabe que pode utilizar a razéo seno

Neste sentido, o imaginario € um processo cognitivo no qual a afetividade esta contida, traduzindo uma maneira
especifica de perceber 0 mundo, de alterar a ordem da realidade” (Laplantine & Trindade, 1997, p. 79).
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para resolver um problema com um triangulo retdngulo, ele pode estar simplesmente
reproduzindo o conceito, mas, quando ele aplica o conceito da razdo seno para resolver um
problema com um tridngulo qualquer, ele modifica e acarreta em prejuizo ao conceito. Mas 0
aluno que sabe que a razdo seno ndo é aplicada ao triangulo qualquer mostra a conexao que
faz entre o triangulo retangulo e o triangulo qualquer.

As conexdes de um conceito com outros conceitos aparecem na escrita, como
reproducdo da regra, e as conexdes que modificam o conceito, a maneira de ndo estarem de
acordo com as necessidades conceituais, aparecem como forma de um erro. Estas conexdes e
intengGes do aluno se cristalizam na escrita.

As conex0es sdo experiéncias individuais do sujeito com o objeto. O professor pode
ajudar o aluno a construir o conceito do objeto e a descobrir suas propriedades, mas as
conexdes de um conceito com outros conceitos o aluno faz sozinho.

Para o aluno construir seu conceito, ele deve “descobrir” o conceito dado, utilizando a
construcdo possivel de uma outra linguagem e a interpretacdo da linguagem matematica. Ele
cria através de atos limitados na necessidade conceitual. Porém € no contexto da sala de aula
onde ele esta inserido e também no jogo de linguagem com o professor e seus colegas que ele
interpreta e projeta sentidos seus. E nesta circularidade de interpretar e re-interpretar o
discurso do professor, dos colegas e da linguagem matematica que nasce a possibilidade de
um dominio de conexdes. As conexdes associadas a memoria do sujeito-aluno produzem sua

intencdo, que é um ato de construcao.
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5.5 0 PAPEL DA MEMORIA

A memoria interfere diretamente na construgdo dos conceitos matematicos porque o
aluno constroi seu conceito de acordo com sua memdria € com 0s conceitos que aprendeu
num outro tempo. Davis e Hersh (1990) dizem que, para Quine, a memdria € associada a
conceitualizacbes ou verbalizagOes passadas e ndo a sensagdes passadas. Assim, de acordo
com o autor, nés podemos dizer que quando o aluno trabalha com um conceito matematico,
ele utiliza sua memoria que associa a outros conceitos.

Todo conceito € associado a um objeto, e nds utilizamos palavras de dominio pablico
para falar deste objeto, mas estas palavras também tém sentido privado. A percepcdo forma
mentalmente representacdes de objetos a partir de sensacfes. As representacdes visuais € as
representaces mentais de objetos sdo produzidas a partir da realidade. A sensacéo é privada e
a idéia (o significado) é publica. O significado é intersubjetivo porque ndo existe significado
privado.

Entdo, se a memoria do sujeito € associada a conceitos com significados pablicos, e se
seu conceito de um objeto ndo coincide com o conceito da maioria das pessoas, seu conceito
porta um prejuizo originado por sua sensacdo que é privada.

De acordo com Wittgenstein (1996), a memdria ndo ocorre apenas com imagens
mentais, j& que nos lembramos de situacdes vivenciadas. Existem situacdes em que nés nao
nos lembramos das palavras, e sim do “espirito” de nossas palavras. “Eu ndo me lembro mais
de minhas palavras, mas me lembro de minha intencéo” (p. 222).

Quando o aluno citado por Baruk, ao relatar como se “arranja” para resolver questfes
em uma prova, diz: “nds nos lembramos como ele (o professor) nos explicou”, mostra que

utiliza as lembrancas de situagdes vivenciadas em sala de aula. O aluno lembra do que o
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professor explicou porque “aprendeu” ou experienciou aquilo que foi explicado. A memoria
é causal; no6s lembramos de X porque que ja tivemos uma experiéncia com X.

Ao perceber o objeto, o0 sujeito faz emergir a lembranga da experiéncia vivenciada
com o objeto. A imaginacéo ligada a percepcdo do objeto e a lembranca da experiéncia com o
objeto num outro tempo faz o sujeito criar tanto as conexfes como também o conceito das
conexdes.

O aluno lembra como o professor explicou e conecta a explicacdo dos passos de uma
regra utilizada com o problema que tem de resolver. A lembrancga da situagdo vivenciada num
outro tempo, ligada a percep¢do do aluno, faz a conexdo com a sua imaginacao e cria 0
conceito desta conexéo.

Quando o aluno escuta a expressdo “desenvolva o produto notavel”, ele traz a
lembranca os diferentes produtos notaveis escritos no quadro pelo professor ou resolvidos por
ele mesmo em seu caderno. Para Frege (1983), a palavra falada evoca a memoria da palavra
escrita. NOs pensamos em palavras e signos e, assim, nos conceitualizamos.

O processo da atividade mental é o prolongamento da atividade sensorial, no qual se
da a compreensdo. O sujeito percebe o objeto (o produto notavel), compreende o que estd
sendo pedido (o desenvolvimento do produto notavel), projeta sentido ao lembrar das
situacOGes vivenciadas com este objeto e interpreta (ao decidir qual regra aplicar para
desenvolver o produto notavel). Projeta sentido outra vez (ao desenvolver o produto notavel)
e, neste novo processo de re-significacdo a partir do sentido novo projetado no sentido antigo
(sentido que esta na lembranca), o sujeito re-interpreta (aplicando a regra de forma correta ou
modificando o conceito).

Soulez (2004) diz que, de acordo com Wittgenstein, 0 sujeito descreve o0 que vé
através da linguagem. O conceito € uma regra interpretada. Ele cria sentidos e interpreta,

como no circulo hermenéutico de Heidegger. Segundo Cavailles (1962), o entendimento
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fabrica regras. Assim, podemos dizer que a compreensao fabrica regras e, quando estas séo
interpretadas, tornam-se conceitos.

O sujeito tem o habito de construir o conceito matematico com as palavras que ele
conhece, com as palavras que fazem parte de seu vocabulario e que, para ele, tm sentido. A
linguagem do texto em que o conceito foi escrito deve ter sentido para o aluno para que ele
possa fazer as conexfes do conceito com outros conceitos. As analogias nascem destas
conexdes e relacdes e que estdo armazenadas na memoria.

Para ilustrar as analogias feitas pelos alunos, trago algumas situagdes que eu vivenciei
no decorrer de minha prética docente. Certa vez, um aluno chegou atrasado & sala de aula e
perguntou a seu colega qual o significado da defini¢do escrita no quadro. Como a aula havia
comecado um pouco antes deste aluno chegar, eu ainda ndo havia dado um exemplo para
ilustrar a defini¢do de integral de uma fungéo. Para minha surpresa, seu colega, para explicar

o significado da constante de integracdo, fez um desenho de trés parabolas do tipo

2
: . . « ) X
y = ax” + ¢ sobre 0 mesmo eixo, para dizer que a integral da fungdoy = xé y = ?+ c.

A relacdo que este aluno fez do termo independente da fun¢do do segundo grau com a
constante de integracdo é boa para melhorar o seu conceito da integral de uma funcdo. O ato
de criar seu conceito com uma representacdo grafica € associado a sua memdria e a vontade
de aperfeicoar o antigo conceito e criar um novo. Em um outro tempo, ele aprendeu a funcéo
do segundo grau, teve uma experiéncia com este objeto, podendo agora aplicar o conceito
deste objeto para melhor compreender o conceito de constante de integracdo. A intuicdo do
aluno, ao comparar o termo independente da funcdo do segundo grau com a constante de
integracdo de uma funcdo, somente foi possivel por uma ligacdo entre uma lembranca de um

conceito ja construido.
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O aluno simplifica o antigo conceito (0 conceito ja construido) para aperfeicoar o
novo. Ele faz mecanicamente estas simplificacdes, de acordo com sua memdria. Num espaco
virtual, ele faz conjeturas de conceitos aprendidos em um outro tempo e em outras
circunstancias e os aplica ao tempo atual para melhor compreender o novo conceito.

A vontade'” de criar condicdes para melhor compreender o conceito e as previsdes
feitas no ato de provar ou demonstrar estdo de acordo com a memdria. O aluno refuta ou
aprova todas as possibilidades de esclarecer o conceito com os sentidos que ele da a cada
possibilidade. Quando o aluno organiza seus algoritmos, ele faz conexdes com outros
conceitos e com as lembrancas de provas e refutagdes experienciadas em sala de aula ou no

jogo de linguagem vivenciado.

Em outra ocasido, um outro aluno resolveu a equagao do tipo |x+a| =n e encontrou

dois resultados que verificaram a solucdo da equagéo, contudo somente colocou um elemento
no conjunto das solugcGes. Perguntei-lhe por que colocou apenas um elemento, se ele havia
encontrado dois elementos. Ele me respondeu que pensava que somente poderia participar um
elemento no conjunto das solugfes. De acordo com Largeault (1993), ao evocarmos 0s erros
da intuigéo, igualmente devemos mencionar os erros da discursividade.

E provavel que este aluno tenha feito uma relagio da equagio modular com a equagéo
do primeiro grau (conceito que foi aprendido em um tempo anterior). Como a equacdo do
primeiro grau tem somente um elemento que concerne ao conjunto das solucdes, e a equacdo
gue estava no modulo também era uma funcdo do mesmo grau, o aluno constréi um outro

conceito de conjunto das solucgdes da equacdo modular.

17 De acordo com Largeault (1992, p. 16), para Brouwer, “querer-ser é anterior ao pensamento” e “a vontade
suscita a representacao intuitiva” (traducdo minha).
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Como o texto matematico € representado e escrito de uma forma abreviada e cada

simbolo € interpretado e associado a um outro conceito ou a uma imagem mental, o aluno vé

y = |x+ a| e associa a y = x + a. Representacdo de um outro tempo que ele aplica ao tempo

atual porque existe semelhanca sintatica entre as duas fungfes. O conceito melhorado pelo
aluno nasce do ato de rejeicdo do conceito antigo. O sujeito aplica regras que ele aplicava em
outro tempo, modificando o conceito para criar um novo.

E freqiiente o aluno derivar a fungdo y = sen (2 x), por exemplo, e encontrar cos (2x).2
e igualar a cos (4x), porque é provavel que ele pense isoladamente a multiplicacdo entre 2x e
2. Entdo, a regra de derivacdo da funcdo sen (ax) que é cos (ax).a é modificada para cos (aax)
pelo aluno. Este fato se da porque em outro tempo ele aprendeu que “a ordem dos fatores ndo
altera o produto”.

Quando o professor diz que a derivada de sen (ax) é cos (ax).a, ele ndo diz que cos
(ax).a que é igual a a.cos (ax) é diferente de cos (aax). O aluno sabe que as respostas de
calculos escritos em linguagem matematica podem aparecer de diferentes maneiras, porque
uma resposta pode ser simplificada ou racionalizada, por exemplo. Talvez o aluno pense que,
guando o professor escreve a expressdo a.cos (ax), ele poderia escrever cos (aax). O conceito
“a ordem dos fatores ndo altera o produto” que foi aprendido nas séries iniciais e que esta na
memoria do aluno interfere no conceito de derivada fungéo seno.

A idéia € associada a aparéncia, porgue cos (ax).a parece ser cos (axa), assim como X

+ a = y parece ser |x+a|:y e 0 termo independente da funcdo de grau dois

(y =ax® +bx+c) parece ser a constante de integracéo da funcdo f(x)=x (F(x) = [xdx =

2
X . . :
> + c). Estas analogias se estabelecem com o conceito do tempo atual e com o conceito

construido em outro tempo.
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A interpretacdo de um simbolo é associada a um conceito ou a uma imagem mental.
Quando falamos em linguagem matematica, construimos uma outra linguagem que advém dos
simbolos matematicos para a linguagem materna, porém, de acordo com Dehaene (1997), 0s
algarismos ndo sdo “traduzidos” por palavras e, para Frege, a aritmética ndo tem nenhuma

relacdo com as sensacgdes. Assim, 0 nimero € uma idéia.
O aluno sabe que r tem o mesmo significado que uma unidade dividida por dois,

caso ele “traduza” para a linguagem materna. Porém, de acordo com Dehaene, o aluno ndo faz

a traducdo, e talvez este fato justifique a modificacdo que ele faz da posi¢do dos nimeros, do

. 2 . . ,
numerador e do denominador 1) para depois igualar a dois, como no célculo

(Iim )§+1 :i :g = 2]. O aluno cria uma outra regra para encontrar uma solucdo de seu
->0x°+2 2 1

problema. Num tempo anterior, ele aprendeu que, para dividir fracbes, multiplicava-se a
primeira fracdo pelo inverso da segunda fracdo. Este conceito (antigo) ele aplica para
aprimorar o conceito atual. Porém, como no novo contexto nao € permitido aplicar tal regra, o
aluno acaba portando prejuizo ao conceito de limite de uma funcéo.

Em meu trabalho na sala de aula, percebi que os alunos tém o hébito de modificar o
conceito matematico para melhor compreender seu sentido. Esta forma de interpretar o
conceito e falar dele com suas palavras pode “melhorar o conceito” para o aluno, mas pode
também prejudicar a compreensao correta que segue as normas € o rigor da matematica. Para
compreender o conceito, os alunos fazem conexdes com outros conceitos matematicos ou com
conceitos de outras disciplinas. Largeault (1992) diz que, para Brouwer, a vontade suscita a

representacédo, e esta representacdo intuitiva deriva da abstracdo da experiéncia de um outro

tempo ja construido.
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Uma demonstracdo, uma prova € o espaco virtual no qual o aluno interpreta de acordo
com sua memoria e cria um conceito para si. Ele ndo quer somente o conceito do professor.
Ele tem vontade de criar um novo conceito com suas palavras. Ele substitui o conceito do
professor (o antigo) e cria seu conceito (0 novo). “A demonstragdo néo resulta do conceito, e
sim, da construgéo de conceitos” (traducdo minha) (Caveing, 2004, p. 246).

No movimento entre 0s conceitos matematicos, o aluno constrdi outros conceitos. Ele
aprende a mostrar o que V&, ele aprende no jogo de linguagem. O que fundamenta o0 jogo séo
as regras e as semelhangas com outros jogos que estdo na memdria. E neste movimento que
pode nascer a agdo que possibilita a formagdo de um novo conceito. Como diz Lakatos (1994,
p. 19): “pela demonstracdo o aluno mostra aquilo que ele compreendeu (...) existem
demonstracdes melhores que outras” (tradugdo minha).

A memoria auxilia a imaginacdo na criacdo de conceitos e ela pode também evocar
uma lembranca precisa e correta, quando por exemplo, o aluno precisa lembrar o valor de =
ou lembrar uma formula. O processo mnemonico utilizado em uma tradugdo trata-se de “uma
justificacdo subjetiva” (Wittgenstein, 1996, p. 129). Nos traduzimos uma palavra por outra,
utilizando “uma tabela que existe somente em nossa representacdo; como um dicionario” (p.
129).

Quando traduzimos a palavra ‘triangulo’ pela expressdo ‘poligono de trés lados’,
reconhecemos o triangulo como um poligono de trés lados. Quando traduzimos a palavra x
pela palavra y, buscamos y na tabela de varios elementos de nosso “dicionario mental” e que
estd em nossa memoria.

Segundo Wittgenstein (1994, p. 211), a memdria ndo compara dois elementos, eles
coincidem e passam a ser apenas um:

E como se eu carregasse comigo uma imagem de um objeto e através dela
reconhecesse um objeto como o objeto que a imagem expde. Nossa memoria
parece transmitir-nos uma tal comparacdo ao conservar para nés uma
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imagem de algo visto outrora ou ao nos permitir (como que por um tubo)
olhar o passado. E ndo é tanto como se eu encontrasse o objeto com uma
imagem que esta ao seu lado, mas como se ele coincidisse com a imagem.
Vejo, portanto, apenas um e ndo dois (p. 211).

Existe aluno que, ap6s derivar uma funcgdo e encontrar uma fungédo do segundo grau,

calcula as suas raizes. O aluno faz a derivada da fungéo ( f'(x) = ax® + bx +c) coincidir com

a equacdo do segundo grau (ax® +bx+c=0) e faz esta Gltima coincidir com a sua férmula

b++/b% —4ac

de resolucéo (x = — 5 ), mesmo que a aplicagcdo da férmula ndo seja necessaria.
a

Assim, para o aluno, a funcdo do segundo grau é imagem da equacdo do segundo grau e,
consequentemente, a férmula de resolucdo da equacdo do segundo grau é imagem da propria
equacéo.

O processo da atividade mental também faz abreviacbes, pois é um processo
mecanico. Esta parte mecanica é elemento para a visdo. A regra é passar de uma visdo a outra.
Soulez (2004) diz que, para Wittgenstein, ha relacdo interna entre regras e atos, e esta relagcdo
se exprime em conceitos.

A atividade matematica é sintética e, segundo Dehaene (1997), o cérebro tem a
necessidade de abreviar. Dessa forma, utilizamos um novo termo para abreviar o antigo (o
que estd na memoria). Esta necessidade de abreviacdo € reconhecida nos algoritmos e
formulas de resolucdo também como uma necessidade de fazer um esforco menor. O cérebro
evita o célculo e utiliza a memoria, porque quer evitar a compreensdo e por esse motivo, 0
sujeito faz os célculos de maneira rapida e mecanica.

A funcdo da memoria no célculo é importante. Para saber resolver alguns célculos, as
vezes é preciso lembrar algumas regras I6gicas. Faco mecanicamente o célculo “seis vezes
sete” e penso em “quarenta e dois”, porém busco na memdria ‘sete vezes oito é igual a

cinqiienta e seis’ e confirmo a primeira hipdtese, que “seis vezes sete é igual a quarenta e
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dois” e ndo cinquenta e seis. Como temo confundir as duas operag¢fes, procuro em minha
memoria as lembrancas do meu aprendizado da tabuada, para evitar a compreensao de que
“seis vezes sete” é igualasoma6+6+6+6+ 6+ 6 + 6.

Para Largeault (1993), toda intuicdo é conhecimento de um imediato, sem
intermediario nem interposicdo de raciocinios ou de elementos simbdlicos entre sujeito e
objeto. As outras caracteristicas da intuicdo tém sido com freqiiéncia enumeradas:
descontinua, instantanea, global, surge de uma sé peca, embora eventualmente preparada por
um trabalho de elaboracéo discursiva ou bem sustentada pelas lembrangas.

A intuicdo é sustentada pelas lembrancgas, as lembrancas suscitam as situacoes
vivenciadas, e 0 cérebro evita a compreensédo e utiliza a memoria. Assim, podemos perceber

que a construcdo de conceitos esta intimamente ligada a memoria.

5.6 O ERRO DO ALUNO COMO TRANSFORMAGAO DO CONCEITO MATEMATICO

E mais facil analisar a construco de um conceito pelo aluno, quando ele faz uma falta
ou comete um erro, porque aparecem as diferentes interpretacdes que ele faz de um objeto e
as confusdes com os simbolos analogos de um texto escrito em linguagem matematica. Em
um célculo correto, € dificil observar as modificagdes de um conceito, porque, se o aluno
aplica a regra de forma justa e segue o rigor de uma demonstragcdo, muitas vezes ele néo
modifica nada que possamos perceber em seus registros.

Para Wittgenstein (1987), o sujeito ndo segue a regra de forma justa porque ele ndo
tem a intuicdo do sentido da regra. Quando n6s damos instrugdes a alguém, nds ndo podemos
prever tudo o que pode acontecer na aplicacdo de uma regra. Existe uma diferenca entre crer

que nds estamos seguindo a regra e seguir de fato a regra.
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Como a epistemologia repousa sobre a verdade, a comunidade escolar ndo aceita a
transgressdo da regra, assim a escola quer ter um controle da verdade. O erro da intuigéo
aparece na discursividade, assim, a linguagem mostra quando ndo intuimos corretamente o
sentido da regra. O erro também tem a ver com a memoria, pois podemos esquecer o sentido
de uma regra.
O sentido originario grego do ensinar e aprender ja contém o termo “matematica”.

A linguagem grega € a passagem obrigatdria de todos os caminhos do saber
e da cultura ocidental. Como chamavam os gregos 0 movimento de ensinar e
aprender? Chamavam com um sé radical: manthano. Assim, méthesis € o
ensino e a aprendizagem, tanto no sentido do que é aprendido e ensinado,
como no sentido do processo de ensinar e aprender. Mathémata, o que pode
ser ensinado e ao que pode ser aprendido; e mathesés, o aluno, aquele que
ensina aprendendo; o professor, aquele que aprende ensinando (...) Para
aprender, ndao podemos receber tudo mas devemos, de certo modo trazer
alguma coisa conosco para o encontro. Os gregos chamavam esta dindmica,
do que pode ser aprendido e do que pode ser ensinado, de mathema, donde
provém os termos ocidentais de matematico e matematica (Ledo, 1977, p.
46).

Para Ledo, ao reconhecermos o sistema dos numeros naturais “ndo fazemos sendo
tomar conhecimento de algo que, de alguma maneira, j& temos”, referindo-se a contagem.
Desta forma, “o nimero é algo que pode ser ensinado e aprendido, € um mathema”. Seguindo
suas reflexdes, pergunta:

Onde nos perdemos para virmos a errar pelo matematico? NGs nos perdemos
na manobra do Pensamento, que por obra da mdo da Linguagem nos
encaminha no caminho de aprender e ensinar. SO entrando no jogo da
Linguagem é que encontramos um principio de unidade realmente integrador
das dimensdes e niveis de aprender e ensinar (p. 50).

Erramos quando ndo intuimos corretamente o objeto e, dessa forma, também néo
construimos o conceito correto deste objeto. N&o intuimos o sentido correto da regra que
supde 0 seu conceito. Este erro aparece na discursividade e é nela que também podemos
aprender o sentido correto da regra.

Brouwer e Ledo tém uma visdo diferenciada da matematica no que se refere a

dependéncia da linguagem para a sua atividade. Porém concordam no sentido de que a



109
matematica constroi conceitos, a partir de algo que ja tem uma representacdo. Dehaene (1997)
também estd de acordo com o fato de trazermos conosco capacidades de fazer operacdes
elementares.

Para melhor compreender o erro em matemética, foram analisados trés livros que
discutem este tema. Eles mostram diferentes tipos de erros dos alunos e dos matematicos. O
livro Barry Cipra (1985) discute o erro do aluno no Calculo Diferencial e Integral e trata de
mostrar ao leitor como encontra-lo antes do professor. Os erros que o autor refere parecem
ser, em sua maioria, erros decorrentes da falta de atengéo do aluno ou quando ele se engana.

Cipra (p. 100) escolheu seis categorias de erros comuns : 1) a auséncia dos sinais
menos ; 2) o desaparecimento dos parénteses ; 3) a perda dos coeficientes ; 4) acidentes que
acontecem aos expositores ; 5) a inversao fracionaria; 6) os calculos descontrolados.

Como exemplo de um erro do  aluno, 0 autor  coloca:

«d dX(x4 +5x® —x+1) =4x® +3x* —1”. O exemplo mostra que o aluno sabe derivar, mas ao

derivar o segundo termo do polindmio, ele provavelmente se engana ou esquece de
multiplicar o expoente 3 pelo coeficiente 5. Mesmo que ele ndo saiba que deveria efetuar tal

multiplicacdo, é possivel que reconheca o erro ao comparar com a resposta correta.

1 1 I
Outro exemplo: %tsdt = 7—5t4 +¢”, onde o autor faz a observacao “isto se produz

sobretudo no momento onde vocé comeca a aprender a integrar. VVocé estd habituado a
diferenciar - onde no6s o multiplicamos- de forma que vocé continua sobre seu proposito”
(traducdo minha). Talvez o aluno cometa este tipo de erro porque ndo saiba fazer a distin¢ao
entre a derivagdo e a integracdo de funcbes, ou entdo ndo saiba operar corretamente com
fracoes.

Para os célculos “descontrolados” citados pelo autor, trago alguns exemplos de minha

préatica em sala de aula. Certa vez, disse em sala de aula aos alunos que deveriam ler com
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atencdo os enunciados dos problemas que séo solicitados nas avaliagdes, pois perdiam tempo
respondendo questdes que ndo seriam avaliadas. Um aluno argumentou que isso ocorre
quando ele ndo sabe o que responder: “faz tudo” o que sabe sobre aquele determinado
contetido que esta sendo avaliado.

Este exemplo mostra como 0 aluno se perde nos campos conceituais da disciplina e
explica os sentidos que ndo consegue perceber nos enunciados matematicos. Como nao
consegue interpretar o que esta sendo solicitado, “faz tudo” o que sabe. Isto Ihe garante que,

dentro desta “grande” resposta, 0 que esta sendo perguntado seré respondido.
Um aluno de ensino superior tinha em seu caderno: 2x* = 2.2.x, mostrando que ele se
perde com o simbolismo, pois derivou a fungdo f(x)=2x> e encontrou f'(x)=4x; como

ele ndo tem bem claro o significado destes simbolos, ndo os utiliza de forma devida, assim,

iguala a funcéo a sua derivada.

Ap6s ter derivado corretamente a fungdo f(x) = x> —3x e encontrado f (x) = 2x-3,
. 3 , .
outro aluno conclui que 2x -3 =0¢e que x = > Neste caso, tem em sua memoria a regra de

resolugio de uma equacdo do primeiro grau. Como ele deriva a fungdo f(x)=x"-3x e

encontra uma funcdo de primeiro grau, segue 0 propdsito de resolvé-la, justamente porque
este procedimento esta em sua memoria.

O livro que trata da inquietacdo de exatiddo e escrapulos dos matematicos, escrito por
F. Rostand (1960), mostra como o matematico, guiado pela intuicdo e memdria, comete faltas
e erros. Os erros cometidos por matematicos sdo analogos aos erros cometidos por qualquer
estudante. Nesse sentido, trata-se de um livro que pode contribuir para uma pesquisa dos erros

dos alunos.
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Para Rostand, o sentido que o matematico confere a uma expressdo matematica pode
modificar o sentido da expressdo. Comenta que, de acordo com Poincaré, estamos expostos ao
erro, quando trocamos uma proposi¢cdao por uma proposicdo um pouco diferente e lhe
atribuimos um outro sentido. Rostand acrescenta que também estamos expostos ao erro,

quando “esquecemos o sentido de uma regra” (traducdo minha) (p. 10).

“A proposi¢do um pouco diferente”, comonocasoy =x +ae y= |x+a|, para um

matematico, é diferente, mas, para o aluno, é um “pouco” diferente, e é por isso que, as vezes,
0 aluno constroi seu conceito de fungdo modular com os julgamentos da funcdo do primeiro
grau, pois elas s@o aparentemente iguais.

O aluno também “esquece o0 sentido de uma regra”. Ao se deparar com uma funcéo do
segundo grau, mecanicamente aplica a regra que resolve uma equacdo do segundo grau,
mesmo que para resolver a questdo ndo seja necessario encontrar as raizes da equacgdo. A
memoria interfere diretamente na construcdo de conceitos, porque o aluno tem o habito de
construir seu conceito de acordo com sua memoria e com 0s conceitos que ele aprendeu num
outro tempo.

Para Rostand (p. 18):

numa perspectiva da historia refeita, nds definiriamos entdo a falta “l6gica”,
gue “poderia” chegar ao erro; falta definivel em tanto que relacdo de um
texto correto e de um texto incorreto. Mas n6s podemos considerar também a
falta psicoldgica, a operacao intelectual defeituosa, que encaminhou ao erro
ou que teria podido encaminhar: lapsos, falta de memdria, negligéncia...
(traducdo minha).

Os lapsos e negligéncias séo realmente considerados como erros, mas nem sempre tém
sua origem em uma ma compreensdo do aluno. Um erro pode ser uma negligéncia daquele
que calcula. Quando o sujeito reconhece o erro, ele renuncia e corrige. E diferente da

persisténcia da iluséo de ter aplicado corretamente a regra, na qual o sujeito acredita que seu
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raciocinio estd correto e ndo percebe o erro. O sujeito ao acreditar que esta seguindo
corretamente a regra, constrdi um conceito que ndo segue as exigéncias da matematica.

O problema que nasce com as confusdes e calculos descontrolados citados por Cipra
acontece quando o aluno se perde nos célculos, principalmente nos célculos algébricos. O
aluno faz o primeiro célculo, deste primeiro célculo surge outro célculo e, assim,
sucessivamente. Neste interim, o aluno parece esquecer a pergunta inicial e se perde no
emaranhado de céalculos do seu rascunho, como nos exemplos citados anteriormente, nos
quais o aluno igualou a funcdo a sua derivada, e o outro aluno calculou a raiz da derivada da
funcéo.

Rostand diz (1960, p. 35) que, neste caso, 0 matematico “ndo descrevera mais
necessariamente sua intuicdo primeira; ele descrevera melhor estas provas sem ter atencdo a
primeira intuicdo que ele teve” (traducdo minha). Sobre os escrupulos dos matematicos, diz:

M. Degen (...) escreve ele a Hermite, e embora eu veja bem que nds ndo
podemos nada criticar a seu novo raciocinio, eu ndo percebi ainda em qual
ponto antigo se encontrava em defeito (...) nos casos favoraveis, o
matematico consegue provar escripulos novos, e a renovar sua maneira de
ver a demonstragdo” (traducdo minha) (p. 150).

Os escrupulos novos dos quais fala o autor sdo outras interpretaces, outras maneiras
de ver o antigo escripulo. E uma forma de melhorar a compreenséo do conceito; assim, nos
ndo podemos dizer que 0 matematico constréi novos conceitos com seus novos escripulos?

Para Rostand (1960, p. 151), “o escripulo que nasce ao contato da demonstracdo
errada reintroduzira a subjetividade das estimativas na objetividade do erro” (traducdo
minha),

pois o escripulo é subjetivo; é pela subjetividade que Kant definia o
escrupulo : “Uma razdo oposta a uma outra, mas que tem apenas um valor
puramente subjetivo, é um escrupulo (...). No escrupulo, nés ndao sabemos se
0 obstaculo a crenca tem um fundamento objetivo ou puramente subjetivo
(...)”. Seria conveniente entdo procurar “a razdo da duvida”, de “dissipar” o
escripulo, seja abrindo, seja discernindo um ponto errado na demonstracdo”
(traducéo minha) (p 111).
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A subjetividade é pessoal, ela é do sujeito e € uma interpretacdo que o sujeito da a um
conceito. Assim, a interpretacdo que ele d& a um conceito pode ser chamada de seu conceito e
“0 material matematico se afina, pela elaboragdo de conceitos novos, e que permitem evitar o
golpe sobre certas classes de erro” (traducdo minha) (p. 154). “Sem ela, ndo tem lei, a
matematica torna-se uma tarefa ‘de experiéncia’ pessoal” (traducdo minha) (p. 196).

Se a matemaética torna-se uma tarefa de experiéncia pessoal, n6s podemos dizer que 0s
conceitos matematicos também tém uma interpretacdo subjetiva. Existe o conceito escrito
com o rigor da linguagem matematica, mas o sujeito faz sua interpretacdo e constroi seu
conceito com a sua linguagem.

Sobre a linguagem, Rostand (p. 197) diz: “Se Houel e Darboux ndo se entendem, é
porque eles ndo falam sempre a mesma linguagem (...). Conforme o tipo de espirito deles, 0s
matematicos sdo mais ou menos sensiveis a tal ou tal forma de argumentos” (traducdo minha).

Eles ndo falam a mesma linguagem porque tém interpretacdes diferentes de uma
mesma proposicdo. Assim, a interpretacdo de uma proposicdo matematica € também
individual. Uma proposi¢do envolve conceitos que sdo objetivos, pois obedece as exigéncias
I6gicas e estruturais da matematica. Porém uma proposi¢do, mesmo envolvendo conceitos
objetivados pelo rigor da matematica, é suscetivel de uma leitura subjetiva. Um problema de
geometria espacial, para ser resolvido, pode ter diversos caminhos de resolucéo e isto se deve
a leituras e interpretacdes diferentes do mesmo enunciado.

Na obra de Samuel Johsua e Jean J. Dupin, os autores fazem uma anélise da didatica
das ciéncias e matematicas, escrevem “os trabalhos de pesquisa em didatica das ciéncias e das
matematicas” e mostram que:

os alunos sao de fato conduzidos a cometer erros de maneira repetida. Mas o
termo erro pode ser engano (...) de fato, as concepcBes e modos de
raciocinio aparecem ao contrario como relativamente organizados e dotados
de uma légica prépria, e aptas a ganhar ainda em coeréncia interna, tudo
restando distantes dos modelos canénicos (tradu¢do minha) (1993, p. 121).
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Se 0s erros sdo organizados e dotados de uma ldgica prépria, nés ndo podemos dizer
que seja uma negligéncia do aluno, e sim que sua interpretacdo ndo coincide com o conceito
apresentado por seu professor. Ele compreendeu mal porque construiu seus conceitos com
uma interpretacdo diferente das exigéncias e do rigor da matematica. A coeréncia
interna existente nos erros dos alunos apresenta uma ldgica prépria, contraria a logica
matematica.

Se ndo existe pensamento ilégico, por conseqiiéncia, ndo existe erro sem uma légica.
O erro aqui considerado é a demonstracao de um raciocinio nao aceito, ou seja, um juizo falso
e que ndo pode ser confundido com o engano. Errando o sujeito tem a ilusdo que esta correto,
mesmo apos uma releitura do texto matematico no qual figura o erro; diferente do engano,
que pode ser corrigido pelo sujeito. No erro, a ilusdo do juizo correto persiste, no engano, a
ilusdo se desfaz.

Para dar exemplos de trabalhos sobre as concepcbes dos alunos, os autores Samuel
Johsua e Jean J. Dupin mostram uma pesquisa com o tema ‘diferenciais’, um exemplo de
cooperacao entre as disciplinas Matematica e Fisica. O relato dos resultados aponta:

nos problemas correntemente propostos aos estudantes, estes (0s estudantes)
ndo precisam de tais consideracGes conceituais. Eles utilizam algumas

marcas linglisticas como “elementares”, “muito pequenas em comparagdo
comas tais marcas”, e as conectam com os procedimentos, entdo o0s
fundamentos conceituais séo perdidos de vista (traducdo minha) (p. 136).

Se “os fundamentos conceituais sdo perdidos de vista” é porque os alunos constroem
seus conceitos com suas palavras, por isso mesmo “utilizam algumas marcas linguisticas”.
Estas marcas sdo “muito pequenas em comparagdo com” porque o aluno tem o habito de
reduzir o antigo conceito (o conceito dado pelo professor) com as palavras que estdo no seu

vocabulario.
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De forma similar, Rostand (1960, p. 163), ao falar do habito do matematico de
economizar, diz: “Assim, o calculador se da sistematicamente a tarefa mais facil, escolhendo
as operagdes que exigiram dele o menor controle e o menor esfor¢co de memoria” (traducao
minha).

Stella Baruk (1985, p. 203), de forma similar, fala do problema dos alunos com as
definicBes matematicas. Ela menciona o testemunho de alguns alunos entrevistados por uma
revista. Nesta entrevista, um aluno diz: “n6s nao a sabemos e nds podemos muito bem saber o
exercicio sem saber a definicdo”; ao responder a questdo “como tu os (exercicios) faz?”, outro
diz : “nds nos arranjamos, nds nos lembramos como ele (o professor) nos explicou”; um
terceiro aluno completa, dizendo: “se tem uma palavra que estd mal colocada na defini¢do ou
que nos esquecemos, mesmo se € um x ou um N, nds temos 30 vezes que copia-la” (traducéo
minha).

“Uma palavra que estd mal colocada” refere-se ao rigor de seguir uma definicdo
matematica que nao admite equivocos e que o aluno reconhece. “30 vezes que copia-la” é o
castigo pelo erro cometido.

“A definicdo que nos esquecemos” ou “nds nos lembramos” refere-se a necessidade e
importdncia da memdria do sujeito para fazer conexdo entre os simbolos e conceitos
envolvidos numa definicdo matematica.

“NoOs nos arranjamos, nés nos lembramos como ele nos explicou” faz referéncia aos
procedimentos técnicos que sintetizam o algoritmo para se resolver um célculo. O algoritmo é
util para o aluno, porque se apresenta como uma reducdo de um conceito. O aluno, muitas
vezes, ndo se pergunta o que se calcula e sim como se calcula.

Qual o significado do fato de o aluno ndo saber, por exemplo, a definicdo de uma
equacdo do segundo grau e saber encontrar suas raizes? De forma implicita, ele sabe a

definicdo, porém ele sabe com suas palavras. Ou seja, ele pode ndo saber a defini¢cdo de forma
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que obedeca ao rigor da linguagem matematica, mas ele sabe com outra linguagem, a sua
linguagem. Saber aplicar o algoritmo que encontra as raizes de uma equacgéo do segundo grau
é saber identificar uma equacdo do segundo grau.

No mesmo livro, a autora descreve um erro de um aluno ao responder o pedido do

dominio da funcdo: “f: R >N e x— f(X)=x-37, e diz. “Obtive um dia esta

pérola:D(f)=%R-{1}. (...) O ‘raciocinio’ é entdo o seguinte : x — 3, é como x — 3 sobre 1?
Sim, x—3=XT_3. Entdo, como ndo é preciso que o denominador se anule, 1 deve ser

excluido do dominio da definicéo (...) 1 ndo deve ser nulo” (traducdo minha) (p. 19).

Parece que esse exemplo trata de uma constru¢do de um conceito pelo aluno, porque
ele faz sua regra do dominio de fungdes reais. Ele cria uma regra para si com uma “légica
prépria”. Esta légica ndo coincide com as exigéncias conceituais e, por este motivo, Baruk
salienta que o raciocinio do aluno é uma “pérola”.

Deve-se estabelecer a diferenca entre falta de atencéo para realizar um célculo e falta
de memoria para definir a regra que se deve aplicar. E preciso estar atento para o fato de que o
aluno pode nédo saber, por que néo estuda; ou estuda, mas ndo compreende, ou ainda pensa
que compreendeu, mas constroi o conceito de forma incorreta. O professor ndo pode ficar na
iluséo de que o aluno aprendeu.

Para Rostand (1960, p. 64),

por consequiéncia, uma impropriedade, um absurdo, uma re-negacdo, uma
generalizagdo abusiva, uma omissdo, uma substituicdo de um caso a um
outro caso, andlogo mas nédo idéntico, podem ser dados a um lapso, a uma
confusdo, a uma negligéncia; uma alteracdo serd dada a um lapso, a uma
confusdo, a um esquecimento, a uma negligéncia; uma falta de verificacéo,
uma falta de contra-exemplo, provém de uma confusdo, de uma falta de
idéia, de um esquecimento, de uma negligéncia; ...De alhures toda “falta”
psicoldgica ndo origina um erro (tradugdo minha).
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Penso que o autor pretende dizer que estas ‘faltas psicoldgicas’ que um matematico
comete ndo originam em erro porque estes ‘erros’ podem ser corrigidos, no momento que 0
matematico corrigir a si mesmo, como se fosse um estrangeiro no seu trabalho intelectual. E
bem provavel que o matematico reconheca seu erro, quando corrigir seu préprio trabalho
como se estivesse corrigindo o trabalho de um outro.

O erro do aluno nos possibilita perceber de forma mais clara as modificagcdes de um
conceito. Mas ndo é todo erro que mostra a constru¢dao de um novo conceito. Ainda que o erro
analisado seja reconhecido pelo aluno, esse erro pode ser uma negligéncia ou um lapso. Se o
aluno ndo reconhece o erro como erro, ele tem a ilusdo de que estéa certo. A compreensdo que
0 aluno faz do conceito dado pelo professor pode ser um outro conceito surgido da sua
interpretacéo.

Ao se deparar com 0 objeto matematico, o conceito do objeto sofre intervencdo da
imaginacdo e da memoria. Estes julgamentos virtuais do objeto tém necessidade de uma
formalizacdo. Existe uma ruptura com a intuicdo, o aluno abandona o conceito antigo, e sua
intengé@o de determinar um novo conceito com suas palavras faz com que crie uma nova regra,
um novo conceito.

A construcdo do conceito pelo aluno acontece num movimento dialético com sua
intuicdo®, porque a intuicdo pode surgir do conceito, e do conceito pode surgir a intuicéo. “A
intuicdo intelectual de um entendimento conhece o que cria e cria 0 que conhece” (traducédo
minha) (Pierobon, 2003, p. 208). E no movimento entre o objeto matematico e 0 seu conceito

que surge uma rede de intengbes do sujeito-aluno. A compreensdo prévia do objeto permite

18 «A dialética tem penetrado nosso espirito que dirige nossa imaginacdo intuitiva, isto é, ela influencia na
maneira como nos representamos intuitivamente certos géneros de objetos. Assim as intengdes conceituais da
dialética se encontram em alguma forma, intuitivamente realizadas pelas interpretacfes espontaneas. Isso torna
claro igualmente o fato que a intuicdo pode surgir dos conceitos” (traducdo minha) (Bernays, 2003, p. 107).
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que o sujeito o interprete, projete sentidos na interpretacdo e construa seu conceito na
compreenséo do objeto.

Existe uma circularidade entre o conceito e o ato de interpretacdo. Essa circularidade
ndo € estatica, porque o conceito produz um ato e este ato retorna ao conceito. O conceito é
aperfeicoado, na perspectiva do aluno, porém este novo conceito que € transformado em cada
ato de interpretacdo do aluno pode ter um erro I6gico produzido pela sensibilidade. Este novo
conceito produz outro ato, pois a circularidade se interrompe quando seu conceito é
construido. E um movimento autdnomo e imprevisivel. Reconstruir o conceito dado é criar
através de atos limitados na liberdade, ou seja, a liberdade criativa do aluno é articulada a
necessidade conceitual da matematica.

Esta circularidade define a construgdo de uma outra linguagem que o aluno faz do
conceito recebido em linguagem formalizada e da linguagem do professor. O aluno interpreta
as duas linguagens e constroi seu conceito. Neste ato de interpretacdo, ele projeta outros
sentidos e re-interpreta através de uma sucessdo de atos. O conceito vai se transformando
pouco a pouco. Os atos que sao limitados na liberdade conceitual também estéo inseridos num
dominio de conexdes da memoria do aluno. A experiéncia do sujeito com o0 objeto
matematico é propiciada pelas sensagdes e articulada com a memoria.

Quando o aluno formaliza aquilo que conhece do objeto, ocorre a perda da intuicdo®,
porque a imaginagdo perde sua liberdade. Colocar um contetdo na forma escrita é objetivar o
subjetivo.

E através da linguagem matematica que nds podemos identificar onde se opera o
conhecimento matematico, entdo é nela que nés podemos observar a constru¢do de um novo

conceito. O ato da construcdo do conceito manifesta a intencdo do sujeito, enquanto sujeito

19 para Pierobon (2003, p. 206), “a razdo pura e pratica n&o tem articulacdo direta com a intuicdo” (traduco
minha).
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que interpreta. A intencdo nasce do dominio das conexdes do conceito e daquilo que esta na
memoria do sujeito-aluno.

O exemplo dado por Stella Baruk, do aluno que escreveu como resposta R — {1} para
o dominio da funcdo y = x — 3, mostra que ele construiu uma regra incorreta. A regra que ele
construiu ¢ R — {denominador} e seria melhor R — {raiz do denominador}, para garantir que
0 denominador néo seja nulo.

Uma demonstracdo ndo resulta do conceito, e sim da construcdo de conceitos, ou seja,

da conexdo que o sujeito faz do conceito com outros conceitos. O aluno do exemplo citado

. . . X+2 .
acima talvez tenha percebido que para a fungdo y = L, x deve ser diferente de zero; para a
X

x 2X+5
fungéo y=

, 3x deve ser diferente de zero e, consequentemente, x deve também ser
diferente de zero. Assim, para ele, a funcdo y = x — 3, que também pode ser pensada como
X—3 . .
y = EE um deve ser diferente de zero. Podemos perceber que mesmo que a regra nao seja
correta, existe uma légica na construcao dessa regra construida pelo aluno.
~ 3 5 . ] L
Quando a aluna faz a operacéo §X§_1 e iguala a - 1, também mostra a sua ldgica

prépria e o conceito que ela reconstruiu. “Nada” menos um é igual a - 1. Ela faz a traducéo do
que se mostra, do que aparece e do que desaparece. A traducdo do que é visto se transforma

no algoritmo: 3 simplifica com 3, 5 simplifica com 5 e sobra “um nada”.
3 5 « L
Ao calcular g><§—1, a aluna néo escreve 0 — 1 = - 1 na resposta, mas fica implicito a

presenca do zero. Ela transforma o conceito de multiplicagdo de fragcOes por problemas

relacionados com a ilusdo do que foi visto. Reconhece a igualdade gxg = gxg e é provavel
X
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. . .. 3 5 )
que ela aplique de forma isolada e correta o conceito §X§ =1. Porém, ao se deparar com 0

.35 .. 35 w —
conceito g><§—1, ela transforma o conceito g><§ em “um nada”, j& que ele se encontra em
outro contexto.
.. .3 5 N
O ato de resolver a multiplicacéo c X 3 e diminuir de 1 segue a regra das operacgdes
com fragdes. Mas, durante a aplicacdo desta regra, a aluna engendra outra regra (regra no

contexto). Quando Ihe perguntei: “quanto é a multiplicacdo de g por 27 ela responde de

imediato: “é verdade, g X g 1ndoé-1,e0".
As regras estdo sempre num estado de devir, pois dependem do contexto. A

multiplicacdo de % e g que € igual a 1, num outro contexto, para a aluna, é igual a 0, mas no

momento em que reflete sobre a minha pergunta, se recorda que o resultado dessa
multiplicagdo é 1 e ndo 0. Na perspectiva do aluno, muda o contexto, muda o conceito.

Na algebra, desencadeiam muitos problemas de aprendizagem do aluno. Existe um
campo imenso para o aluno inventar regras que ndo estdo de acordo com o campo conceitual.

Para o aluno, existe uma conexao entre matematica e magia. Como mencionou Baruk, a

. L a+c¢C : £ C « e ot s
magia da expresséo Py ser igualada a expresséao b O aluno nédo sabe o que é “a’, ‘b’ e ‘c
a+

e talvez estas incognitas ndo tenham sentido. Ele simplifica o ‘a’ do numerador com o ‘a’ do
denominador, o que em outro tempo, fazia na multiplicagcéo de fragdes.

Mesmo na aritmética, em que existe uma forma mais simples de intuir o objeto, nés

, « ~ 1 . .
encontramos problemas de interpretacdo, como, por exemplo, a fracdo Eser igualada a dois,
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1 1 , 2 :
ou no caso da soma de 2 e 3 ser igualada a r Como existem regras para encontrar as

imagens das incognitas que o aluno ndo compreende, ele interpreta estas regras com um
significado de magia, justamente porque ndo consegue fazer a abstracdo da significagédo dos
simbolos l6gicos para representar mentalmente os objetos.

O problema do sentido que o aluno atribui as letras na algebra é bastante complexo. O
sentido pode se dar num tempo posterior, mas também pode se perder. O aluno pode com o
tempo dar sentido apoOs estabelecer semelhangas, como também pode confundir o que
aprendeu no passado e o que tenta aprender no presente.

Ao estudar as operacdes algébricas, o aluno pode resolver mecanicamente a expressao
(a+b)* e encontrar a® + 2ab +b? através de uma regra, mas ele pode constatar que (a +b)*=
(a + b) (a + b), podendo inclusive perceber geometricamente esse produto. Mas, em um outro
tempo, a expressdo (a+b)’ pode ser abreviada erroneamente pela expressdo a’ +b?, porque

ela ndo faz mais sentido para ele.
Existe aluno que, mesmo depois de ja ter experienciado o conceito de limite de uma

x . . . . x-1
funcdo e também ter lidado com grandes cifras, ao calcular o lim—

x—o X —1

e encontrar

. X— X— . «
lim—— = = lim(x +1) = oo, erra durante o processo de sua resolugéo.
x>0 X5 ] x> (X+1)(X—1) X—>o0

E provavel que este aluno admita que %:% e que, ao estudar a simplificacdo de

-1 x-1
x> -1 (x=-D(x+1) x+1

fracdes algébricas, também admita que , entretanto, no momento

em que esta lidando com o conceito de limite de uma funcgdo, estes outros conceitos parecem

ser abandonados.
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.oox=1 . o x-1 ] X —
O lim é calculado como lim = lim

5 = =0. O aluno
x>m X° -1 xow x° =1 xoe(X+1)(x-1) x=x+1

deveria lancar mao do conceito de simplificacdo de fracBes algébricas que estudou
provavelmente na 7°. série do ensino fundamental e que justifica o fato de “dever” saber que

x—l_ x-1 1

721 (x=1)(x+1) Tk Na 4% série do ensino fundamental, é possivel que tenha
X = X=1)(x+ X +

estudado a simplificacdo de fragfes durante seus estudos de aritmética, justificando o fato de

“dever” saber que, por exemplo,

SN
N |-

Este aluno ndo estd mais na 4°. série, nem na 7°. série do ensino fundamental, ele esta
em outro tempo, em outro lugar. Neste novo contexto, os jogos de linguagem também néo sdo
0s mesmos. A ordem ndo é mais “simplifique as fracdes abaixo” ou “simplifique as seguintes
expressOes algébricas”, e sim “calcule os limites das seguintes funcbes”. Novo contexto,
novos jogos de linguagem e novos conceitos. A rede conceitual pode se ampliar e trazer
sucesso, ou entdo se emaranhar de tal forma que o sujeito aprendente torna-se um fracassado.

Apobs derivarem uma funcio e, por exemplo, encontrar '(x) =2 x>+ 2x + 4, alguns
alunos dividem por dois apenas o lado direito da igualdade ( ’(x) =x*+ x + 2). O motivo
dessa divisdo ndo seria, para eles, 0 mesmo quando se costuma dividir 2x*+ 2x + 4 = 0
também por dois com a intencdo de simplificar a equagdo? O motivo que justifica que na
equacdo é conveniente dividir por dois e na fun¢do quadratica ndo, € um novo conceito.

O aluno, ndo raras vezes, ndo se da conta de que uma proposi¢cdo matematica, apds
uma transformacdo légica, ndo muda de sentido. Para ele, ap6s a transformacdo ldgica, a
proposicao esta em outro contexto e, conseqiientemente, sera outra com outros conceitos.

A demonstracdo da resposta deste aluno representa uma nova imagem, ja que nao

consegue ver similaridade entre o que antes “podia fazer” e que agora “ndo sabia que néo
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podia fazer”. E no movimento entre os conceitos que o aluno perde o rumo e “n&o sabe mais
0 que fazer”.

Ap06s derivarem uma funcdo, alguns alunos acrescentam ao resultado a constante de
integracdo. Eles misturam derivacdo e integracdo de fungdes, porque sdo conceitos que ndo
estdo claros em suas mentes. Diferentemente do aluno que alarga seu conceito de uma

constante de integragio ao fazer um desenho de trés ou quatro parabolas do tipo y =ax® +c¢

num mesmo eixo, para exemplificar a constante da integral da funcéo y = x.
Thirion (1999) diz que Georges Canguilhem salienta que o momento no qual um
conceito muda de sentido é quando ganha um sentido maior. Porém, quando este sentido ndo

corresponde as necessidades da matematica, o conceito sofre prejuizo e o aluno também.

5.7 MOVIMENTO PARA A ACAO DE UM NOVO CONCEITO

A necessidade de criar conceitos sempre surge na tentativa de resolucao de problemas.
O conceito engendra outros conceitos como também pode impedir um novo. O conceito de
poténcia, por exemplo, traz subjacente o conceito de multiplicacdo, porém a regra que
trabalha o conceito do quadrado da soma de dois termos pode impedir o conceito de poténcia
de uma expressdo algébrica. A aplicacdo da regra do quadrado da soma de dois termos que é

“0 quadrado do primeiro termo, mais duas vezes o primeiro pelo segundo termo, mais o
quadrado do segundo termo”, simbolizada por (a+b)? = a® + 2ab +b?, pode impedir a visio

do produto (a + b) (a + b). O aluno memoriza a regra como resultado final, “esquecendo”
(porque é provavel que o professor demonstre ou o conduza a demonstrar este produto

notéavel), ou ndo se dando conta de que a poténcia resulta de um produto.



124

Um conceito se constroi quando se remaneja conceitos anteriores que o preparam, mas
que ndo passam a constitui-lo. Para o sujeito interpretante, os conceitos antigos fundidos num
novo podem transforméa-lo ou impedir a criacdo de outro. O conceito esta sempre num estado
de devir a ser, ele ndo é absoluto no sentido de encontrar-se pronto. Ele é fragmentério, pois
esta sempre se renovando, na medida em que o sujeito projeta nele sentidos novos.

As conexfes do conceito com outros conceitos que dependem de esquemas
operatdrios, os significantes que representam o conceito (como os simbolos matematicos, por
exemplo) e o contexto no qual se encontra o conceito determinam os seus sentidos projetados.

Existe no contexto da sala de aula uma circularidade de sentidos produzida pelo jogo
de linguagem no qual participam a matemética, o professor de matematica e o aluno. O
professor tem que conduzir o aluno na construcao possivel de uma outra linguagem a partir da
linguagem da matemaética, porém esta constru¢do muitas vezes é insuficiente para que o aluno
compreenda, assim ele recorre ao colega que traduz a linguagem do professor.

Na pratica de sala de aula, percebe-se que a mudanga de enunciado matematico gera
ansiedade ao aluno, o que denota um problema com a interpretacdo da linguagem matematica.
N&o entender a pergunta poderia indicar a falta de elementos teéricos, porém a forma como o
aluno reflete sobre a matematica parece ir além desta falta. A atividade matematica depende
da linguagem e somente aquele que sabe ler e escrever na linguagem matematica pode
participar do seu jogo de linguagem. “O conceito de saber esta associado ao do jogo de
linguagem (...) Se eu disser ‘Eu sei’ em matematica, entdo a sua justificacdo serd uma
demonstracdo” (Wittgenstein, 2000, p. 158).

O caso de uma aluna citado por Benedito Silva (1999, p. 58) retrata esta problematica.
A aluna demonstrou saber responder a questdo “2 pirulitos custam Cr$ 10.000,00. Qual o
preco de 1?”, mas ndo soube dizer a professora qual operacdo tinha efetuado para obter o

resultado correto.
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Se esta aluna sabe operar, é possivel que tenha intuido corretamente o0s passos que
deveria seguir para resolver o problema proposto, porém ndo sabe nomear estes
procedimentos. Ela resolve, com o auxilio da intuicdo, mas esbarra no momento em que deve
falar e explicar seu pensamento. A dificuldade de “dizer”, ler e escrever tem a ver com a
linguagem.

Nas avaliacOes, percebe-se que os alunos preferem perguntas com enunciados
trabalhados em sala de aula, assim seguem os modelos apresentados pelo professor e utilizam
as mesmas técnicas de pensamento. A facilidade de seguir os passos de um algoritmo pré-
estabelecido esta na comodidade de ndo precisar interpretar o problema. Ai reside um pensar
puramente técnico, seguido da ilagdo “se a pergunta € esta, entdo procedo de tal forma para
obter o resultado”.

Quando o erro se da por problema de operacGes elementares, costuma-se dizer que €
“falta de base”. Para os professores da disciplina, tal problema é o resultado de um déficit

tedrico do aluno. Como exemplo, trago o caso de uma aluna do ensino superior, cursando uma
disciplina que ndo era do primeiro semestre do curso: perguntou se podia “simplificar c e

igualar a 15”. Sera que o diagnostico pode ser atribuido, neste caso, apenas a “falta de base”?
O que “falta” no conhecimento matematico desta aluna quando ndo consegue discernir que
trés das cinco partes que estdo dividindo um inteiro nunca sera igual a quinze inteiros? O
problema é auséncia de intui¢do? Falta de raciocinio 16gico? Ou foi a leitura errada da fracédo
que ndo possibilitou a sua compreensao?

Por outro lado, os alunos afirmam com frequéncia: “existem professores que sabem
muito, mas ndo sabem explicar”. O que significa “ndo saber explicar’? O que falta e o que
excede na linguagem do professor de matematica que faz com que os alunos ndo consigam

compreender? Assim como o aluno apresenta seu déficit tedrico — a “falta de base” -, o
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professor, por sua vez, apresenta o seu, ou seja, nao se faz entender, por problemas também de
linguagem. Néo entender o enunciado e ndo entender o professor também geram déficits.

E preciso entdo entender o que o aluno ndo entende. Este entendimento se reconhece
via linguagem, através da propria linguagem da matematica, bem como pela compreensao e
interpretacdo desta linguagem pelo aluno, entender esse processo é o papel de intermediador
do professor, enquanto sujeito que possibilita que a matematica produza sentidos para o
aprendente.

Os problemas encontrados no ensino e na aprendizagem da matematica permanecem
com alguns aspectos obscuros, assim como algumas divergéncias nas suas argumentacdes. As
polémicas geradas pelo alto indice de reprovacdes de estudantes nessa disciplina precisam ser
questionadas. Perguntar pela responsabilidade das reprovacdes se torna pertinente: seria o seu
ensino, a falta de preparo dos estudantes ou a leitura equivocada que se faz da propria
matematica?

Partindo do pressuposto que a matematica é ensinada com o objetivo de “desenvolver
o0 raciocinio l16gico” do aluno, como se costuma argumentar nos planos de ensino, pode-se
dizer que, a partir desta visdo, existem alunos que sofrem de uma “insuficiéncia logica”, ja
que ndo correspondem aos anseios da escola. A légica pode ser aprendida, assim como a
intuicdo pode ser educada, porém os conceitos sdo produzidos de acordo com a imaginagéo e
com a memoria do sujeito, mas que dependerdo do contexto e das condicGes oferecidas para
que o sujeito produza sentidos do objeto percebido.

O movimento para a agdo de um novo conceito depende do ato de interpretacdo do
aluno e do contexto que envolve este ato, bem como o contexto em que esta inserido o
conceito a ser construido. A contingéncia que servira como panorama deste ato de
interpretacdo ndo pode ser prevista pelo professor, pois ndo podemos prever 0 rumo que

tomardo as ilacbes e as analogias feitas pelo aluno, muito menos a conexao que fard do
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conceito a ser construido com os conceitos que tém em sua memoria. Porém os elementos que
servirdo de respaldo para a leitura do objeto a ser percebido pelo aluno podem ser previstos
pelo professor, como o texto apresentado e a linguagem a ser utilizada para explicar o texto. A
conducdo dos jogos de linguagem nascidos das interferéncias e perguntas do aluno dependem
da contingéncia e é neste momento que o professor mostra sua criatividade. O aluno entra no
jogo e questiona, na medida de sua compreenséo, e o professor compreende as conjeturas do
aluno, na medida que responde ou refaz a pergunta. Quem dirige os jogos de linguagem ndo é
apenas o professor. As conjeturas do aluno mostram como ele interpreta, e é nos jogos de
linguagem, nascidos das ‘provas e refutacdes’, que o professor pode auxiliar o aluno na

emancipacao dos equivocos provenientes da linguagem.

5.8 O CONCEITO E SEUS CONTEXTOS

Quando a aluna diz que g é igual a 15, pode-se dizer que o seu erro é l6gico, pois g é

diferente de 3x5 (confundindo uma operacdo de divisdo com uma de multiplicacdo). Neste
caso, de fato o erro se da porque o argumento utilizado ndo obedece as leis da aritmética, e
que, segundo Frege (1983), ndo dependem da intuicdo a priori formulada por Kant. A aluna
que comete esse tipo de erro parece ndo ter bem claro o conceito de fragdo, o0 que pressupde
caréncia de elementos tedricos. Disso decorre ndo conseguir ler corretamente a fracéo,
compreender seu significado e interpretar suas propriedades operatorias. A partir desse
exemplo escolhido, perguntamos onde esbarrou a atividade reflexiva desta aluna ao cometer
tal erro? Parece-me que, além da sua leitura equivocada da fracao, ela pretendia lancar méo de

uma lei advinda da aritmética. A capacidade criativa da aluna de engendrar uma possivel
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“regra” tornou-se uma forma de lidar com as tantas outras leis I6gicas que lIhe sdo obscuras.
Alids, a prética de “inventar regras”, com o objetivo de se livrarem do problema, é recorrente
entre os alunos.

Como a aluna ndo consegue atribuir significado a expressdo —, ela pergunta se pode

5

simplificar e igualar a 15. A aprendizagem de simplificacdo de fracbes sempre foi
" o . e 3 . 1 .
problematica e misteriosa para muitos alunos. Simplificar T por exemplo, e igualar a E nao

tem muito sentido.

Para Granger (1974), a significacdo se da na experiéncia; ela é objetivante, organiza
imagens e idéias. Neste caso, a imagem de % ndo é associada a idéia de trés partes de um

inteiro que foi dividido em cinco partes. A aluna ndo consegue fazer a experiéncia mental da
fracdo, conseqiientemente, esta falta de experiéncia acaba se objetivando na escrita.

Para Wittgenstein (1996), a significacdo se d& no contexto. As palavras fazem ato
conforme as regras no contexto. Caso a aluna do exemplo estiver com seus pais e um casal de
amigos num restaurante e tiver que pagar as despesas de sua familia ap6s um jantar, é
evidente que ela saberéd que a conta fornecida pelo garcom devera ser dividida por cinco e a

parte que lhe caberd pagar deve ser multiplicada por trés. Na realidade, ela pagard o
. .3 . 3
equivalente a c da conta do restaurante, mas na sala de aula ela iguala c a 15. No

restaurante, é provavel que ela ndo va querer pagar quinze vezes o valor da conta, porque sabe
que perderia dinheiro.

Na sala de aula, o conceito de “trés quintos” € um; no restaurante, o conceito é outro.
Os trés quintos representados em linguagem codificada demandam significacdo. O pagamento

de trés quintos de uma conta de restaurante é vivenciado.
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Para melhor investigar a mudanca de contextos de um conceito matematico, trago
outra experiéncia em minha pratica docente. Um estudante com notas baixas em matematica

procurou-me para ajuda-lo. Comegamos com o estudo de fragdes. Em seu caderno pedia o

. 2 : . N : .
calculo de c de 60. Perguntei-lhe como resolveria a questdo. Ele aplicou um algoritmo que a

sua professora havia lhe ensinado, mas de maneira errada. Propus-lhe que imaginasse a
seguinte situacéo: ele e sua irméd, juntamente com trés amigos em um bar, onde cada um dos
cinco havia consumido um sanduiche e um refrigerante. Caso quisesse pagar a sua despesa e a
da sua irmd, quanto ele teria que pagar? Apos algumas reflexdes, conclui que a conta deveria
ser dividida por cinco (o nimero de pessoas que estava na mesa do bar) e a parte que lhe

caberia seria o resultado desta divisdo multiplicada por dois. Concluimos que esta quantia
2
corresponde a T do valor da conta.
Ap0s alguns exercicios orais, retornamos ao exercicio do caderno que pedia para

2 . . .
calcular os c de 60, e novamente tentou o algoritmo que a professora havia lhe ensinado.

Esse exemplo demonstra o quanto os estudantes estdo presos a algoritmos. O fato de eu ter lhe

fornecido um exemplo de aplicacdo a uma situacdo do cotidiano ndo foi suficiente para que
2 . . A «
pudesse pensar 0s c de 60 sem recorrer ao algoritmo. A generalizagdo espontanea ndo se

concretizou. N&o existe garantia de que se transpde uma situacdo teoricamente vivenciada
para a resolucdo de uma operagéo formalizada.

Com a intengéo de saber o que ele ndo sabia e para revisar as operacdes com fracdes,
propus-lhe uma lista de exercicios para resolver. Olhou a lista e me disse: “tu és chata como a

minha professora”. Na sua perspectiva, a pessoa aparentemente “querida” que eu representava
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se torna “chata” e, na minha perspectiva, a professora experiente que eu sou se torna
incompetente.

Para resolver a primeira adi¢do da lista que eu havia proposto, ele me pergunta se
deveria calcular o denominador comum. Ao responder afirmativamente, ele calcula
corretamente, mas com alguns erros, devido a falta de atencdo. Ap6s algumas discussdes
sobre estas operagdes, ele também faz algumas multiplicacGes e divisdes.

Um outro dia, ja tinha discutido com ele a ordem das operagdes a serem resolvidas em
um calculo. Fiz a suposicdo de ele ter que pagar dois reais, mais trés CDs de dez reais.
Concluimos que primeiro deveria multiplicar o preco de cada CD por trés, para depois
adicionar com os dois reais.

No momento em que ele deveria fazer um célculo com fraces com as mesmas

operagdes, adicdo e multiplicacdo, ele calcula o denominador comum, inclusive para a

o (12 15 1 20+472225-30 20700
multiplicagdo | =+ —x——-—== = ,
3 5 4 2 60 60

Anteriormente, ao resolver as adi¢des e subtracdes das fracOes, ele sabia que deveria
calcular o denominador comum. No momento de multiplicar as fracdes, ele sabia que deveria
multiplicar numeradores e denominadores entre si. No momento de seguir a ordem correta das
operagdes com numeros inteiros, como no caso de 2 + 3 x 10, ele também demonstrou saber,

porém, no momento de fazer o mesmo raciocinio com as fracGes e ndo mais com 0s numeros

3
. . . . . , 3 (1 1
inteiros, ele j& ndo sabia mais. Inclusive no célculo de §+ o) T ele somou o0s

) 31 1 3 x e
denominadores e numeradores —+———=—, 0 que antes ele ndo havia feito.
8 8 4 20
Existe uma regra para somar fracdes e outra para multiplicar, mas quando as duas

operacOes estdo juntas, na sua interpretacdo, as regras mudam. Assim como a regra da ordem
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das operagdes com numeros inteiros € uma e a regra para seguir a ordem das opera¢des com
fracbes que deveria ser a mesma para ele € outra. Na perspectiva do estudante, muda o
contexto, muda a regra e também o conceito.

Infelizmente percebi que este aluno tem a vontade de ser aprovado, caso contrario, nao
teria me procurado, mas ele ndo tem vontade de estudar. A vontade, para Wittgenstein, é o
proprio agir, e a propria representacdo envolve intencionalidade. “O mundo é independente de
minha vontade” (1993, p. 273). A vontade estd além de nosso controle e constitui um
acompanhamento mental da acdo. “‘O querer é tdo-somente uma experiéncia’, poder-se-ia
dizer (a ‘vontade’ tdo-somente ‘representacdo’). Ela vem quando vem, ndo posso produzi-la”
(1994, p. 213).

Em nossos encontros, os sinais de apatia e de descaso estavam sempre presentes. O
motivo destes sinais ndo convém aqui comentar porque é tarefa para um psicélogo, mas
indiretamente interferem na vontade de estudar e, consequentemente, no desempenho escolar.
A vontade deste aluno néo é livre, ele pede ajuda para aprender, como um ato de obrigagédo

com a sociedade que espera a sua aprovagdo na escola, mas nao quer estudar.

5. 8.1 A Circularidade de Sentidos

Existe circularidade entre o ato de interpretacdo e conceito, pois a criagéo de conceitos
se da através de atos. Ap6s 0 ato de interpretacdo, o sujeito projeta sentidos, compreende, e
ele interpreta este ato. Ele projeta sentidos outra vez e reinterpreta.

Os textos matematicos operam com a formalizacdo de sua linguagem estruturada na

I6gica, desta forma, eles fecham suas interpretacdes dentro da légica dedutiva, ndo permitindo
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sentidos diversos, ja que trabalham com o previsivel. O rigor do texto matematico, objetivado
e formalizado, pretende ter o controle dos sentidos. Tal controle pretendido pela matematica
nos deixa devedores de perceber outras formas de entender o mundo.

A partir da contribuicdo heideggeriana, Gadamer (1993) desenvolve a teoria da
hermenéutica filosofica, destacando o papel do didlogo na busca do sentido. Sem ser fruto de
uma consciéncia isolada, a linguagem é o mundo da vida e é a morada do ser. O processo de
compreensdo se da entre o0 nds e os outros no dialogo, e é através dele que os sentidos se
apresentam. Compreender é o acontecimento que nos coloca de acordo com o outro e
interpretar € elaborar as possibilidades na compreensdo. O didlogo prevé uma fusdo de
horizontes, mas permite uma desorientacdo geral, pois desvela sentidos aprisionados que se
mostram.

A formalizacdo da linguagem matematica, estruturada na légica dedutiva,
impossibilita outras interpretagdes e evita a abordagem hermenéutica, pois ela quer operar
com as supostas evidéncias de um sentido Unico, com uma linguagem ideal que evite se
defrontrar com as ambiguidades da linguagem materna.

O sentido e a significacdo na linguagem matematica, ao fechar-se nos elementos de
sua propria estrutura, opde-se ao que Heidegger (1996, p. 219) afirma: “chamamos de sentido
0 que pode ser articulado na interpretacdo (...) todas as significagdes sempre tém sentido. (...)
Das significacbes brotam palavras. As palavras, porém, ndo sdo coisas dotadas de
significados”. Para o autor, somente quem compreende pode escutar.

O fato “quem compreende pode escutar” explica a dificuldade do aluno, quando ouve
falar de um conteddo matematico. O quadrado da hipotenusa é igual a soma dos quadrados
dos catetos ou igual ao quadrado da soma dos catetos? O teorema de Pitagoras € um exemplo
desta dificuldade, pois sempre causou dificuldades de ser dito, e é neste momento que 0

auxilio da representacdo geométrica intervém.
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Para Granger (1974, p.319), “o caracteristico de um modelo abstrato é ter em si o
mesmo valor de objeto matematico, cujo sentido de cada elemento apenas remete ao conjunto
das relacGes que definem a estrutura.”

A estrutura escondida nos objetos matematicos deve ser revelada pela estrutura
formada pela linguagem matematica e pela linguagem maternal. A forma do tridngulo
retdngulo deve ser compreendida, para que a formula do teorema de Pitagoras tenha sentido.

Piaget (1974), em sua obra O Estruturalismo, ao falar das estruturas matematicas e
I6gicas, diz que se outorgamos regras de construcdo, sob a forma de um processo operatorio
ao metodo axiomatico:

a formalizacdo constitui, entdo, um sistema que se basta a si prdprio, sem
apelo a intuicbes exteriores e cujo ponto de partida € em um sentido
absoluto. (...) do ponto de vista formal onde se coloca o légico, existe ai 0
exemplo, sem duvida Unico, de uma autonomia radical, no sentido de uma
regulacdo puramente interna, ou seja, de uma auto-regulacao perfeita (p. 26).

Esta auto-regulacdo da matematica define o seu universo fechado, mas clama por uma
abertura de sentidos via linguagem. Na perspectiva do aluno, a linguagem matematica sera

sempre codificada, caso ndo haja interferéncia da linguagem materna.

5. 8.2 O Processo de Seguir a Regra

Existem diferentes maneiras do aluno interagir com a regra que depende do contexto.
Ele pode simplesmente aplicar a regra, por exemplo, 2 + 3 x 6 = 2 + 18 = 20, 0 que
demonstra que ele intuiu corretamente a regra da ordem das operacdes.

Em caso contrario, ele pode ndo seguir a regra, mas pensar que esta seguindo-a

corretamente e resolver a operagdo da seguinte forma: 2 + 3 x 6 =5 x 6 = 30. Se ele ndo
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percebe o erro, a ilusdo de estar seguindo corretamente a regra permanece. Porém ele pode
também se enganar e calcular da seguinte forma: 2 + 3 x 6 =2 + 18 = 22. Este engano podera

ser reconhecido e corrigido pelo préprio aluno. Em outro caso, ele pode aplicar a regra

(a+b)* = a® +2ab+b?, porém, num outro tempo, a regra passa a ndo ter mais sentido para

ele, entéo aplica uma outra regra: (a+b)* = a® +b?.

Existem casos em que o aluno pode seguir a regra e aumentar seu conhecimento, ao

aplicar devidamente a regra de outros conceitos. Por exemplo, ao fazer analogia entre a

2
: « « X . <
constante de integracdo “c” da funcéo _[ xdx = 7+c e 0 termo independente “c” da fungéo

y=ax’+c (y=ax’+bx+c, b = 0), ou ao reconhecer a diferenca entre cos(3x)* e

(cos(3x))2. Ele compreende que existe uma semelhanca sintatica e uma correspondéncia

tedrica entre os dois termos. Ele aplica um conhecimento aprendido em outro tempo e
aprimora o conceito.

As conexdes com outros conceitos se ddo com o auxilio da memoria. O sujeito faz
analogias, buscando na memdria lembrancas do passado, de conceitos que ele j& estudou em
um outro tempo. Porém o aluno pode ndo seguir a regra corretamente, modificando e
causando prejuizo ao conceito idealizado pela exigéncia tedrica, ao fazer conexdes com outros
conceitos.

Como é o caso de um aluno que me disse: “professora, eu resolvi a equagdo

. 2
2x—3 =x+1e encontrei X = 4 e X = 5”; 0 que estava correto, “se eu colocar (na

S . 2 A . x
verificacéo) 4 da certo e 3 ndo da certo. Pode pdr s6 um elemento no conjunto solugdo?”. Na

sua resposta estava S = { }, e a resposta deveria ser S = {4}. O que leva o aluno a pensar

desta forma? Todo o seu raciocinio estava correto, mas escreve a resposta errada. E provavel
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que o seu conceito de equacdo modular admita como conjunto solucdo a verificacdo para 0s
dois resultados encontrados. Aplica a regra corretamente até 0 momento de encontrar as
raizes, porem cria uma nova regra para encontrar o conjunto solucdo. A regra foi criada a
partir do que ele viu e do que ele experienciou com o estudo da equagdo modular. A sua regra
é “os dois elementos que verificaram a equagdo modular participam do conjunto solugéo, caso
contrario, o conjunto solucgdo é vazio, portanto o conjunto solucdo ndo pode ter apenas um
elemento”.

Este aluno *“aparentemente” empenhava-se bastante para aprender. Suas atitudes em
sala de aula sempre mostraram o estereétipo do bom aluno, diferente do aluno apatico que
mencionei anteriormente e que, segundo seus professores, tinha “mau comportamento em sala
de aula”. Assim, independentemente da vontade de estudar, o aluno apresenta problemas de
aprendizagem. E evidente que nio temos como medir a vontade de alguém. Do aluno apatico,
conheco sua estéria de vida e sei que ele “provavelmente” tem motivos para apatia. Do meu
aluno de sala de aula, posso descrever o que percebi. Faco tais comparagdes para que 0
conceito de “vontade de seguir a regra” ndo fique nebuloso. Querer seguir a regra é a
condicdo necessaria para que o sujeito de fato siga a regra, porém ele pode querer seguir a
regra e ndo intuir corretamente o sentido da regra.

Existe diferenca em seguir de fato a regra, querer seguir a regra e pensar que esta
seguindo corretamente ou, ainda, ndo se interessar por ela. Querer seguir a regra ja é o inicio
do caminho.

A invencao de regras apresenta uma légica prépria, como o registro do aluno a seguir:

X x=-3 X x 3 . . —
a2 a O sinal negativo tem valor somente para o primeiro termo da segunda

« . x A . L £~ X—=3 .
fracdo, pois ele ndo ‘v&’ que o sinal negativo ¢é para toda a fragédo 7 Ele interpreta de
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acordo com 0 que percebe através da visdo, o0 que entra pelos olhos. A distribui¢cdo do sinal

X_(X)-(=2 :5—1+§,que estad subentendido, ele ndo consegue perceber.
2 \4 4 2 4 4

Na linguagem escrita, é onde se cristalizam os atos intencionais do sujeito (o sinal

S ~ X—-3 X 3 ) -
negativo implicito para as duas fraces: —T=—Z+Z). Porém um outro sujeito em

contato com esta linguagem devera reconhecer estes atos do sujeito que a escreveu.

(x+1)

Outro exemplo de criacdo de regras pelo aluno € na expresséo —————
(x+D(x-1)

que, apos
o aluno simplificar, iguala a x -1. Como ele ndo vé nenhum elemento no numerador apés a

simplificacdo por x + 1, ele vé a fragdo como 1 com um vazio no numerador, mas que

: 1 . . .
deveria ser 1 “Simplifica x + 1 com x + 1” e, no lugar do numerador, fica um vazio.

Assim, o termo que estd no denominador pode ocupar este espaco vazio do numerador, e ele
cria uma outra regra.

O conceito deve ser considerado antes e depois da interpretacdo do aluno. O aluno
descobre as propriedades do objeto e constréi o seu conceito, como um processo de
reorganizacdo e construcdo por atos intencionais. As acdes e/ou visdes do objeto definem o
conceito, e o esquema do conceito é imaginado de acordo com a imagem do objeto.

O conceito antes da interpretacdo do aluno é aqui considerado como o conceito que 0
professor pretende fazer o aluno construir, ou um conceito ja construido pelo aluno em um
outro tempo. O conceito depois da interpretacdo do aluno é considerado o conceito
interpretado ou reinterpretado pelo aluno.

O processo de seguir a regra € imprevisto e depende do contexto. O erro do exemplo

do aluno de Stela Baruk, que diz ser R — {1} 0 dominio da fungdo y = x — 3, acontece porque
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. . X—3 . .
ele considerou y igual a R e como o denominador deve ser diferente de zero, em sua

interpretacéo, 1 sera diferente de zero, assim, o dominio da fungdo é %R —{L}. E uma verdade

dizer que um é diferente de zero, mas néo € isso que esta sendo questionado, e sim os valores

que a variavel x pode assumir para a funcdo y = x - 3. Ele faz analogia com vy :% onde “b”

deve ser diferente de zero, e o dominio da funcéo serd R — {0} A interpretacédo da sua regra

esté correta, mas nao responde ao que lhe foi questionado. Ele produz um sentido correto em
um contexto no qual o seu sentido ndo faz sentido (conforme as exigéncias da matematica). O
dominio de uma fung@o demanda pelos valores que a variavel x pode assumir para fungéo y e
n&o sobre as condigdes de existéncia do denominador da fungéo.

A regra diz: “caso a variavel esteja no denominador, devemos considerar que 0
denominador ndo pode ser igual a zero”. Este aluno considerou que o denominador deve ser
diferente de zero, mas ndo levou em consideracdo a variavel. O denominador néo tinha
variavel, assim ndo teve sentido apenas constatar que o denominador era diferente de zero.
Ele ndo intuiu o sentido correto da regra. Ele interpretou a regra de forma incorreta, porém
com uma certa coeréncia, mas acabou modificando o seu sentido. Constatar que o0
denominador é diferente de zero e considerar que a variavel que estd na expressdo algébrica
do denominador deve excluir os valores que a igualam a zero, sdo duas regras diferentes.

O dominio de uma funcdo deve mostrar os valores que ela pode assumir, assim, ele
deve excluir uma possivel divisdo por zero. Quando o aluno diz que a funcdo pode assumir
todos os valores excluindo o um, é provavel que tenha construido sua regra desta forma R —
{o valor do denominador}’, mas que representa uma versdo da regra ‘R — {a(s) raiz(es) da
equacdo que estd no denominador}. Ao projetar um outro sentido a regra, ocorre uma

transformacéo desta regra.
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O aluno conecta a funcdo y = x — 3 com outras funcdes que ele estudou em um outro

tempo. E possivel que outra fungdo tivesse como dominio % —{0} ou R —{l}. Ele faz

. n . . n X—2 -
analogias entre estas fungdes e projeta sentido. A fungdo y=—— tem como dominio
X

R - {O} porque x deve ser diferente de zero, ja a fungéo y = X—+i tem como dominio R — {1}
X_
porque X — 1 deve ser diferente de zero. Na fungdo y = x — 3, o aluno transforma para

X—3 . o . . . X
y = = e conclui que 1 é diferente de zero, assim o dominio que ele estabelece a fungéo é

R-{1}.

As conexdes das fungdes que ele teve como experiéncia num outro tempo e as
semelhangas sintaticas que percebe entre elas sdo elementos que participam na formagéo de
seu conceito do dominio de uma funcao.

O conceito trabalhado em sala de aula ndo é mais 0 mesmo, é um outro. Este novo
conceito é forjado pelas conexdes conceituais que estdo de acordo com a imaginagdo e com a
memoria do aluno. O aluno descobre as relagfes dos objetos, inventa e constréi os conceitos.
O ato de construcdo é um ato de intengéo.

O sujeito faz analogias, porém ndo transpde conhecimentos, ndo generaliza
automaticamente, justamente porque néo existe generalizagdo espontanea. A relagcdo entre um
conhecimento e suas aplicacdes esta a mercé de fatos contingentes.

Segundo Glock (1998), o imperativo “seguir a regra®®”

, de Wittgenstein, é um
processo mecanico, intuitivo, platénico (idealizado, ou seja, 0 caminho para seguir a regra ja
estd previsto) e hermenéutico (que é a interpretagdo da regra). O processo € mecanico, no

sentido de bastar seguir seus passos; intuitivo, no sentido de dever ser representado no espago

20 A regra aqui considerada é a regra que determina uma resposta a cada passo, como, por exemplo, y = 2x.
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e no tempo (comecamos num tempo e num lugar e terminamos em outro); platénico, no
sentido de determinacgdo de sua finalidade, e hermenéutico, no sentido da regra possuir um
sentido.

O estudante segue a regra corretamente, mas, durante sua aplicacdo, se depara com
uma rede conceitual e perde o rumo. E por esse motivo que os alunos constantemente
argumentam que nao foram bem nas verificagdes, porque “caiu” na prova justamente “o que
eu ndo tinha estudado”. Um aluno me disse: “eu estudei as mais dificeis”, e na prova, “as mais
faceis, eu nao sabia fazer”, referindo-se as derivadas de fungdes por definicdo. Ora, se ele
estudou as mais dificeis, a principio, deveria saber as mais faceis. Porém ele “treinou” as mais
dificeis, mas ndo intuiu o sentido correto da regra, caso contrario, teoricamente, saberia
resolver as “faceis” e as “dificeis”.

Para Wittgenstein (1987), é necessario pretender (querer) seguir a regra. E uma
intencionalidade virtual. A regra € interpretada corretamente, se 0 sujeito tiver a intuicdo
correta da regra. Segundo o autor, a regra, o calculo, a gramatica e 0 jogo ttm o mesmo

significado. Quem participa do jogo tem que seguir suas regras, interpretando-as e seguindo

as ordens da necessidade conceitual.

A derivada de uma funcéo é definida por f (x)= Iing f(X+AAX)_ f(X); se 0 aluno
X—> X

sabia derivar a funcio f(x)=x*+3x—1, por exemplo, a mesma regra ele deveria aplicar
para uma funcdo do tipo y = 2x + 3 que, ao contrario da primeira funcdo, ndo precisaria
desenvolver o produto notével (x+ Ax)”. Porém é justamente ai que reside o problema, ele

“treinou” para resolver as derivadas, tendo que desenvolver produtos notaveis, mas, quando
surge uma funcdo mais simples, ele ndo sabe. Ou seja, ele ndo generalizou, ndo intuiu

corretamente o sentido da regra. A aplicacdo correta da regra € um processo mecanico, mas
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deve ser interpretado. O aluno decora procedimentos, sem levar em consideracdo o sentido
destes procedimentos.

Se o estudante diz que “sabe fazer as mais dificeis, e as mais faceis, ndo”, é porque ele
sabe aplicar todos os passos da regra para uma funcéo de grau dois; para uma fungéo de grau
um, ele n&o sabe. Muda o contexto, muda o conceito.

Baruk (1985) conta em seu texto que um aluno dizia saber resolver equacées, porém,
face a equacdo 13x — 5 = 3x, ele diz ndo saber resolvé-la, mas sabia resolver 13x — 5 = 3x + 2.
Certamente ele havia decorado os passos de resolucéo deste tipo de equacdo, mas ndo havia
intuido o sentido da regra de resolver uma equacdo do primeiro grau. Talvez em 13x — 5 = 3x
+ 2, ele junte os termos semelhantes 13x com 3x e 2 com — 5, porém, na equa¢do 13x — 5 = 3x,
junta 13x com 3x e — 5 ndo tenha com o que juntar. Assim, em sua perspectiva, a regra muda e
ele ndo sabe mais resolver.

A regra € um processo mecanico, mas tem um sentido, ja& que ele também é
hermenéutico. Devo proceder de tal e tal forma, porque meu objetivo é encontrar alguma
coisa. Assim, o procedimento tem sentido. O aluno mecaniza o procedimento sem dar sentido.
Posso descer as escadas de um prédio mecanicamente, sem pensar N0s meus passos, mas meu
objetivo é ir ao andar térreo e verificar se tem correspondéncia. Porém, se eu descer as
escadas sem prever o que vou fazer no andar térreo, ndo tem sentido. A regra de descer as
escadas é mecénica, mas o objetivo, a previsdo do que vou fazer no andar térreo, da sentido a
acdo. A intuicdo do sentido da regra € o que guia a experiéncia. Assim, a possivel existéncia
da correspondéncia que pretendo encontrar guia meus passos até o andar térreo.

N&o intuir o sentido da regra € ndo reconhecer que ela é Gnica, ndo muda, é sempre a
mesma. Os passos sdo iguais em qualquer circunstancia. O aluno ndo se pergunta como deve
fazer e sim o que deve fazer. Isso acontece porque ele fixa seu reconhecimento da regra num

contexto determinado. A pergunta me parece ser a seguinte: “o que devo fazer, quando me
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deparo com esta proposicdo?”. O correto seria “qual o primeiro passo da regra, depois 0
segundo... até chegar o Ultimo passo?”.

O aluno pode muito bem construir um conceito num determinado momento e, em
outro, modifica-lo. Ele pode medir o lado oposto e a hipotenusa de diferentes triangulos
retdngulos formados por um mesmo angulo e concluir que esta razéo € sempre a mesma. O
professor dira que esta razdo constante chama-se seno de um angulo. O professor mostra e
explicita a regra do calculo do seno de um angulo percebida e descoberta pelo aluno. Porém,
mais tarde, o aluno pode aplicar essa mesma regra em um triangulo obtuséngulo, por
exemplo. As razdes trigonométricas num triangulo retangulo, para o aluno, derivam em razGes
trigonométricas num tridngulo. Ele modifica o conceito.

A capacidade reflexiva do aluno ndo atinge a amplitude necessaria para perceber em
que casos a regra das razdes trigonométricas devem ser aplicadas. Stella Baruk?! cita a famosa

e a+b b ab . . b ]
simplificacgio de —— em —. Ora, 0 aluno aprende que — ¢ igual a —, dai decorre a
a+c c ac C

justificativa da simplificagdo. Para fazer o aluno refletir sobre tal simplificagdo incorreta,

. : o 10 4+6 6

como menciona Baruk, o professor pode ilustrar com a situagdo 2 =€ :H:I: 6.0
+

aluno vai concordar entdo que ndo pode simplificar a fracdo desta forma, porém, em outro

COSX+3 . X 4 . COSX .
tempo, ao se deparar com ———, talvez ele diga que esta fragdo é igual a ——. Ele cria

cosy+3 cosy

regras conforme o contexto.
Baruk mostra um outro exemplo de “légica da magia” do calculo:

Z+§_ (7+3)+(4+5) _18
4 3 4+3 '

Este exemplo fornece elementos para que ndés possamos

perceber o quanto sdo obscuras, para o aluno, certas regras matematicas. Assim como em sua

21 Os erros dos alunos franceses que a autora expde sdo similares aos erros de nossos alunos brasileiros.
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concepcao tudo parece tdo vago e sem sentido que ele pode também produzir regras que nédo
tenham sentido.

Obedecendo a regra da adicdo de fracdOes, a operagdo deveria ser calculada como

+§ =%, porém podemos perceber que 3 e 7, 4 e 5 e ainda 4 e 3 deveriam ser
X

7
4
multiplicados, mas o aluno soma. Como ele ndo vé sentido em multiplicar estes nimeros, ja
que se trata de uma soma, entdo ele muda a regra e soma ao invés de multiplicar.

Assim como esta, existem outras regras que o aluno cria. Ele sabe que 2 +3 =5, ¢

deste pressuposto, conclui que e V2++/3=+5. Ele faz analogias e estas

N| =
+
gl

W

analogias derivam em erro. Ele estabelece critérios para fazer seus julgamentos através do que
percebe e do que VE.

Caveing (2004, p. 15) diz que o sujeito apenas pode experimentar o conceito porque
ndo € produto seu. “O conceito, nascido de outros conceitos, engendra outros” (traducéo
minha). Na matematica, € preciso ver para pensar, mas existe perigo e ilusdes no ato de ver. A
imagem é o0 que é “dado”, a escrita € 0 que é “construido”, e 0 ato de construgdo é uma
intencdo.

O aluno cria novos conceitos a partir de conceitos ja construidos. A conjuntura pode
ser diferente, mas para ele, a estrutura € a mesma. A forma e a estrutura em que se encontra 0
objeto, muitas vezes, ndo € vislumbrada pelo aluno, ao criar as suas regras.

De acordo com Wittgenstein (1987), descrever é diferente de explicar, e é assim que
nés mostramos e explicitamos as regras de um jogo. Podemos ensinar ao outro como
aplicamos a regra, mostrando como a aplicamos, ja que a linguagem objetivante simplesmente

descreve os fatos atraves de uma imagem. E explicar, segundo o autor, seria completar o
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visivel pelo invisivel, em forma de uma figura, como tenta fazer a ciéncia a proposito dos
fatos.

Para mostrar ao aluno como aplicamos uma regra, analisamos a pergunta a ser
respondida e a forma em que se encontra a incognita, colhemos os dados do problema,
dizemos qual o objetivo do primeiro passo da regra e seguimos a regra fazendo
transformacdes logicas com as sentengas matematicas. Explicamos todos os passos da regra a
medida em que descrevemos nossos atos no quadro.

A pergunta do problema é, muitas vezes, desconsiderada pelo aluno. Quando resolve
uma equacdo utilizando a formula de Bhaskara, ele ndo se questiona se a equacao a ser
resolvida estd na forma ax” +bx+c =0, ou quando aplica o teorema de Pitagoras, ele ndo se
pergunta se o triangulo a ser resolvido € um triangulo retangulo. Este fato mostra que o aluno
aplica procedimentos de resolucdo sem se dar conta de que 0s mesmos servem para responder
uma outra pergunta e ndo a pergunta que lhe foi feita.

Certa vez, um aluno, mostrando seu caderno, me disse : “Olha se eu compreendi bem”.
Em seu caderno havia uma fungdo matematica escrita, e de cada termo da funcédo, saia uma
flecha com uma explicacdo. Ele havia dado sentido ao conceito da fun¢do com as palavras de
seu vocabulario e queria que eu verificasse se a sua explicacdo coincidia com a minha.

Para ilustrar a falta de correspondéncia da explicacdo do professor e da compreensao
do aluno, trago um problema recorrente em sala de aula. Para isolar x na equagéo x + 2 = 4,
diz-se que 2 estd somando x, entdo ele devera passar para o outro lado da igualdade
diminuindo de 4, assim como na equacdo x — 3 = 5, diz-se que 3 passara para o outro lado da
igualdade somando 5. Costumava-se resumir este procedimento com a regra “trocar o sinal”.
Assim, na equacgdo 4x = 8, 4 deveria passar dividindo por 8, porém os alunos continuavam

aplicando a regra “trocar o sinal”, e a equacéo se transformava em x =8 — 4.
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Os professores se deram conta de que seria melhor os alunos aprenderem as operacoes

de numeros inteiros, bem como as equacdes de primeiro grau, utilizando material concreto e
com aplicacdo préatica no cotidiano do aluno. O surpreendente € que as duas alternativas de

solugédo resolviam o problema em parte, pois bastava uma pequena mudanga, como, por
. , « . 2X
exemplo, pedir que resolvessem o célculo 2 -5 — 3 + 7, ou uma equacéo do tipo ?+1= 5

que a situacdo ja se complicava. Conseguia-se éxito no sentido de que o aluno nao
reproduzisse mais uma regra inadequada e, quando se falava na tal regra, enfatizava-se que
um termo, ao passar de um lado a outro da igualdade, trocava de operagdo e ndo de sinal.

No caso do célculo 2 - 5 — 3 + 7, parecia tdo evidente supor uma situacdo em que se
tem 2 e 7, mas se deve 5 e 3. Tem-se um total de 9, que se deve subtrair 8, assim “paga-se as
dividas e resta ainda 1”, argumentavam o professor e os livros didaticos. Este raciocinio tem
I6gica para o professor, que estd habituado a somar salérios e descontar despesas para calcular
a quantia que sobrara ou faltara ao final do més, ndo para o aluno, que ndo tem o habito de
lidar com dinheiro.

Criar regras do tipo “o amigo de meu amigo € meu amigo, 0 amigo de meu inimigo é
meu inimigo, etc. e tal”, como é o habito de alguns professores de matematica, com a intencéo
de fazer o aluno compreender as opera¢cBes com numeros inteiros (regra de sinais) parece
perverso. Porém fazer um aluno colocar-se em uma situa¢&o que ndo lhe é familiar, como a de
somar quantias e pagar dividas que ele ndo tem, também parece ndo ter sentido,
principalmente quando se trata de aluno pobre. Aluno que perde aula por ndo ter roupa para
colocar ndo deve estar acostumado com “mesadas” e, conseqlientemente, ndo deve estar
acostumado com o manuseio de dinheiro.

Em outra situacdo, os numeros positivos podem ser representados por palitinhos

vermelhos, e 0s numeros negativos por palitinhos azuis, assim, temos 9 palitinhos vermelhos
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e 8 azuis. Oito palitinhos vermelhos se compensam com 8 azuis e sobra 1 vermelho. Logo, 2 -
5-3+7eigualal.

Foi assim que aprendi a ensinar a adi¢do de nimeros inteiros num dos congressos de
educacdo matematica. Na pratica, esta situacdo imagindria com os palitinhos que se
compensam € uma regra. E facil admitir que 9 — 8 = 1, porém 8 — 9 é mais complexo. Pago 8
e fico devendo 1, ou compenso 8 palitinhos vermelhos e 8 azuis e fico com um palitinho azul.
E se dissermos ao aluno que 8 -9 =8 — 8 — 1 € igual a — 1, ndo parece tdo evidente quanto a
regra do “tenho e devo”, ou dos “palitinhos vermelhos e dos palitinhos azuis™?

O que quero salientar é que todos os diferentes procedimentos de ensinar ndo deixam
de ser regras e sdo interpretadas pelo aluno. Os professores ditos “construtivistas” optariam
pela regra do “tenho e devo” ou dos “palitinhos vermelhos e dos palitinhos azuis”. Estas
servem para ilustrar a formalizacdo, mas ndo sdo garantias da aprendizagem do aluno. Os
professores ditos “tradicionais” ndo desenvolveriam essas etapas com estas regras e iriam
direto ao algoritmo. O sentido que o aluno daré a regra ndo esta previsto pelo professor, o que
o professor pode prever é se a regra tem sentido. Tem sentido ensinar com palitinhos
vermelhos e azuis? O aluno sera captado pela idéia da compensacdo de n palitinhos vermelhos
e de n palitinhos azuis? Caso a regra tenha sentido para o aluno, outra pergunta é pertinente: o
aluno sabera transpor a regra dos palitinhos para a operacdo formalizada sem dispor de
palitinhos?

Quando a regra dos palitinhos é livrada dos palitinhos comeca o processo de abstragdo
da regra. Este processo muitas vezes ndo atinge seu objetivo justamente porque o contexto de
contar palitinhos e compensar vermelhos e azuis € diferente do contexto de lidar com a escrita
matematica.

No célculo 2 -5 -3 + 7, 0 aluno junta os palitinhos azuis (-5 e - 3) e obtém 8, junta 0s

palitinhos vermelhos (2 e + 7) e obtém 9, compensa todos os palitinhos possiveis, 8 azuis e 8
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vermelhos e percebe que sobra 1 vermelho. Este 1 representa a cristalizacdo dos atos
intencionais do aluno: o ato de juntar os palitinhos de mesma cor, 0 ato de compensa-los e o
ato de perceber a quantidade de palitinhos que sobram apos a compensacéo.

O aluno que faz a pratica mencionada acima pode ter dificuldades em resolver, por
exemplo, o célculo ————— +§, que tem o mesmo significado do calculo anterior, porém

com nuameros fracionarios, justamente porque o contexto ndo € o mesmo, e 0 conceito de
“juntar, compensar e perceber o que sobra” j& ndo tem mais sentido. As regras mudam
conforme o contexto.

Na aplicacdo de uma prova sobre logaritmos, um aluno demonstrou saber que log ab =

log a + log b, mas ao ter que resolver a questdo: seloga=20,logb=-1¢elogc =1, calcule

2
Iog%, escreveu (Iog a.log b)2 —logc . Assim, percebe-se que ele admite que log ab = log a

+ log b, porém para log ab?, que ele deveria aplicar a mesma regra, ele cria outra. Outra vez,
podemos verificar que, se 0 contexto muda, a regra também muda na perspectiva do aluno.

O aluno nédo vé semelhanca entre as duas expressdes algébricas e ndo percebe que, nas
duas, existe o logaritmo de um produto. Na primeira, o produto de ‘a’ por ‘b’ e, na segunda,
de “a’ por *b?’. Para resolver o problema, ele cria outra regra que lhe faz sentido.

E na construgdo possivel de uma outra linguagem que advém da linguagem
matematica para a linguagem materna que se déo os maiores problemas a compreensao de um
enunciado. Os alunos argumentam, com frequéncia, que “saberiam resolver”, se tivessem
entendido o enunciado. Basta uma pequena modificacdo na linguagem para o enunciado nédo
ser entendido. O ponto de equilibrio, por exemplo, que representa a quantidade de equilibrio,
e 0 preco de equilibrio, apesar de terem o mesmo significado, sdo proposices que assumem

sentidos diferentes para o aluno.
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E provavel que o aluno saiba que um ponto é representado pelas coordenadas

cartesianas (x, y) e que, na fungédo p = ax + b, “x” representa a quantidade de equilibrio, e “p”

representa o preco de equilibrio, dai que o ponto de equilibrio representado por (x, p) néo é

imediato, tornando-se um outro conceito que deriva dos dois primeiros. Ndo dominando a

linguagem, j& que ndo consegue fazer analogias com as proposi¢des desta linguagem, as
significacdes e os sentidos ficam prejudicados.

O sentido de um conceito depende do seu contexto. A acdo de dar sentido ao objeto e

criar 0 seu conceito depende da experiéncia do sujeito com o objeto, mas ai reside um

obstaculo. Para Granger (1974), é na relacdo de um conceito e suas significacdes que se

encontrardo os obstaculos que impedem o movimento desta acao.

5. 8. 3 A Funcao da Imaginacédo na Formacéo do Conceito

Ao trabalhar com as aplicacdes de derivada de uma funcdo, em problemas que
envolviam areas e volumes, um aluno, referindo-se aos sélidos geométricos, me disse: “eu s
consigo imaginar se eu puder tocar”. Este “tocar” evidentemente que se tratava de um “tocar
imaginado”, um *“ver com as mdos da imaginacdo”. Ele ja trabalhava em projetos de
engenharia, e, comentando sobre sua experiéncia com a geometria, acrescentou: “eu tenho que
me imaginar tocando e mexendo nas arestas, mas com as parabolas, eu ndo consigo imaginar
nada”. Ao conversar com este aluno, pude perceber que ele era competente em seu trabalho,
inclusive disputou vagas com engenheiros ja formados em empresa de grande porte,
classificando-se em primeiro lugar.

Este aluno, pela primeira vez, participava das aulas respondendo as questfes que eu

propunha. Apesar de uma certa desenvoltura com o0s conhecimentos em geometria,
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principalmente com as formulas de area e de volume de s6lidos geomeétricos, ao responder a
questdo “como representar algebricamente a area total de uma caixa fechada com base
quadrada?”, disse que a base poderia ser representada por x> e que o restante da caixa poderia
ser representado por 5xy. De acordo com sua resposta, ele considerou a area lateral 4xy (de
arestas x e y) e a tampa de area xy. Ora, a tampa dever ser igual a base. Por que este aluno
comete um erro elementar, levando em consideracdo que este tipo de conhecimento esta
incorporado em seu trabalho profissional?

O unico argumento que encontro para explicar tal erro é a mudanca de contexto. Em
seu trabalho, ele projeta dados em um computador e calcula as areas e volumes dos solidos,
na sala de aula, ele trabalha com variaveis e ndo com dados especificos. No seu trabalho
profissional, ele é reconhecido, em sala de aula, 0 seu desempenho ndo é satisfatorio. Ele
também me argumentou que ndo havia atingido bom desempenho na primeira prova, porque
ndo conseguia “imaginar” os contetdos (limites e derivadas de uma funcgéo).

Os atos imaginados fazem parte da compreensdo deste aluno. Os seus toques
imaginados nos sélidos constituem 0s seus atos intencionais que se cristalizam nas imagens
que ele reproduz no computador. Quando ele projeta o solido com arestas e com dados, ele
projeta sentido e reproduz em imagem visual.

Estes atos imaginados juntam-se as lembrangcas em que esta associado o objeto
imaginado, mas que estdo relacionados ao contexto em que 0 objeto € percebido; estes atos se

reproduzem na escrita, como no caso do aluno que calcula a equagédo log,(x—-1)=2 e
encontra log, x =2+1. Aplica a regra aprendida em outro tempo e que esta em sua memoria.

Aplica os procedimentos de resolver uma equacgdo do primeiro grau no lugar de aplicar a
definicdo de logaritmo. Ele modifica o sentido da definicdo do logaritmo, porque n&o intui

corretamente o sentido da regra. Assim, cria estratégias para resolver e conclui que o valor da
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incognita x € igual a trés. A conexdo que ele faz dos procedimentos de resolucdo de uma
equacdo do primeiro grau com os procedimentos da definicdo do logaritmo é imediata, pois
existe uma semelhanca sintéatica.

Quando lhe e proposto o exercicio “se loga =0, logb =-1e log ¢c =1, calcule

ab? ab? . . ,
log— ", ele encontra 10* =——e segue 0 seu proposito. A aplicacdo da regra é um
c c

processo mecanico, mas intuir em qual situacdo pode-se aplicar a regra, ndo € um pProcesso
mecanico. Ora, ele aplica a regra da definicdo de logaritmo que era conveniente em outros
exercicios, porém, agora, a aplicacdo desta regra néo satisfaz o que lhe é pedido. Ele aplica
mecanicamente uma regra sem se dar conta de que ficard com quatro variaveis para encontrar
o valor. A regra de aplicacdo neste caso é outra.

Como e quando aplicar a regra sao tarefas distintas. As propriedades das operacfes
com logaritmos e a definicdo de logaritmo s&o diferentes, apesar de derivarem do mesmo
objeto. A regra para a definicdo de logaritmo é uma e a regra para aplicar as propriedades das
operagdes com logaritmos é outra.

No calculo diferencial e integral, o aluno aprende isoladamente cada técnica de
integracdo. Porém, quando se depara com diversas integrais e deve decidir qual técnica aplicar

para resolvé-las, ele ndo sabe mais resolver, mesmo que disponha das formulas de integracao.

As integrais jcosz(2x)dx e I cos(2x)*dx sdo exemplos de dificuldades encontradas
pelo aluno. Reconhecer que a primeira integral estd na forma de J'u Pdu e que a segunda esta

na forma de Icos udu ndo é evidente para ele. Observar a forma da funcdo para poder aplicar

a devida formula de integracdo é a tarefa mais dificil, exatamente porque existe uma

semelhanca sintatica, e esta semelhanca interfere na identificacdo de dois conceitos diferentes.

Diferenciar as regras que podem derivar as fungbes f(x)=./sen(3x) e f(x):sen\/3_x,
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perceber que log ab € igual a log a + log b, mas que log ab ndo € igual a log a x log b, sdo
exemplos de analogias sintaticas e diferencas conceituais que o aluno nao reconhece. O
problema destas semelhancas sintéticas e diferencas conceituais é de linguagem, justamente
porque o aluno tem dificuldade de ler um texto escrito em linguagem matematica.

Hersh e Davis (1990) dizem que, para Quine, nossas lembrangas séo por palavras e,
para Aristételes, sdo por imagens. Qual lembranca suscitaria a expressao “encontre o valor de
X na equacgao”? A imagem de outras equacOes resolvidas em outro tempo? O significado das
palavras que designam cada termo da equagdo?

O movimento dialético entre intuicdo e conceito de um objeto estd associado a
imagens; como as imagens trazem lembrangas e, destas lembrangas, surgem analogias, o
conceito se transforma, quando o sujeito faz estas analogias e constréi outra linguagem
advinda da linguagem escrita ou falada. A linguagem escrita cristaliza estes atos que passam a
representar seu pensamento. O sujeito transforma e modifica conceitos matematicos, de

acordo com a sua interpretacdo das analogias sintéticas que faz do objeto com outros objetos.

5. 8. 4 As Analogias com outros Conceitos

As analogias sdo inevitaveis no processo de aprender. O habito do aluno de revirar as
paginas do caderno é uma mostra das analogias que ele tenta fazer dos exercicios propostos
com aqueles ja resolvidos em sala de aula. Ele busca nas folhas precedentes do caderno um
exercicio semelhante que contenha os passos do problema a solucionar e um modelo a seguir.
A consulta no caderno tem a finalidade de encontrar ndo apenas exercicios resolvidos, que
tenham a mesma semelhanca sintética do exercicio que ele tem que resolver, como também o

algoritmo que deve aplicar.
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O professor tem o habito de fornecer diferentes modelos de exercicios nos quais
figuram um determinado objeto matematico, com o objetivo de possibilitar que os alunos
saibam resolver problemas em diferentes situac@es. Os livros didaticos de matematica fazem o
mesmo.

Quando o professor trabalha uma determinada regra, ele procura mostrar as diferentes
situacGes em que podem aparecer uma funcao nas quais se aplicam esta regra. A derivada da
funcdo do tipo y=u’, onde p pode aparecer em diferentes situacdes, € um exemplo da
necessidade de mostrar os diferentes contextos em que ela podera ser aplicada. Por exemplo,

y =(x—3)%, a funcio ja estd pronta para ser derivada, ou seja, a funcdo esta na forma de
y =u’, para se aplicar a sua formula de derivagdo. Existem casos em que é preciso preparar a

funcdo para deixa-la na forma de y=u® (com p = -1) e, posteriormente, aplicar a regra de

- . 2 , i
derivagéo, como nos seguintes exemplos: y =-———, em que é preciso passar 0 termo do

(x+1)

denominador para o numerador e inverter o sinal do expoente; y =+/X+ 3, em que € preciso

transformar a fungdo para expoente fracionério; e y = , M que é preciso passar a

3
AV X—2
funcdo que estd no denominador para o numerador e depois transformé-la para expoente

fracionério. Outras fungfes necessitam ser identificadas com esta forma, como nos seguintes
exemplos: y =sen®(x+3), em que é preciso considerar a funcéo u igual a funcéo sen (x + 3);
y =log®(2x—3), em que é preciso considerar a funcdo u igual a log (2x — 3), e assim por
diante.

Estes modelos estdo previstos nos planos de aula de um professor de Calculo

Diferencial e Integral e é quase impossivel evita-los. Selecionei um exemplo facil de

caracterizar, porém poderia ter feito 0 mesmo com as equacdes exponenciais e logaritmicas,
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ou qualquer outro contetdo, como os problemas para resolver triangulos com a lei dos senos e
problemas para resolver com a lei dos cossenos.

Propor mudancas e deixar de mostrar modelos é tarefa muito dificil, ja que o professor
estd atrelado a um programa e a uma carga horaria. Caso o professor de Célculo I, por
exemplo, ndo cumpra o programa dentro da carga horaria disponivel, o aluno sera prejudicado
em Calculo 1l.

Ao perceber estas diferentes modalidades de se deparar com uma regra, o aluno busca
nelas solucGes para os problemas propostos pelo professor, fazendo analogias. Se ele tem um
problema a resolver com dois lados e um angulo de um tridangulo qualquer, por analogia, ele
concluird que deverd utilizar a lei dos cossenos. Este processo de imitar € espontaneo. O
modelo indica uma conduta a seguir. A relagdo entre os termos de uma analogia se estabelece
por semelhancas.

Além das analogias visualizadas por modelos, pode-se também fazer analogias com
conceitos armazenados na meméria. O aluno procura um objeto de estudo de um outro tempo
ao estudar um conteudo do tempo atual, como o caso do aluno que aplica a férmula de
resolucdo da equacdo do segundo grau, mesmo que esta resolucdo ndo seja necessaria. Ele
deve derivar uma funcdo de grau dois, mas ele encontra suas raizes, porque este procedimento
esta em sua memoria.

Analogias sintaticas acontecem, quando existe semelhanca simbdlica, como, por

exemplo, as integraisj.(x+l)sen xdx e Isen(x(x+l))dx, que sdo resolvidas por regras

diferentes, mas sua sintaxe é semelhante. Um matematico percebera facilmente a diferenca,
mas o aluno nao.
De acordo com Granger (1970, p. 92):

a complexidade das expressGes formais chega a ser rapidamente tdo
exorbitante, que excede as possibilidades de memorizacdo e de sintese de
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uma mente comum; o que se ganha em rigor, se perde radicalmente em
eficacia (traducdo minha).

Os simbolos matematicos apresentam-se como cédigos a serem traduzidos e depois
interpretados. Eles representam, dessa forma, uma metafora a ser compreendida. A metéafora
transporta a nomeacao de um termo para outra significacdo e esta significacdo é encontrada na
analogia.

Para Granger (1974, p. 140), “um simbolo légico ou matematico ndo tem, enquanto
tal, outro interpretante a ndo ser seu proprio ‘objeto’”. A significacdo desaparece na lingua
formalizada, pois o sistema simbdlico é construido e ordenado na experiéncia dos proprios
simbolos. Os simbolos matematicos ndo estdo ligados diretamente a lingua materna, eles
precisam apresentar sentidos para o processo de construgdo possivel de uma outra linguagem.

O simbolo légico ndo tem outro interpretante que ndo seja o0 seu proprio objeto. A
lingua materna e suas remissdes significativas sdo vistas como material significante. Nao se
pode pensar o modelo significante construido como necessariamente consciente. A lingua
materna € instrumento de comunicacdo, e o conteudo de comunicacdo é tomado como
experiéncia.

A organizacdo do pensamento recebe uma estrutura que é constituida de objetos. A
I6gica é a estruturacdo da experiéncia (um momento vivido) de um objeto. Esta formalizacdo
I6gica apresenta um residuo. De acordo com Granger (1970, p. 87):

toda pratica poderia ser descrita como uma intencdo de transformar a
unidade da experiéncia em unidade de uma estrutura, porém esta intencao
implica sempre um residuo. A significacdo se originaria nas alusdes a esse
residuo, que a consciéncia laboriosa capta na obra estruturada e introduz
como imperfeicdo da estrutura (traducdo minha).

O uso da lingua implica uma codificacdo objetivante da experiéncia. A criacdo de uma
estrutura da experiéncia e transmutada em objeto, provoca, no usuério da lingua, a evocagao

de interpretantes, na tentativa de recuperar os residuos desta codificacdo. Isso ocorre de uma
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maneira “mais ou menos sistematica e consciente” (traducdo minha) (p. 100). Granger conclui
que “toda experiéncia humana é, em alguma medida, objetivante” (tradu¢do minha) (p. 121).
Os interpretantes definem as significacOes, as remissdes a experiéncias vividas, ja estruturadas
no simbolismo.

No processo de formalizacdo da linguagem, ndo aparecem o0s residuos das
significacOes. Precisamos, no decorrer do discurso, falar, retomar a fala e explicar com outras
palavras. Porém, no simbolo matemaético, ndo existem outros interpretantes que ndo seja o
préprio objeto, por isso, buscamos, no modelo formalizado, analogias com outros objetos. O
signo matematico remete sempre a um objeto que esta relacionado com outros objetos. Estas
correlagBes o levam necessariamente a categoria do conceito.

O conceito do objeto percebido nasce das analogias com outros objetos que estdo
armazenados na memdria. A imaginacao cria as relacfes dos conceitos destes objetos e as
conecta com o objeto percebido. Dessa forma, o sujeito se depara com a realidade
matematica, realidade que, como conforme Marco Panza (1995), procede geneticamente de

Seus conceitos.
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6 CONSIDERACOES FINAIS

Esta pesquisa teve como objetivo principal analisar a aprendizagem do aluno face as
representaces do objeto matematico e se deparou com duas diferentes filosofias: a filosofia
de Kant e a filosofia de Wittgenstein. No decorrer da investigagdo, foi necessario organizar as
diferencas tedricas, devido ao ensino e a aprendizagem da matematica ndo envolverem apenas
0s objetos matematicos estudados pelos filésofos, mas, também, o quotidiano da sala de aula,
que se efetiva pela linguagem materna. Dessa forma, ora me amparei em uma teoria, ora em
outra.

Ao pesquisar o pensamento de filésofos contemporaneos da matematica, percebi que a
maioria deles usa argumentos de Kant e/ou de Wittgenstein, seja para aderir as suas teorias,
seja para refuta-las. Esse fato se justifica porque Kant e Wittgenstein se destacaram com
importantes contribuices no debate filosofico da matematica, contribuindo de forma
expressiva para pensarmos a relacdo da matematica com o conhecimento. Os fil6sofos
contemporaneos, apoiados nessas duas filosofias, vislumbram esclarecer a relagdo do objeto
matematico com o sujeito consciente, ou a relagdo do objeto matematico com a linguagem do
sujeito, e outros analisam essas relagdes com a linguagem matematica.

Busquei, nestas diferentes filosofias, respostas para os problemas de aprendizagem no
contexto de sala de aula, onde interagem aluno, professor e matematica. A aprendizagem e o
ensino do objeto matematico envolvem a simbiose da linguagem matematica e da linguagem
materna, como também o automovimento da matematica.

Essas relacBes sdo complexas e exigem uma andlise no ensino da matematica. No

quotidiano de sala de aula, encontramos sujeitos que falam e argumentam envolvidos em
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jogos de linguagem e sujeitos que representam objetos através de registros a luz de suas
intuicBes. Em meio a linguagem e a registros de representacdes, estes sujeitos criam conceitos
ligados aos objetos, que sdo pensados e se mostram através da escrita e da fala. Ora uma
teoria explica esses fatos, ora outra.

Na filosofia de Kant, encontramos respostas a questdo da intuicdo e imaginacao do
aluno, na filosofia de Wittgenstein, encontramos caminhos para refletir sobre o papel da
linguagem e a importancia de seus jogos, como também sobre o problema do seguir as regras
matematicas. No cruzamento dessas duas filosofias, abriu-se o caminho para que eu
compreendesse algumas imposicGes da natureza e relacbes do objeto matematico no seu
ensino e na sua aprendizagem.

Os argumentos que busquei na teoria kantiana para esta pesquisa se justificam, porque
respondem a problemas de aprendizagem da aritmética e geometria, pois, de acordo com
Pierobon (2003), as obras de Kant foram escritas se valendo dessas duas &reas da matematica,
nas quais a imagem esta intimamente articulada com o signo. A algebra, que tem o signo
dissociado da imagem, nédo foi discutida por Kant, porque ndo fazia parte das concepcoes
matematicas de seu tempo. Pierobon, ao defender Kant dos ataques a sua teoria, propde que a
escrita da algebra constitua uma nova dimensao na pesquisa da filosofia da matematica.

A colaboracéo da filosofia de Kant para o ensino da matematica é o reconhecimento
da importancia do ato de ver e de reconhecer os perigos advindos das ilusdes deste ato. A
visdo empirica (visdo com os olhos), intimamente ligada a visao intelectual (as representacdes
mentais), pode levar o sujeito a uma l6gica de falsas aparéncias.

Para calcular ou contar, muitas vezes utilizamos os dedos da mdo, com a intencao de
ndo nos perdermos nas manobras do pensamento. Esse ato nos auxilia na contagem ou no
calculo, porque, com os dedos, nds podemos “ver e sentir” os numeros (as idealidades) com

0S quais operamos ou a sequiéncia que contamos. A “visdo”, atraves do objeto fisico, explica a
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importancia e a necessidade do abaco na aprendizagem de operacOes aritméticas. A geometria
espacial também reivindica praticas em sala de aula que proporcionem o manuseio de objetos
e que auxiliem na visdo do aluno. A técnica de planificacdo de sélidos geométricos é um
exemplo. Com o sélido aberto no plano, o aluno pode ver e sentir melhor seus componentes e
calcular sua érea e o seu volume.

A visdo oferece ao sujeito o acesso a imagem do objeto, e 0s esquemas de
coordenacdo das acOes do ato de ver e tocar objetos auxiliam a imaginacdo na producao desta
imagem. O processo de abstracdo se da, quando o objeto é pensado sem que ele esteja
presente. Sabendo imaginar o objeto na sua auséncia, o sujeito pode oferecer instrumentos a
intuicdo na producéo de imagens de outros objetos semelhantes. A forma de pensar o objeto
fisico presente facilita a sua representacdo mental na sua auséncia. A evidéncia do objeto dado
se articula com a sua constru¢do mental. O aluno encontra-se mais receptivo para perceber o
objeto, abrindo um espaco espontdneo para a imaginacdo e criagdo de outros objetos. A
experiéncia com o objeto fica na memoria do aluno, mas, quando o objeto ndo estiver mais
presente, o aluno o ter na lembranga.

Experiéncias com materiais concretos nem sempre capturam a atencdo do aluno e nem
sempre tém éxito. Para as criancas, o0 brinquedo de contar palitinhos e juntar caixinhas é
sucesso garantido. Essas atividades ludicas ndo encontram boas respostas com todos 0s
adolescentes, justamente porque ndo oferecem o prestigio pretendido.

A arte de fazer o aluno ver o objeto matematico em sala de aula continua sendo
interessante para os professores. A falta de visualizagdo do objeto ndo se restringe apenas a
geometria. O aluno tem dificuldade de pensar a negatividade (nimeros negativos), bem como
a auséncia (o zero), talvez pelo fato do zero estar fora de seu campo de visdo. As operagoes

com zero e com 0s humeros negativos comprovam analise feita por estudos antropolégicos. O
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aluno tende a se representar nas coisas e relaciona-las. Como ele ndo vé o zero, tem
dificuldades de representé-lo.

Lizcano (1993) faz uma anélise entre o pensamento chinés, composto por analogias e
oposicdes, e 0 pensamento grego, composto por abstraces. O complexo simbdlico yin/yang
trabalha com a determinacgdo de opostos, enquanto que a dialética do ser e ndo-ser impede a
episteme grega de pensar a negatividade. Para o autor, o principio de ndo-contradicdo
(ser/ndo-ser) representa um obstaculo epistemolégico.

A dificuldade de representar as pequenas e as grandes cifras € outro grande problema
para o aluno. Um nimero pode ser tdo grande a tal ponto de ser representado pelo infinito, e
outro nimero pode ser suficientemente pequeno, requerendo, assim, um nivel de abstracdo
gue muitos alunos ndo conseguem atingir. E ndo conseguem abstrair justamente porque nédo

conseguem ver que estes nimeros e estas abreviaturas (-oo,c0) surgem pela falta de

configuracao visual.

Percebe-se a dificuldade do aluno em representar aquilo que ele ndo Vvé e,
consequientemente, de operar com estes elementos, sejam eles o0 zero, 0s nimeros negativos,
ou as grandes e pequenas cifras. A representacdo mental é totalmente prejudicada pela falta de
representacdo visual. Como o aluno ndo consegue imaginar um objeto que ele ndo possa
visualizar, o professor devera propor estratégias que facilitem a sua percepcao.

A élgebra, que depende de uma traducdo da linguagem codificada, é, segundo
Pierobon, um obstaculo epistemoldgico, pois ela se pde como algo intuivel sem a sua intuicéo,
ou seja, uma intuicdo sem imagem. Sem visualizacdo, ndo se pode intuir o objeto, que se
esconde por detras das variaveis e, € por este motivo, que a algebra necessita ser construida

em outra linguagem. As expressdes algébricas se colocam para o0 aluno como um texto escrito
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em um idioma diferente de sua lingua materna. A compreensao do texto escrito em linguagem
“algébrica” dependera da sua leitura e da sua interpretac&o.

Wittgenstein se apo6ia na filosofia de Kant, ao reconhecer que a aritmética repousa sob
condi¢Bes empiricas, e, segundo ele, a proposicdo aritmética € “uma proposicdo empirica
endurecida em regra” (traducdo minha) (1987, p. 273). O célculo segue regras e a imagem da
operacdo, ou seja, 0 seu caminho é importante como resultado de um experimento, pois é 0
uso dos signos que da sentido a operacao.

Wittgenstein pouco fala da geometria, mas podemos observar que ele reconhece 0s
perigos da ilusdo provenientes do ato de ver: “isto que a figura também poderia ser - e ela é 0
que se pode ver nela - ndo é simplesmente uma outra figura” (1996, p. 269). Quando alguém
diz que vé um cubo como um prisma, por exemplo, pode ter em mente um quadrado.

As proposicbes da geometria e da aritmética sdo distintas dos enunciados
metalinglisticos, assim como os enunciados da algebra, que ndo tém aplicacdo empirica
direta, porque necessitam de uma clarificacdo de sua gramatica.

Estas ponderacGes demarcam os campos da filosofia da matematica, que tém o seu
estudo dividido entre aritmética/geometria e algebra. A andlise da linguagem do sujeito
epistemoldgico mostra que o significado dos signos advém do dominio da matematica, da sua
aplicacdo empirica. Esse fato descaracteriza a matematica como um jogo, como pretendem 0s
formalistas, justamente porque o significado do signo matematico ndo pode estar contido nele
mesmo, e sim fora dele. O sentido da matematica estéa fora dela, ou seja, na sua aplicacao.

Segundo Maurice Caveing (2004), os simbolos sozinhos sdo sem sentido, justamente
porque eles sdo colocados independentes de toda interpretacdo, ja que obedecem as exigéncias
da matematica, mas exercem um certo grau de liberdade (liberdade limitada) dentro da
escolha dos axiomas. A livre criacdo de regras de um jogo é diferente de um jogo na

matematica no qual as novas regras nao podem abolir as antigas.
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O dominio do pensamento ou do sentido, que se encontra na linguagem, é a fronteira
do sentido e do ndo sentido. De acordo com Wittgenstein, a linguagem é uma atividade guiada
por regras da gramatica, porém as regras gramaticais ndo estdo expostas na linguagem e
carecem de explicitacdo. Quando aplicamos e compreendemos as palavras, mostramos que
reconhecemos as regras do uso correto e incorreto da aplicagdo. A gramatica constitui um
Jogo, e aprende-se o significado de uma palavra no uso.

O jogo de linguagem é a analogia entre o jogo e a linguagem. Ele estd imerso em uma
forma de vida que, de acordo com Glock (1998, p. 173) para Wittgenstein, é o
“entrelacamento entre cultura, visdo de mundo e linguagem”. A forma de vida estd
relacionada também a atividades ndo linglisticas, dependentes de um contexto.

O célculo, o jogo, a linguagem e a gramatica sao no¢des solidarias que seguem regras.
A regra é a producdo de um interesse na comunicacdo, mas, segundo Wittgenstein, ndo
consultamos regras para nos comunicar, pois elas estdo sempre se atualizando.

As regras estdo sempre num estado de devir, pois dependem do contexto, e o devir é a
passagem daquilo que ainda ndo é e daquilo que serd. Seguir uma regra € um pProcesso
mecanico que encontra problemas com a contingéncia surgida durante a aplicacdo da regra.

Na interpretacdo de Glock (1998, p. 151), para Wittgenstein, “compreender ‘X’ ndo é
somente ser capaz de usar X corretamente; é também estar apto a responder a pergunta ‘O que
significa “X’?”. (...) uma pessoa pode ser capaz de aplicar ‘X’ corretamente, sem ser capaz de
fornecer qualquer explicacéo para “X’”.

A adicdo de fragbes € um exemplo tipico da falta de explicacdo. Aplicar o algoritmo
da adicdo corretamente ndo implica saber explicar a operagdo. Quando um aluno adiciona
duas fragbes com denominadores diferentes, aplica o algoritmo mecanicamente e encontra o
denominador comum para estas fragfes, porém, muitas vezes, ndo sabe explicar o motivo

deste calculo. A regra de adicionar fragbes diz que, se 0s denominadores séo diferentes, deve-
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se calcular o seu minimo multiplo comum. Isso o aluno faz porque existe uma regra que exige
que ele o faca.

De acordo com Granger (1990), a matematica e a ldgica, para Wittgenstein,
constituem sistemas de regras de reconhecimento. O sistema das operacdes matematicas
constitui as regras de suas combinacfes possiveis, e este sistema é a prdpria aplicacdo da
matematica. A concatenacdo das operacfes tem sentido, porque os simbolos matematicos séo
remetidos as regras.

O algoritmo é um método abreviado que representa 0 método ndo abreviado, mas que
0 aluno guarda em sua memdria porque lhe é util. O algoritmo representa a forma de
encontrar a solucdo de um problema de uma maneira mais econdémica e sem exigir muitos
esforgos.

Somar dois mais trés, reconhecer que uma sala de trés metros de largura e quatro
metros de comprimento apresenta uma area de doze metros quadrados sdo problemas do
quotidiano que sdo faceis de encontrar a resposta. Porém, se a soma ndo constar de nimeros
inteiros e se as dimensdes de um retangulo sdo fornecidas com variaveis, o aluno encontra
obstaculos e, muitas vezes, cria outras regras de resolugdo. Esse fato se d& porque, com a
mudanga do contexto, surge a mudanca da regra na perspectiva do aluno.

Né&o existe generalizacéo e transposi¢do espontanea de uma regra. Para o aluno, a regra
aplicada em um contexto ndo é a mesma a ser aplicada em outro contexto. Sarrasy (1997), no
seu texto Sentido e situacBGes: A questdo de ensino de estratégias meta-cognitivas em
matematica (traducdo minha), mostra o resultado de uma pesquisa feita em escolas francesas,
comprovando essa problematica. O autor ressalta que € uma ilusdo pensar que o sentido de
uma tarefa dada ao aluno pode ser estabelecido independentemente de toda a situagéo.

O ensino através de modelos matematicos tem a pretensdo de que o aluno compreenda

cada modelo, para depois saber identifica-los e aplicar os seus respectivos métodos de
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resolucdo. Essa pesquisa constatou que os alunos aplicavam o sentido literal dos enunciados
propostos diferentemente dos contextos nos quais estavam inseridos. Sarrasy argumenta que
as condicdes de emprego de uma regra e sua aplicacdo ndo podem ser definidas a priori por
um modelo matematico.

Dar exemplos e modelos ao aluno ndo é suficiente, pois ndo é mostrando como se
aplica a regra que ele aprendera, e sim, quando o préprio aluno aplicar a regra. “Todo o signo,
sozinho, parece morto. O que lhe confere vida? Ele esta vivo no uso” (1996, p. 173), dizia
Wittgenstein.

NOs determinamos o sentido da regra no uso, pois existe relacdo interna entre o ato de
aplicar a regra e a propria regra. As aplicacdes da regra nos conduz a produzir elementos para
a construcao de conceitos.

A regra em si ndo comporta as suas aplicagdes, ela ndo nos diz como devemos agir.
Seguir uma regra e agir conforme a regra sdo coisas diferentes. Seguimos regras, porém nao
as consultamos. Este paradoxo ndo supfe que as regras nos sejam ocultas, pois, quando
falamos, somos capazes de reconhecer que estamos seguindo regras. Compreender supde
processos mentais que desconhecemos.

Sarrasy (1997) aproveita a oportunidade do resultado da pesquisa referida
anteriormente e denuncia que os alunos ndo sabem ler um enunciado matematico, propondo
aos professores ensina-los. De fato, o autor tem razdo, temos que ensinar aos alunos ler
enunciados matematicos. Ler todo o texto, reler para coletar os dados do problema, identificar
0 que esta sendo pedido e ler outra vez para verificar se 0 compreendem bem. O texto
matematico, como todo o texto, ndo é compreendido integralmente numa primeira leitura.

Wittgenstein (1996) diz que, para ensinarmos o sentido de uma proposicao a alguém,
devemos ensinar o sentido de cada palavra que compde a proposicao. E é exatamente isso que

os professores devem fazer, explicar palavra por palavra, signo por signo.
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A linguagem da matematica apresenta problemas na sua interpretacdo. Ensinar o aluno
a ler um texto escrito nesta linguagem é como ensinar uma lingua estrangeira. Os seus
simbolos podem ter vida e serem compreendidos, quando o aluno aprender a ler nesta lingua.
O primeiro passo para a compreensao é a uma boa leitura, pois, sem ela, a interpretacdo fica
prejudicada.

Um dos problemas da dificuldade do aluno com a leitura e com a compreenséo da
linguagem matematica é a falta de visualiza¢do. Para dar significado aos seus simbolos, €é
preciso que o aluno interprete cada simbolo e, para interpretar, é preciso que ele veja o objeto
que o simbolo representa. Essa visualizacdo é resgatada através da construcdo possivel de
uma outra linguagem que advém da leitura do texto pelo professor e reescrito pelo aluno.

A linguagem matematica é cifrada e exige a construcdo de outra linguagem advinda da
sua metalinguagem. Essa construgéo revela alguns problemas na leitura e na compreenséao de
um texto em linguagem matematica, pois, de acordo com Granger (1970), sempre restard um
residuo. A constru¢do de uma outra linguagem causa prejuizos ao sentido do texto, pois o
leitor faz uma interpretacédo singular do texto.

Segundo Dehaene (1997), para um bilingie, é mais econdmico calcular em sua lingua
materna do que na sua segunda lingua. Uma pessoa pode calcular em uma lingua, quando nédo
existem palavras para designar os nimeros que envolvem o célculo? Segundo pesquisas
feitas, é impossivel. Calculamos utilizando 0s nomes que designam os numeros que envolvem
o0 célculo, inclusive muitas pessoas tém o habito de calcular em voz alta, porque os olhos
também léem o verbal.

Ao analisar o problema dos objetos no pensamento matematico, Caveing (2004)
discute a reflexdo da consciéncia e da linguagem, dizendo que é uma iluséo a consideracdo de
uma consciéncia sem linguagem. O sujeito, ao refletir antes de agir, informa o contetdo do

objeto na linguagem, porém esta linguagem pode deformar o objeto percebido. A palavra
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interna do sujeito € a primeira etapa da reflexdo acompanhada de uma percepc¢édo ou de uma
lembranca. Na segunda etapa, o0 sujeito nomeia o0 objeto. A ilusdo de uma consciéncia pura
sem linguagem se justifica pelo fato de que a autoconsciéncia do sujeito é linguageira.

Caveing®*(2004) acredita na existéncia de uma intuicdo heuristica que antecipa e
sugere novas relacdes matematicas e que serve de guia para o trabalho consciente do
pensamento. A matematica é criacdo do pensamento de um ser em situacdo no mundo. A
objetividade da matematica ndo é fundada na empiria, pois os objetos matematicos resultam
da existéncia intratedrica da matematica.

Os critérios de objetivacdo da matematica estdo atrelados aos seus conceitos, e a
producdo de conceitos esta intimamente ligada aos seus objetos. Kant postulou as regras para
a construcdo de imagens mentais, porém reconhece que um conceito ndo se define pela posse
de uma imagem mental, e sim pela capacidade de aplicacdo de uma regra. Wittgenstein nos
esclarece as variantes do processo de seguir uma regra e agir conforme regras. Caveing e
outros fildsofos contemporaneos apontam os problemas das exigéncias conceituais que
constituem o automovimento da matematica.

O conceito matematico visto sob os pontos de vista destas diferentes filosofias pode
ser pensado como uma regra interpretada que procede de percepcbes de um objeto e que
oferece material a imaginacao, principalmente quando tratarmos de um conceito construido
nas disciplinas da aritmética e da geometria.

Na aritmética, imaginar a existéncia de um numero nao exige a percepcao do nimero e
néo faz sentido criar sua imagem mental, mas as operagdes exigem sentido. Na geometria, o

processo de abstracdo de um sélido geométrico pode ser visto e imaginado, mesmo sem a

22 . . - C A s . .

O autor conjuga a intuicdo como processo de evidéncia, reconhece o papel importante da linguagem na
constituicdo do sujeito e confere ao automovimento da matematica o papel de sua objetividade. Para expor suas
idéias, ele encontra argumentos em filosofias diferentes.
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presenca do objeto fisico. A imaginacao esta sujeita a vontade, ela é criativa e nao receptiva
como a percepcao, e inclusive podemos imaginar com mais clareza do que ver. O objeto, uma
vez percebido, fica na memodria do sujeito, podendo este imagina-lo na sua auséncia. A
unidade sintética das relacdes que o sujeito faz do objeto imaginado com outros objetos cria
condigdes para o conceito do objeto.

Na perspectiva do aluno, o conceito construido num contexto ndo é o0 mesmo em outro
contexto. O aluno reinterpreta o conceito, quando projeta nele novos sentidos. O ato de criar
conceitos, que obedece a l6gica do aluno, nem sempre est4 associado ao automovimento da
matematica. O conceito muda de acordo com o contexto, porque o aluno produz sentidos
diferentes, mas o conceito continua o0 mesmo, ja que ele deve obedecer as exigéncias da
matematica.

Um conceito antes e depois da compreensdo do sujeito, o conceito no contexto e o
contexto do sujeito devem ser levados em consideragdo, quando falamos em construcdo. O
conceito ndo é definitivo, e o sujeito também ndo é acabado. Os dois estdo em constante
mudancgas.

Para produzir sentidos, o sujeito depende de suas experiéncias vividas com o objeto e
da sua memdria, o conceito matematico depende do objeto e dos critérios de seu
reconhecimento. A construgdo do conceito pelo sujeito passa por um processo de objetivar
aquilo que Ihe é subjetivo.

Os critérios de verdade do sujeito nem sempre estdo em sintonia com as verdades
matematicas, justamente porque a ilusdo de reconhecimento das verdades matematicas leva o
sujeito a cometer erros; e os erros sdo advindos de construgcdes de conceitos que obedecem a
l6gica do aluno e ndo a logica da matemética. Porem nem todo o erro € um conceito
transformado pela I6gica do aluno, pode ser apenas um engano que, quando percebido, €

corrigido.
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Temos que levar em consideracdo que a memoria do sujeito é falha, inclusive em
matematica. Mas esquecer em matematica causa Sérios prejuizos a aprendizagem, porque nao
sabendo ou ndo lembrando dos contetdos basicos, o aluno ndo pode ir adiante. Este fato
impede outras construgdes.

A memoria é ligada as experiéncias do sujeito e, ao encontrar o objeto procurado, este
pode fornecer subsidios para analogias e criacdo de novos sentidos. As analogias conectam
um conceito a outros conceitos.

Pensar e experienciar o objeto em diferentes situagcdes proporciona um horizonte de
sentidos mais amplo, possibilita que a imaginacédo faca relacdes do objeto com outros objetos,
assim como possibilita estabelecer relagfes entre os seus conceitos. Em cada contexto, o
objeto é percebido de uma forma singular, e os juizos atribuidos ao objeto desencadeiam
conceitos diferentes.

Nestes diferentes processos de conhecimento do objeto, o sujeito é diferente, ja que ele
estd vivenciando diferentes situacdes. Os juizos atribuidos ao objeto podem ser advindos de
uma falsa impressdo e ilusdo de similaridade do objeto percebido com um objeto
experienciado em outro tempo.

Existe a circularidade de sentido, quando o sujeito experimenta 0 mesmo objeto em
diferentes situac6es, em diferentes contextos. Mas a memodria é falha e o sentido pode, com o
tempo, se perder ou se alterar.

O professor de matematica, na tentativa de fixar o sentido de uma regra, oferece ao
aluno diversas atividades envolvendo a regra. A aplicacdo de listas de exercicios antes de uma
verificagdo € uma forma de fazer o aluno relembrar de contetdos anteriores adicionados ao
contetdo novo. Porém, como vimos, a aprendizagem ndo se da por modelos, residindo ai um
paradoxo: 0 objeto experimentado em diferentes contextos (modelos) ndo implica a

compreenséo da regra.
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Na perspectiva do aluno, a regra e suas diferentes aplicagdes designam diferentes
conceitos. Na aprendizagem, ndo existe garantia de que a experiéncia com um objeto tenha
relacdo imediata com a experiéncia do mesmo objeto em outro contexto. N&o existe
transposicao imediata de conhecimento.

Em um sentido criativo, o sujeito projeta sentidos no objeto; em um sentido mecénico,
0 sujeito aplica regras. Ao aplicar regras, o sujeito descobre as propriedades do objeto que
nascem através da circularidade de sentidos da aplicacdo de um passo a outro da regra e que
constituem os atos de interpretagéo do sujeito. Em cada uma das diferentes aplicacgdes, a regra
é interpretada de maneira diferente, consequentemente, os conceitos advindos destas
aplicacBes também serdo diferentes.

Seguindo regras, o aluno se depara com a contingéncia, pois nela aparecem outros
conceitos. Nestes diferentes contextos, ele faz analogias e abre espaco para construir
conceitos, de acordo com a sua imaginacdo e a sua memoria.

O aluno aprende a fabricar conceitos ao atribuir sentido da regra no uso, na sua
aplicacdo, na tarefa dos procedimentos de resolugdo de um problema. O sentido do enunciado
é estabelecido conforme o contexto. A regra que, para o professor, deveria ter um sentido
Unico, para o aluno, passa a constituir diferentes sentidos.

O aluno pode chegar ao ponto de reconhecer que todas as regras matematicas podem
ser demonstradas e que elas ndo surgem de procedimentos “magicos”. Porém o aluno esquece
algumas, e outras perdem o sentido com o tempo. O aluno, num determinado momento, segue
regras de acordo com a sua memoria, como no caso do “fazer tudo o que lembra”, em outro
momento, parece esquecer a regra e engendra uma outra.

A regra € um acordo, e um sujeito sozinho ndo pode inventar uma regra para substituir
a regra que advém do acordo. O sujeito que pretende usar regras que tenham sentidos

privados é excluido da comunidade escolar. O sentido da regra tem que ser 0 mesmo para
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todos, ou seja, tem que obedecer as exigéncias da matematica. A forma como cada sujeito
utiliza para expressar a regra pode ser diferente, desde que néo altere o seu sentido.

Reconstruir um conceito € uma forma de reinterpretar o conceito dado pelo professor
ou o conceito construido em outro tempo pelo aluno. O conceito, antes da leitura e
interpretacdo do sujeito, pode ndo corresponder ao novo conceito reinterpretado, pois ele sera
transformado com novos sentidos e dito com outras palavras.

O conceito do objeto depois da interpretacdo do aluno passa por um processo de
aprendizagem e construcdo. Esta construcdo esta atrelada ao reconhecimento das exigéncias
I6gicas intermediadas pelo professor. Os mecanismos utilizados neste reconhecimento podem
definir a construcdo do conceito pelo aluno, mas ndo garantem que, mais tarde, o aluno
relacione este conceito adequadamente com outros conceitos.

O abismo existente entre a l6gica matematica e a l6gica do aluno é similar ao abismo
existente entre o conceito e a aplicacdo do conceito a outros conceitos. Este abismo pode ser
preenchido com a compreensdo originada no dialogo entre professor e aluno.

A ldgica do aluno depende do campo de visdo em que ele percebe o objeto e das
lembrancas que associam 0 objeto a outros objetos. O objeto percebido pelo professor pode
ndo corresponder ao objeto percebido pelo aluno, dai a necessidade de um esclarecimento do
objeto via linguagem.

As analogias feitas entre os objetos dependem da capacidade criadora do aluno. Mas o
professor ndo tem acesso as analogias do aluno, a ndo ser que lhe forneca a oportunidade de
falar, pois é apenas no dialogo que professor e aluno entrardo em entendimento.

Querer ensinar ndo e apenas transmitir, é levar o aluno a entrar no universo discursivo
da sala de aula. Querer aprender é querer escutar e entrar em sintonia com 0 jogo proposto

pelo professor. A vontade tem que ser reciproca.
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Dois e dois sdo quatro, quatro e quatro sdo oito, diz o mestre, e 0 aluno sonha
acordado com um passarinho, no poema “Page d’écriture”, de Prévert (2003, p. 146). O
mestre fala, porém o aluno néo escuta. Ele prefere sonhar com passarinhos. A imaginacéo do
aluno ndo capta a operacdo pretendida pelo professor. O aluno prefere fantasiar com
passarinhos para evitar os calculos do mestre.

Capturar a atencdo do aluno é o que busca a didatica, mas a imaginacdo do aluno,
muitas vezes, parece ser incontrolavel. A saida para o professor prender a atencdo do aluno
sdo os jogos de linguagem e as aulas praticas. A manipulacédo e visualizacdo de objetos auxilia
no sentido de explorar o ludico, porque é muito mais atrativo para o aluno aprender
brincando. Mas estas praticas nem sempre sdo possiveis, e elas sozinhas ndo garantem a
aprendizagem do aluno. Os jogos de linguagem, por sua vez, estdo sempre disponiveis como
recurso de interagéo entre o professor e o0 aluno.

Quando o professor convida o aluno a fazer conjeturas, ele fornece a oportunidade
para o aluno expor suas certezas e suas duvidas atraves da fala. Neste contexto, o professor
pode compreender o que o aluno ndo compreendeu.

O professor, as vezes, tem dificuldades em mostrar o que pretende ensinar. Expondo
suas davidas, o aluno auxilia o professor a reorganizar seus pensamentos e a procurar outras
palavras para explicar suas ideias.

A preocupacdo do professor ndo pode estar pautada na idéia de mostrar ao aluno o que
ele sabe, e sim como ele sabe o que sabe. Convidar o aluno a ceriménia da prova matematica
é oferecer a oportunidade de participacdo na construcao de conceitos.

Investindo no diélogo, o professor pode explorar o erro do aluno como instrumento de
ensino. Caso as conjeturas do aluno ndo sejam boas como argumentos da demonstracdo e da

prova matematica, o professor deve procurar entender a l6gica do erro do aluno e re-significa-
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la num outro patamar. Com o auxilio do professor, o aluno pode perceber que a sua légica é
refutada pelas exigéncias da matematica.

Apontar simplesmente o erro do aluno é ndo dar importancia as suas conjeturas. O erro
compreendido apenas como erro passa a ser objeto de vergonha do aluno e,
consequentemente, objeto de medo. Quando o erro é explorado e compreendido, passa a ser
objeto de investigacdo do professor e do aluno.

Como ndo existe pensamento ilégico e muito menos linguagem il6égica, podemos
afirmar que a construgdo do conceito matematico tem uma logica propria, mesmo que este
conceito ndo coincida com o conceito universalmente valido.

Construir o conceito e reconstrui-lo em outro patamar deve sempre obedecer as
exigéncias da matematica. Essa reconstru¢cdo depende da memoria e da imaginacdo; a
primeira esta ligada as experiéncias do sujeito com o objeto, mas é falha; a segunda advém do
objeto percebido, mas esta sujeita a ilusdes. O conceito assim re-significado pode estar em
contradicdo com 0 conceito que obedece ao rigor das verdades matematicas, como também
pode sofrer um acréscimo e engendrar outro conceito.

O contexto no qual o objeto recebe um novo sentido esta intimamente ligado a relagdo
do objeto com outros objetos e oportuniza analogias que engendram conceitos. A
oportunidade da palavra ao sujeito aprendente oferece subsidios para o0 acesso a esta rede
conceitual e que esta em constante mudanca.

O conceito é uma regra interpretada, e a regra € um acordo que prevé o desacordo.
Como a linguagem interior é uma versao da linguagem publica, o problema do acordo e do
desacordo entre o sujeito e a regra ndo se encontra na linguagem, e sim em sua compreensao.
Somos seres de linguagem e nela produzimos sentidos. Esse fato abre a possibilidade da

criacdo de novos sentidos e de novos conceitos.
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A possibilidade de criacdo de regras advindas do jogo de signos matematicos, aliada as
experiéncias da minha pratica docente, me permite corroborar a hipdtese inicial desta
pesquisa: de que o ensino da matematica carece de uma investigagdo minuciosa, devido a
linguagem da matematica ser diferente da linguagem do mundo da vida.

“Matematizamos com conceitos” (tradu¢do minha) (Wittgenstein, 1987, p. 223),
porém nao existe uma teoria Unica que dé conta da formacao destes conceitos. Nao podemos
aderir a uma teoria por modismo ou simplesmente pelo fato de nédo existir a op¢do de uma
outra.

Nesta pesquisa, percebemos que alguns autores detectaram obstaculos epistemolédgicos
na aprendizagem da matematica e outros apontaram as falhas nas atuais teorias educacionais.
As investigacOes pautadas na relacdo do sujeito com o objeto e a realidade ndo sdo suficientes
para uma aprendizagem efetiva e a elas deve-se acrescentar a andlise da linguagem
matematica, que € a fonte de producdo de sentidos do sujeito aprendente. A anélise da
linguagem matemaética evoca a analogia entre a linguagem e a verdade matematica. No
entrelacamento das duas, nos deparamos com 0 sujeito aprendente e suas atividades. Nesse
contexto, abre-se 0 espago ao pesquisador/professor a producdo de novos sentidos no ensino

da matematica.
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