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PROLOGO

Felicito la iniciativa de poner al alcance de los lectores de habla castellana este valio-
so documento, con un trabajo de traduccién impecable. Sin este esfuerzo, muchos
investigadores interesados en el desarrollo de la educacion matematica habriamos
perdido la oportunidad de conocer mas de cerca el trabajo que se viene realizando
en Alemania y en otros paises vecinos, cuya propuesta curricular se sustenta en la
educacién matematica realista.

Es oportuno y pertinente el contar con literatura como la que proporciona este
texto, ya que las recientes modificaciones que se vienen realizando en el marco
curricular peruano se apoyan basicamente en la perspectiva desarrollada por Freu-
denthal. Por ello, este texto se convierte en un material de lectura obligatoria para
comprender lo que significa adoptar un modelo por competencias en la ensefianza
de la matematica.

Entre algunos de los muchos aspectos destacables del texto, se encuentra el com-
plementar el discurso tedrico sobre lo que significan estandares de aprendizaje en
matematicas con la presentacion de tareas concretas y sus soluciones. De esa ma-
nera, se logra ejemplificar cdmo podria un profesor de matematicas propiciar el
desarrollo de competencias matematicas en el dia a dia.

En ese sentido, es muy valioso también el que se explicite que no todas las tareas
son apropiadas para todos los propdsitos y que se brinden pautas para ayudar a
los docentes a identificar para qué seria mas apropiada una tarea especifica. Asi, se
propone considerar que cada tarea podria cumplir algunas de las siguientes cinco
funciones: explorar, descubrir e inventar, o sistematizar, recolectar y asegurar, o
practicar, conectar y repasar, o diagnosticar capacidades e ideas, o finalmente com-
probar desempenfios.

Sin embargo, el texto también rescata lo importante que es considerar espacios
para la practica, pero para la practica inteligente. Asi, pese a que puede pensarse
que una propuesta curricular basada en estandares de aprendizaje debe privilegiar
una practica matematica centrada en problemas contextualizados, en el texto se
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reconoce el valor que tienen las tareas de célculo y las tareas rutinarias. Esto corres-
ponde a reconocer a la matematica como una disciplina que requiere ser organiza-
day no solo como disciplina que permite organizar el mundo; ambos son principios
fundamentales de la educacion matematica realista.

Asi, presentan la importancia de la practica en contextos intramatematicos, pero
con un proposito especifico. Este tipo de trabajo permite comprender conceptos y
resultados a partir de casos particulares y conectar temas, pues se requieren rutinas
previamente comprendidas. De esta manera, se ofrece al estudiante la posibilidad
de transferir autbnomamente sus conocimientos a situaciones analogas. Ello permi-
tird que los estudiantes transiten entre los distintos niveles de matematizacion, des-
de el situacional y referencial hasta el general. Sin embargo, se menciona también
la necesidad de hacer explicita la funcién de cada una de estas actividades, pues no
se puede esperar que sea el estudiante quien les otorgue sentido.

El texto también provee de herramientas para poder identificar las distintas compe-
tencias en las soluciones de los estudiantes. Asi, si bien es posible encontrar que en
una respuesta se pondra de manifiesto mas de una competencia, es fundamental
delimitar el campo de acciéon de cada una de ellas. En particular, queda claro lo que
significa modelar en el sentido de la educacion matematica realista, cuando se se-
fiala que esto solo se hara evidente cuando el modelo se emplee para otros objetos
o problemas similares. La competencia argumentar, que usualmente se asocia tam-
bién con explicar, queda bien definida cuando se sefala que debe hacer referencia
a la capacidad de fundamentar, comprobar, demostrar o contradecir y no debe
confundirse con el describir. Mas aun, la capacidad de explicar una solucion, desde
la perspectiva del texto, se deberia asociar a otra competencia, a la competencia
de comunicar matematicamente.

La graduacion que se propone para cada una de las competencias matematicas
generales es muy interesante y muestra también que ello depende directamente
de la tarea. Se presentan ejemplos concretos para ilustrar de qué manera una tarea
puede modificarse para incrementar el nivel de exigencia de esta y también para
permitir el desarrollo de otras competencias. Ademas, se presentan pautas de cobmo
modificarlas para que cumplan los distintos fines, mencionados anteriormente.

Por otro lado, el hecho de que las tareas hayan sido probadas les otorga una validez
externa y se constituyen en una fuente valiosa para el trabajo en el aula. Especial-
mente, se convierten en un recurso fundamental para la formacién de maestros
pues se cuenta con soluciones de estudiantes que podrian emplearse en capacita-



ciones para el desarrollo de la competencia matematico-didactica, tanto en profe-
sores en ejercicio como en profesores en formacion inicial.

Entre las alertas que podemos dar para los lectores es que ya desde una primera
revision del documento se puede identificar la necesidad de que estos cuenten con
una formacién matematica consistente que les permita identificar los principales
fendbmenos que se asocian a las ideas matematicas que se estudian en la educa-
cion basica. Asi, se requiere de docentes con sélidos conocimientos matematicos,
especialmente en lo que se refiere a los temas de nimero, espacio y forma, datos
y azar, relaciones funcionales y medicion. Ese es un requisito indispensable para
comprender el porqué de la seleccidon de determinadas tareas para el desarrollo de
determinadas competencias.

En esa misma linea, se requiere de docentes que conciban a la matematica como
una actividad y como producto de la humanidad, de modo que acepten el error
como parte natural del proceso de aprendizaje. Esto es, se revaloriza el error como
fuente de aprendizaje.

Asimismo, se requiere que los docentes acepten que, para una determinada ta-
rea, los estudiantes pueden presentar soluciones distintas de las ideales, algunas
correctas y otras no, y que lo méas importante de ello es tratar de comprender los
mecanismos de solucidon empleados por los estudiantes, asi como los significados
gue estos han construido. Es decir, se pone en evidencia que una competencia fun-
damental que debe ser desarrollada en la formacion inicial y continua de docentes
de matematicas es la competencia diagnostica. Esto se convierte en todo un reto
para los nuevos programas de capacitacion de maestros y reformas curriculares en
la educacion superior pedagdgica.

Cecilia Gaita Iparraguirre
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PRESENTACION

Durante el afilo 2014, y en el marco de la elaboracion de los estandares de apren-
dizaje para matematicas, el gobierno peruano, a través del SINEACE, realiz6 una
busqueda intensiva de referencias internacionales, entre las cuales destacaron los
documentos oficiales sobre estandares de aprendizaje de matematicas elaboradas
por el gobierno aleman.

Se reviso la produccion oficial alemana relacionada con estandares y curriculo de
matematicas publicada en los sitios web correspondientes, asi como informacién
publicada por el Instituto para el Desarrollo de la Calidad Educativa de la Universi-
dad Humboldt de Berlin - IQB y algunos otros analogos en paises de habla germana.

Cabe destacar que el mencionado instituto tiene el encargo de implementar las
politicas relativas a la aplicacién y evaluacién de los estandares. Asimismo, es sig-
nificativo que, a la fecha, dicho instituto atiende requerimientos de las escuelas
del sur del Tirol y de los colegios belgas de habla germana, por lo que su accién ya
trasciende las fronteras de Alemania.

Es importante mencionar también que, en general, los paises y regiones de habla
alemana tienden a unificar sus sistemas educativos en torno a los mismos estan-
dares, basados, probablemente, en el hecho de que, desde hace muchos afos,
comparten las mismas raices conceptuales provenientes de filésofos, psicélogos y
pedagogos europeos. Asimismo, es caracteristico el enfoque experimental y el uso
intensivo de la investigacién empirica como fundamento de su practica educativa,
lo cual ha dado lugar a un constructo didactico ampliamente validado y documen-
tado que hoy dia busca ser perfeccionado en cuanto a sus resultados educativos y
a la calidad de los procesos pedagdgicos que se realizan en las aulas. A ello apunta
la formulacion de estandares.

Los estandares de aprendizaje para matematicas en la educacién bésica regular en
Alemania comprenden tres cortes: hasta cuarto grado de Primaria, hasta décimo
grado/cuarto grado de Secundaria y estandares para para ingresar a la universidad
0 a las escuelas de ciencias aplicadas.

13
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Como complemento y ampliacion de los documentos oficiales —y en conjunto con
el Ministerio de Educacién—, se emprendié la revision del libro titulado Bildungss-
tandards Mathematik: Konkret escrito por el grupo de expertos de la IQB (Blum
2006) y publicado por la editorial Cornelsen. El libro compila articulos centrados en
la comprensién y en el trabajo concreto en el aula con los estandares de aprendizaje
desde quinto grado de Primaria y durante casi toda la Secundaria.

En el libro se presentan, de manera resumida, los estandares de aprendizaje de
matematicas que contemplan seis competencias generales: Argumentar; Resolver
problemas; Modelar;, Usar representaciones matematicas; Manejar elementos for-
males, simbdlicos y técnicos de las matematicas, y Comunicar matematicamente.

Segun los autores, estas competencias “se incrustan dentro de otros aspectos, con
los que deben alinearse la adquisicion de conocimientos y el desarrollo de las sesio-
nes de aprendizaje [...] Observar Uinicamente las competencias [...] no basta para un
disefio productivo de las clases de matematicas [...] Sin embargo, las competencias
son puntos de referencia importantes para establecer las actividades matematicas de
los estudiantes de forma lo suficientemente amplia como para garantizar la calidad
de las sesiones de aprendizaje, tal como lo formula la KMK”" (Leiss y Blum 2006).

Los estandares de aprendizaje definen &mbitos de exigencia a partir de quinto gra-
do y se menciona explicitamente que “para que cada una de las competencias
también existe un grado previo al ambito de exigencia |, en el cual la competencia
no se exige o no se exige de forma que amerite mencionarse” (ib. cit.).

Se enfatiza también que, en la practica, no es razonable ni posible separar una
competencia de la otra.

Por ultimo, los autores sefialan que los estandares no explicitan dos aspectos im-
portantes, que son los cimientos sobre los cuales se construyen las competencias.
El primero sefiala /a necesidad del conocimiento basico; el sequndo apunta a /as
condiciones para la comprension matematica.

En cuanto al primer aspecto, se afirma que:

Deberia haber consenso con respecto a la necesidad de contar con habilidades
elementales para un trabajo fluido y flexible con nimeros y magnitudes, asi como

1 La KMK es la sigla de la Conferencia Permanente de Ministros de Cultura, érgano rector de las politicas
educativas de la Republica Federal de Alemania33..33333.



con objetos geométricos (pregunta directriz: ; Como funciona?). Estas habilidades
basicas no se nombran directamente en las competencias de los estandares de
aprendizaje, pero se ven como una condicién necesaria (ib. cit.).

Respecto del segundo aspecto, se explicita que:

Los/as estudiantes pueden formarse una comprensién matematica, siempre y cuan-
do se construyan —con cuidado y a largo plazo— “ideas” con respecto a concep-
tos y procedimientos matematicos [...]. Activar dichas ideas constituye una base,
sin la cual las competencias no seran efectivas. En clase de matematicas se debe
invertir una buena parte de las actividades en esto (ib. cit.).

Finalmente, cabe reiterar que, como bien se sefiala en los documentos, los estan-
dares no abarcan —tampoco lo pretenden— los multiples y complejos aspectos
relativos a la didactica de las matematicas, como en efecto se puede intuir al ver
la diversidad de temas no abordados y de la abundante literatura de autores men-
cionados en el libro. Es el caso de Bruder, Freudenthal, Henn, Heymann y Winter,
entre otros.

Es mas, los autores sefialan explicitamente que existen condiciones y requisitos basi-
COS que no se mencionan en los estandares, pero que juegan un rol preponderante
en el trabajo que se debe realizar en el aula. En tal sentido, la investigaciéon sobre
estandares es solo un paso inicial en el camino de entender a cabalidad la didactica
alemana de las matematicas que subyace al planteamiento del trabajo por compe-
tencias.

El libro que aqui se presenta tiene la siguiente estructura:

En la parte 1 los autores se ocupan de responder a las preguntas: ;qué son estan-
dares de aprendizaje? y ¢para qué deberian servir? Asimismo, se proporciona un
panorama general del contenido del libro, asi como sugerencias de cémo utilizarlo.
Finalmente, en esta seccién se describen a cabalidad las competencias matematicas
centrales y se ejemplifica la idea directriz Datos y probabilidad.

En la parte 2 se abordan diversos aspectos distintivos de las clases de matematicas
orientadas al desarrollo de competencias. Los aspectos considerados en esta sec-
cion son: el rol de las tareas en las sesiones de aprendizaje, el disefo de la sesion
de aprendizaje y uso de las tareas orientadas hacia el desarrollo de competencias
desde un enfoque diagnéstico, el concepto de practica inteligente y cémo imple-
mentarla en el aula; la orientacién a proyectos y su relacién con el desarrollo de
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competencias matematicas, y la construccidon de competencias a largo plazo, du-
rante el afio escolar y a lo largo de los grados.

En la parte 3 se trata sobre las tareas de matematicas orientadas al desarrollo de
competencias; con énfasis en la variacion de tareas, consideraciones sobre multiples
caminos de solucion de las tareas matematicas desde el punto de vista de la asig-
natura, el aprendizaje, la clase de matematicas y el registro de desempeno, y por
ultimo, una descripcion ejemplificada de los distintos tipos de tareas matematicas:
dibujar, completar, ampliar, tareas inversas. También se incluyen items sobre tareas
para marcar, opcion multiple; consideraciones acerca de aprender de los errores;
comprender, representar, conectar informacién; presentar respuestas, asi como ge-
nerar tareas, entre otros. En esta seccion también se abordan las referencias a la
realidad, es decir, tareas que provienen de contextos reales.

En la parte 4 se presenta una coleccién de tareas matematicas, y por Ultimo, en la
parte 5, se tiene un anexo en el cual se detallan algunas caracteristicas del conjunto
de mas de noventa tareas presentadas a lo largo del libro, con una clasificacién se-
gun idea directriz, grado escolar y ambito de exigencia correspondiente a cada una.

En conclusion, el libro ofrece un panorama completo, practico y sumamente Util
para conocer el modelo de estandares de aprendizaje de matematicas desde un
punto de vista muy concreto, centrado en el trabajo con tareas matematicas que se
trabajan en el aula.

Lima, diciembre de 2015



PARTE 1

LOS ESTANDARES DE APRENDIZAJE
DE LA MATEMATICA

1. INTRODUCCION

Werner Blum

Estandares de aprendizaje es un concepto que pertenece desde hace algunos afios
a los términos clave del debate educativo en Alemania y despierta en el publico tan-
to expectativas de mejora como los peores temores. En cualquier caso, todos los
involucrados en el debate, incluyendo politicos, cientificos, profesores? y padres de
familia, dan por sentado que habra considerables implicancias en la escuela y la
ensenanza.

¢Qué son los estandares de aprendizaje y para qué deberian servir? El presente
capitulo introductorio se ocupard de ambas preguntas, primero de forma breve
y general, y posteriormente de forma aplicada concretamente a la asignatura de
Matematica.

Finalmente, se proporciona un panorama general del contenido del presente libro,
asi como sugerencias de cdmo utilizarlo.

2 En adelante se mencionan en este libro profesores y alumnos. Dichos términos incluyen a profesoras y
alumnas, respectivamente.
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1.1 Estandares de aprendizaje

1.1.1 ¢Qué son los estandares de aprendizaje?

El afio 2003, como reaccion a los resultados del estudio PISA, la Conferencia de
Ministros de Cultura - KMK —ente rector de las politicas educativas en Alemania—
decidid desarrollar estandares de aprendizaje para algunas asignaturas centrales.
Los estandares rigen para los estudiantes que terminan la escuela basica (al término
del cuarto grado), para la Hauptschulabschluss (al término del noveno grado) y para
la mittleren Bildungsabschluss (al término de la escolaridad).

Para ello, se orientd hacia la experiencia de otros paises (exitosos en PISA), en los
cuales ya existen desde hace algunos afos estandares vinculantes que definen lo
gue el sistema educativo debe lograr. Los fundamentos conceptuales de los estan-
dares de aprendizaje para la decisién de la KMK se basaron en el estudio “Hacia
el desarrollo de estandares de aprendizaje nacionales”, realizado por un grupo de
diez expertos bajo la conduccion de E. Klieme (Klieme et a/. 2003). Acto seguido se
describieron los estandares de aprendizaje de las competencias referidas al conteni-
do que los estudiantes debian lograr en cada etapa. Los estandares para matema-
ticas se basan en una amplia comprension, anclada en la materia y en la estructura
de la disciplina, que reflejan metas de aprendizaje que deben lograrse en la escuela
y que, nuevamente, se engarzan con las metas de formacién que van mas alla de
la asignatura. En este sentido, los estandares de aprendizaje son, en esencia, tam-
bién estandares de rendimiento; ellos indican lo que se deberia lograr al concluir
un segmento de escolaridad. Decididamente no son estdndares de ensefianza; por
el contrario, los espacios de libertad para el disefio de las sesiones de aprendizaje
deberian ser mayores. Es claro que ningiin camino debera ser considerado como
la mejor manera de disefar las clases. Es casi evidente que solo en una clase en la
cual el esfuerzo del profesor esta centrado en el logro de competencias, en un am-
biente de trabajo activo orientado al aprendizaje, los estudiantes podran alcanzar
las competencias esperadas, tal como las formulan los estdndares de aprendizaje.

¢Qué es nuevo? El avance fundamental frente a planes de ensefianza tradicio-
nales es el modo como estan formuladas las metas a alcanzar. Mientras que los
planes de ensefianza por lo general se enfocan al manejo de contenidos, los es-
tadndares de aprendizaje nombran las competencias a lograr. ¢Pero qué significa
‘competencias’? Segun Weinert (2001), son las capacidades y destrezas cognitivas
“qgue tienen los individuos para solucionar diversos problemas de manera exitosa
y responsable en determinadas situaciones”. Naturalmente, las competencias solo
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se pueden lograr de la mano con contenidos concretos de la disciplina, es decir,
no existe ninguna contradicciéon entre ‘contenidos’ y ‘competencias’. Por ello, los
estdndares de aprendizaje establecen contenidos vinculantes concentrados en con-
tenidos nucleo de las diferentes asignaturas.

Igualmente, los ambitos de exigencia de las competencias también se diferencian
en el, asi llamado, Modelo de competencias. Tales modelos describen distintas face-
tas y niveles de las competencias logradas y también dan indicaciones para posibles
desarrollos. Para la mayoria de asignaturas alin no existen tales modelos de com-
petencia en una forma elaborada: aqui hay una gran demanda de desarrollo. Lo
gue existe concretamente son competencias, sus facetas y sus niveles, que pueden
ser logrados mediante la elaboracién de tareas. En esa medida, los estandares de
aprendizaje como tales pueden ser concretados a través de una amplia coleccién de
tareas de la disciplina. Al mismo tiempo, estas tareas permiten que los estandares
sean viables para una validacién empirica. Cabe mencionar que a partir del trabajo
con este tipo de tareas es posible concluir que la competencia se ha logrado.

1.1.2 ¢;Para qué sirven los estandares de aprendizaje?

Con la introduccion de los estandares de aprendizaje se entrelazan dos expectati-
vas: una mayor claridad en las metas y una mejor oportunidad para la evaluacion
de logros de aprendizaje, especialmente para poder intervenir en el momento ade-
cuado y con metas precisas. Esto significa que los estandares sirven para la orien-
tacion de todos los participantes —sobre todo el cuerpo docente, pero también
los estudiantes, padres de familia, administracion y publico en general— alrededor
de exigencias normativas establecidas y asi lograr mas claridad, mayor objetividad
y mayor conexién que antes. Por otro lado, los estdndares sirven como base para
las pruebas de rendimiento. Sin embargo, se deben diferenciar cuidadosamente los
distintos planos y los correspondientes instrumentos a utilizar:

e Los tests estandarizados pueden usarse para evaluar en qué medida se han al-
canzado estos estandares en una region. Para ello se deben utilizar tareas ‘ca-
libradas’ (es decir, normadas empiricamente). Dichos tests vienen ‘de afuera’
y solo pueden ser elaborados mediante pruebas muestrales. Sobre la base de
su diseio no son adecuados ni para el diagnéstico individual, ni tampoco para
determinar los rendimientos de aulas o escuelas. Un monitoreo de la ensefianza
de este tipo solo se realiza de vez en cuando.

e Los tests orientados a los estandares (trabajos comparativos, trabajos de orienta-
cién o también pruebas centrales en una region) pueden servir para determinar
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el logro de los estandares en escuelas o en aulas. Aqui deberan utilizarse tam-
bién tareas calibradas. Dichos tests vienen eventualmente ‘de afuera’ y seran
trabajados por todos los estudiantes. Ellos dan también un punto de referencia
para diagnoésticos individuales y pueden —segun cada disefo— ser utilizados
para calificar. Su propdsito principal es brindar orientacién y sugerencias a los
estudiantes. En especial, posibilitan fortalecer determinados formatos de tareas
0 ambitos de exigencia. Este tipo de evaluaciones externas se puede realizar una
vez al afo.

e Los tests escolares internos orientados a los estandares o trabajos en clase sirven
en especial para el diagnéstico individual. Provienen ‘de dentro’ y brindan infor-
macion periédica al cuerpo docente acerca del rendimiento de la clase. Las tareas
gue aqui se utilizan no estan calibradas; sin embargo, deben reflejar de manera
adecuada el espectro de competencias que se debe evaluar cada vez. Estas eva-
luaciones internas corresponden a la rutina de trabajo de cada cuerpo docente.

Todas estas evaluaciones orientadas a estandares no tienen un propdsito en si mis-
mas: sirven para establecer puntos de referencia para el mejoramiento en todos los
planos identificados.

Por eso es importante no buscar alcanzar los estandares recién al final de los pro-
cesos educativos, sino de forma adecuadamente anticipada, con el fin de poder
implementar medidas de incentivo concretas. ‘Medir’ y ‘desarrollar’ no son, de esta
forma, conceptos excluyentes, como usualmente se teme. Al contrario, las medidas
de evaluacion y de desarrollo deben ir siempre de la mano.

¢Qué quiere decir ‘mejorar’, ‘estimular’, ‘desarrollar’? El primer lugar para esto es el
dictado de clase. Como ya se indicd, solo una ensefianza exigente, cognitivamente
activadora y que motive a aprender ofrece a los alumnos la posibilidad de alcanzar las
exigencias determinadas por los estandares. A partir de todo lo que se conoce sobre
la ensefanza, existe en Alemania (asi como en otros lugares) potencial de mejora. La
implementaciéon concreta de estandares de aprendizaje implica en el fondo el desarro-
llo de la calidad en la ensefanza. A través de una formulaciéon lo mas clara posible de
expectativas de competencias, los estandares de aprendizaje deben brindar a los pro-
fesores una ayuda para enfocar adecuadamente el trabajo en clase. En esa medida, la
meta detras de la introduccion de estandares de aprendizaje es la mejora de la calidad
de la ensefianza® (la formulacion de esta meta aplicada especificamente a la matematica

3 Lo que ‘calidad de ensefianza’ puede significar esta descrito, entre otros, en Helmke (2003) o Baumert
et al. (2004). Hay muchos indicios empiricos que indican que solo una formulacién de la ensefianza que
cumpla con ciertos criterios de calidad tendra efectos positivos en el rendimiento escolar.
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se encuentra en la seccion 1.2.4). Una derivacion directa, casi deductiva de la accion de
ensefianza a partir de los estandares, no es posible.

De manera mas concreta, la ‘ensefanza orientada a estandares’ significa que en cada
hora y cada unidad de ensefianza se debe poder saber en qué medida se aporta al
fomento y desarrollo de competencias escolares en contenidos. Asimismo, la ense-
flanza a mas largo plazo debe estar concebida de forma tal que la acumulacién de
competencias esté en el centro. La pregunta mas importante no es “;qué actividades
se han realizado?” sino “;qué habilidades y aptitudes se han desarrollado?”. Vista de
esta forma, la ensefianza orientada a estandares no tiene nada de nuevo. Estos fueron
desde siempre los retos de una ensefanza razonable; sin embargo, a menudo fueron
relegados a un segundo plano detras del afan de trabajar los catdlogos de contenidos
del plan educativo. Los estandares de ensefianza buscan, entonces, brindar un respal-
do para la ensefianza como siempre debid ser concebida. Para formularlo de manera
un poco mas cuidadosa: el propdsito de una objetivacion de procesos escolares rela-
cionado con la introduccion de estandares debe estar en un buen equilibrio con las
metas generales de una escuela, es decir, proporcionar a los nifos y jovenes de una
educacion general y amplia.

Hasta ahora se hablaba repetidamente de tareas que concretan los estandares de en-
sefianza. ;Qué se entiende por esto? En este punto tiene sentido, segun el contexto
de aplicacion, distinguir entre diversos roles de tareas. Para pruebas de rendimiento
("preguntas de examen”), las tareas deben satisfacer ciertas condiciones minimas,
como por ejemplo, que puedan ser entendidas sin ayuda externa, completadas en un
tiempo razonable, y corregidas con veracidad. Si se trata del fomento de competen-
cias en el salén de clases (“tareas de aprendizaje”), dichas restricciones desaparecen
y entra en primer plano el contenido de estimulacién y potencial de aprendizaje de
las tareas. En cualquier caso, debe estar claro qué potencial de competencias esta
incluido en una tarea, qué se espera del estudiante al completarla y cémo se evaluara
el trabajo del alumno. De esta forma, se esta partiendo de una definicidén amplia de
lo que constituye una ‘tarea’. Queda claro que la ensefianza en el salén involucra
mucho mas que una mera serie de tareas, y que estas no son decisivas en si mismas,
sino la forma en que son trabajadas. No obstante, la resolucién de tareas es en cual-
quier caso una actividad dominante en el quehacer del escolar; en ese sentido, esta
justificado que a las tareas se les asigne un rol fundamental en la formulacion de
estandares.
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1.1.3 Riesgos potenciales

Hasta ahora se describieron las intenciones (orientacién, evaluacion) y oportunidades
(desarrollo de la calidad) de la nueva herramienta “estandares de ensefanza”. Pero
como cualquier nueva herramienta, también esta trae consigo potenciales riesgos y
peligros de abuso. Asi, existe el riesgo de que la ensefianza, en el afan de superar
estandares, degenere en un mero ejercicio de preparacion para los examenes (tea-
ching to the test). Un peligro asociado consiste en que solo se trabajen estandares
atomizados soslayando el marco general. No obstante, estos riesgos ya existen en la
actualidad, aun antes de aplicar estandares, dado que la ensefianza de la matemética
en Alemania consiste en gran medida en un ‘campo de practicas’ para ciertos tipos de
ejercicio que ‘son fijos' para el siguiente examen.

Este peligro es percibido, ahora que ‘viene de fuera’, de forma mas consciente. De
esta manera se sabe, a partir de la investigacion de la ensefianza y del aprendizaje,
gue un simple entrenamiento de ejercicios, en el caso de tipos de tarea orientados
a procesos, puede llegar a ser inefectivo en el aprendizaje. Para la acumulacion de
competencias es necesaria una ensefanza de ancha base y orientada a las compe-
tencias de forma consecuente. Naturalmente tiene sentido que las tareas de apren-
dizaje utilizadas se orienten a competencias que, a su vez, se puedan concretar en
tareas o preguntas de examen. Un ‘teaching to the test’ entendido de esta forma
si es deseable.

Otro peligro consiste en esperar que los efectos buscados (sobre todo desarrollo
de la calidad en la ensefianza) sean consecuencia automatica de la introduccion
de estandares vinculantes. Como es sabido a partir de otros procesos de cambio,
es imprescindible contar con una estrategia de cambio junto con un conjunto de
medidas bien coordinadas entre si. A esto Ultimo pertenecen en el caso de estan-
dares de ensefanza, sobre todo actividades de fomento al aprendizaje y medidas
enfocadas de desarrollo del aprendizaje y de la escuela al estilo del programa SI-
NUS. Adicionalmente, los planes educativos deben ser cambiados conforme a los
estandares, concentrados en los contenidos nucleo y orientados a las competencias
que se debe alcanzar escalonadamente. En suma, hay mucho por hacer en varios
niveles para volver realidad las intenciones de los estandares. Naturalmente, la pla-
na docente juega un papel clave en este aspecto: de ella depende el éxito de la
introduccion de estandares. El desarrollo de competencias de nifios y adolescentes
siempre ha sido la meta principal de cualquier trabajo de ensefianza. Sin embargo,
como ya se menciong, el alcance de esta meta se ha desviado debido a una orienta-
cion excesiva a los contenidos a tratar segun el plan educativo y un énfasis sesgado
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de conocimientos y habilidades. La meta de todas las medidas de acompafiamiento
de estandares debe consistir en brindar a los docentes el apoyo necesario para traer
nuevamente al centro la meta de un desarrollo amplio de competencias.

1.2 Los estandares de aprendizaje de matematicas

1.2.1 Concepto de los estandares de matematica

El modelo de competencias, que sirve COMO | Ambitos de exigencia
base a los estandares de aprendizaje en mate-
maticas, se sirve en parte de dos modelos cuyo
valor ya ha sido demostrado en otros contextos®.
Se distinguen tres dimensiones que se pueden
denominar como proceso, contenido y requeri-
miento (Fig. 1)

Ideas directrices

Fig. 1 Competencias

1. Las competencias matematicas generales.
2. Las competencias referidas al contenido matematico ordenadas segun ideas diirectrices.
3. Los dmbitos de exigencia.

Para 1. Las competencias matematicas generales (competencias) son:

- Argumentar matematicamente.

- Resolver problemas matematicamente.

- Modelar matematicamente.

- Utilizar representaciones matematicas.

- Manejar elementos simbdlicos, formales y técnicos de las matematicas.
- Comunicar matematicamente.

Estas competencias forman el ntcleo de los estandares de matematica. De esta
manera (ver Niss 2003) se abarcan aspectos centrales del trabajo en matematicas
con la amplitud suficiente. Quien hace matematicas modela, argumenta, utiliza re-
presentaciones, calcula, etc. Por lo tanto, no es posible ni deseado separar comple-
tamente estas competencias. Mas bien existen traslapes naturales entre ellas que, al
llevar a cabo ejercicios matematicos, se presentan en forma conjunta. Cada una de
estas competencias tiene un componente activo y uno pasivo: argumentar frente a

4 Especialmente en la investigacion de PISA, ver OECD (2003): diferencian las competencies como dimen-
sion de proceso, las overarching ideas como dimension de contenido, y los competency clusters como
dimension de exigencia.
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recibir, comprender, utilizar o valorar argumentos; modelar frente a utilizar modelos
dados, etc. Una descripcidn mas exacta de estas competencias se encuentra en el
capitulo 2 de este libro.

Para 2. Las ideas directrices son:

e Nudmero.

e Medicion.

e Espacioy forma.

* Relaciones funcionales.
e Datosy azar.

Estas ideas directrices buscan capturar los fendmenos (Freudenthal 1983) que se
obtienen cuando se ve el mundo con una mirada matematica. Se ven, por ejem-
plo, cuantificaciones de todo tipo (nUmeros), o se ven figuras espaciales, formas,
patrones, etc. También pertenece al mundo el universo mental de nuestros pen-
samientos e ideas. A partir de estas ideas directrices se han desarrollado las ramas
matematicas de la aritmética, geometria, algebra y estocastica. Las ideas directrices
y las ramas no son, sin embargo, la misma cosa. Dentro de las ideas directrices se
incluyen competencias relacionadas con contenidos (como por ejemplo la “utilidad
del célculo porcentual en procesos de crecimiento como el calculo de intereses”).

Para 3. Las competencias se muestran sobre todo en forma de actividades al so-
lucionar tareas (en un sentido amplio). Los &mbitos de exigencia deben capturar
sobre el plano tedrico el requerimiento cognitivo que dichas actividades requieren.
Se distinguen en los estandares de aprendizaje de la matematica tres ambitos de
exigencia denominados: /. Reproducir, Il. Desarrollar interrelaciones, y lll. Generali-
zar y reflexionar. Estas denominaciones proveen orientacion, pero no se deberian
asumir muy al pie de la letra. Por ejemplo, cuando se puede desarrollar una interre-
lacién con un solo paso, se asignara la actividad al &mbito I. En cambio, si son ne-
cesarias actividades complejas, se asignara este proceso al &mbito lll. En este punto
es necesaria una aclaracion importante. Segun el contenido curricular ya trabajado,
las tareas pueden ser mas o menos familiares para el estudiante (y asi, de forma
tendencial, mas o menos dificiles). Esto no se captura con el concepto de ambitos
de exigencia; se trata mas bien de la complejidad cognitiva inherente a una tarea.
Naturalmente esta esta relacionada a su vez con la dificultad de la tarea: en general,
los ejercicios correspondientes al ambito Il son mas dificiles para los alumnos que
aquellos del ambito I. Una diferenciacion mas exacta y vinculada con competencias
de los tres ambitos de exigencia se describe también en el capitulo 2.
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AUn con esta introduccién descriptiva de las tres dimensiones, no se llega a captar
el ‘espiritu’ de los estandares de aprendizaje de forma completa. Los estandares se
relacionan de forma explicita con las ‘experiencias fundamentales’ formuladas por
Winter (1995), que deben ser proporcionadas a los alumnos en el curso de mate-
maticas:

e Percibir y comprender fenémenos del mundo a nuestro alrededor (naturaleza,
sociedad y cultura) de forma especifica con ayuda de la matematica.

e Conocer y comprender objetos matematicos como creaciones del pensamiento.

e Adquirir a través del trabajo matematico habilidades heuristicas que superan el
ambito matematico.

Se podria hablar de aspectos de la matematica orientados a la aplicacién, la estruc-
tura y los problemas. Todos (en especial el Ultimo) apuntan al objetivo central de
la ensefianza de la matematica, que es la transmisidon de competencias generales.
Los estandares de aprendizaje constituyen un intento de capturar y concretar estos
objetivos generales en exigencias de competencia mas aplicadas. De esta forma se
legitima el uso del concepto de estandares de aprendizaje. Nuevamente se hace
evidente que los estandares matematicos son de forma decidida concebidos como
especificos a la materia, que parten de un concepto amplio de la matematica y que
se basan en tradiciones que se han generado y mantenido en la didactica de la
matematica durante décadas. Los estandares contribuyen a tomar este consenso en
serio y a asistir a los profesores en volcarlo al dia a dia de la ensefianza.

1.2.2 Analisis de ejercicios matematicos orientados a competencias

Como se menciond ya varias veces, los estandares de aprendizaje de la matematica
se ilustran y concretan a través de un amplio espectro de tareas matematicas. En
la ensefianza cotidiana de las matematicas —segun la mayoria de los estudios—,
dominan por lo general tareas orientadas al calculo y a procesos, en los cuales el
grado de exigencia estd determinado por la complejidad técnica de las operacio-
nes a ejecutar. Dichas tareas también son razonables desde un punto de vista de
competencias (se trata en este caso principalmente de la competencia del trabajo
simbdlico, técnico y formal con la matematica); sin embargo, representan sola-
mente una porcién minoritaria del espectro de tareas posibles. Cuando hablamos
de tareas ‘orientadas a competencias’, nos referimos sobre todo a aguellas que no
requieren exclusivamente habilidades técnicas.
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La tarea 'Empedrados’ servira para ilustrar este razonamiento.

40 cm

El pavimento de malla de ce-
€@ | €O mento con pasto de la entrada

/ / de una cochera permite que las
[ & T & lluvias puedan escurrir dentro de

60 cm

Y Y la tierra y unirse al agua subterra-
/) nea. De esta forma se mantiene

/ / el circulo del agua y las precipita-
ciones no conducen a inundaciones en los rios.

20cm

La imagen de la izquierda muestra un ejemplo de pavimento de malla, que contiene ori-
ficios para dejar pasar el agua y partes de cemento permeable. La loseta mide 40 x 60 x
10 cm y se compone de seis partes iguales. La imagen de la derecha muestra la forma y
medidas de una de estas partes.

a) La entrada a la cochera del sefior Meier tiene 8 m de
largo y 6 m de ancho. ¢ Cuéntas losetas de pavimento de
malla son necesarias para cubrirla?

b) ¢Qué porcentaje de la superficie total de la entrada esta
compuesta por los orificios?

¢) El sefior Meier descubre en una tienda de materiales de
construccion una torre de losetas. ¢Cuantas losetas se
encuentran en dicha torre, si estan dispuestas sin espacios intermedios entre si? Explica
cémo llegas al resultado.

d) ¢Se puede transportar todas las losetas necesarias con un camién cuya capacidad es
de 7,5 toneladas? (la densidad del cemento es de 2,3 g/cm?). Explica los pasos que
utilizaste para llegar a la solucion.

La tarea parcial a) pertenece a la idea directriz Medir. Para llegar a una solucién
se debe primero leer el texto de la tarea distinguiendo informaciones relevantes e
irrelevantes (esta es una parte fundamental de la competencia Comunicar). La tra-
duccién de la situacion real en la matematica (una parte de la competencia Mode-
lar) ya se ha realizado de una forma parcial al proporcionar un dibujo del pavimento
de malla, pero es necesaria alin una representacién geométrica de la entrada a la
cochera. Con ayuda de tal representacién (competencia Utilizar representaciones)
se debe plantear el —bastante simple— plan de solucién (establecer una relacion
entre la entrada a la cochera y los pavimentos enmallados, lo que pertenece a la
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competencia Resolver problemas). Luego se calcula (competencia Manejar elemen-
tos simbdlicos, formales y técnicos, también muy sencillo en este caso), y el resul-
tado (200) se traduce nuevamente a la situacion real (nuevamente competencia
Modelar). Debido a los requerimientos de lectura, se asigna esta tarea parcial al
ambito de exigencia Il.

La tarea parcial b) pertenece principalmente a la idea directriz Medir, aunque la
idea directriz Numero también esta involucrada a través del establecimiento de
proporciones. Se deben calcular y poner en relacion dos areas de superficie. Nueva-
mente entran en juego Comunicar, Modelar, Resolver problemas, Utilizar represen-
taciones y Manejar elementos simbdlicos, técnicos y formales. Los requerimientos
de lectura y el nimero de pasos sefialan al ambito de exigencia Il.

La tarea parcial c) abre un nuevo contexto de problema. Dado que se trata de
determinar un numero, este ejercicio pertenece a la idea directriz Numero. Sobre la
base de las fotos (Utilizar representaciones) se puede idear una estrategia simple de
contar (Resolver problemas) y de argumentar (Comunicar). En este caso, la traduc-
cién necesaria Situacion real <-> Matematica es trivial. Esta tarea parcial se puede
ubicar en el ambito de exigencia I.

La tarea parcial d) pertenece a la idea directriz Medir y es algo mas compleja. A
partir de los datos, proporcionados de forma dispersa, se debe calcular el peso de
todas las piezas de pavimento y comparar el resultado con el peso de carga de un
camion. Las competencias requeridas son Comunicar (leer el texto y argumentar
la respuesta), Modelar (traducir la situacién a calculos e interpretar los resultados
en la realidad), Resolver problemas (desarrollar un proceso de solucién) y Manejar
elementos simbolicos, técnicos y formales (llevar a cabo diversos calculos). Por el
numero de pasos a seqguir, se puede ubicar esta tarea parcial en el &mbito de exi-
gencia Il.

La tarea en su totalidad no es de ningin modo inusual, pero se distingue de las
tareas corrientes por sus requerimientos de competencias mas amplios. En este
punto es necesaria una aclaraciéon adicional, que es valida para todos los capitulos
de este libro. Cuando hablamos de ‘competencias involucradas en la tarea’ o ‘com-
petencias necesarias para la tarea’, se presupone un analisis cognitivo de la tarea
en el &mbito tedrico. En el ejemplo de la tarea parcial a), quien resuelva la tarea,
independientemente del método, debera entender el texto, identificar una via de
solucién, trabajar con representaciones, matematizar la situacion, calcular e inter-
pretar el resultado. Cémo se calcula en detalle, qué representaciones en particular
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se utilizan, como se desarrolla la relacién entre forma y tamafio de la cochera asi
como forma y tamafio de los pavimentos, todo esto es a discrecién de la persona
gue lleva a cabo la tarea. Algo similar es valido para la clasificacion en los tres
ambitos de solucion, que también ocurre en el plano tedrico. En ese sentido, se
puede clasificar la tarea a priori en el modelo de competencias a tres dimensiones.
Naturalmente también es altamente interesante ver cémo los individuos solucionan
la tarea, cémo difieren los métodos utilizados.

A continuacion se presentan tres soluciones de alumnos a la tarea parcial a):
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Solucion del escolar 3
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El escolar 1 se hace una imagen relativamente exacta del ingreso a la cochera y
reconoce cuantas piezas de pavimento caben una junto a otra (10 y 20, respectiva-
mente). Esto conduce de forma correcta al resultado 10 « 20 = 200.

El escolar 2 solo considera los contenidos de area, no las superficies en si. De esta
forma llega también al resultado correcto de 200, pero no ha considerado si podria
ser necesario cortar algunas piezas del pavimento.

El escolar 3 calcula, de forma similar, solo las areas, pero considera otra forma para
las piezas de pavimento. La férmula aplicada y la division entre 6 apuntan a la forma
utilizada: solo considera un poligono de ocho lados. El resultado es falso. El nimero
360 responde a otra pregunta que no fue planteada en la tarea (; cual podria ser?).

1.2.3. Construccion de tareas matematicas orientadas a competencias

Cuando se trata de utilizar tareas para propésitos didacticos especificos, se dara el
caso de que las tareas a disposicién no cubran todos los objetivos que se buscan.
Entonces, es necesario elaborar nuevas tareas, lo que puede ocurrir mediante la
variacion de tareas ya existentes o a través de la construccion de tareas desde cero.
Tomemos como ejemplo la recién analizada tarea ‘Empedrados’. En su forma actual,
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la tarea no incluye casi partes argumentativas. Cuando el contexto dado también
deba ser utilizado para argumentar, se puede pensar en las siguientes tareas adicio-
nales (segun el tema de la clase):

e Argumenta: el poligono de ocho lados representado no es regular.

e Laentrada a la cochera doble del sefor MUller tiene 8,5 m de largoy 12 m de
ancho. Jorg dice: “Es muy simple: el sefior Miller necesita (8,5 ¢ 12) : (0,4 * 0,6)
= 425 de estas losetas de pavimento”. Toma una posicion respecto de la solu-
cion de Jorg.

¢ Argumenta sobre la base de la imagen izquierda de la pagina 22: las medidas de
la imagen derecha de la pagina 22 no son correctas.

Otros puntos de vista segun los cuales se pueden variar tareas como esta son, por
ejemplo:

e Cambio del alcance de informaciones del mundo real (por ejemplo, concentra-
Cion en el nucleo geométrico de la tarea).

e Cambio del contexto.

e Cambio de la exigencia de modelacién (por ejemplo, proporcionar solo una foto
del pavimento con una persona como referencia de escala, sin medidas).

e Cambio de la exigencia de la solucion del problema (por ejemplo, la tarea consis-
te solo en encontrar las medidas de las partes a) y d), sin datos sobre densidad).

En el capitulo 1, pagina 152, se encuentran otras consideraciones sobre la variacion
de tareas.

En la construccion de tareas desde cero es importante, por asi decirlo, andar por el
mundo con los ojos abiertos y descubrir la matematica que se encuentra en todas
partes. Tomemos un ejemplo. En el afo 2005 un fabricante de rollos de pelicula
fotografica puso en el mercado el empaque ilustrado en la pagina 27. Este empa-
gue debia recordar a una pelota de futbol, aprovechando el contexto de la copa
mundial 2006. Se puede notar inmediatamente que el empaque no tiene la forma
de una pelota de futbol, dado que esta consiste en pentdgonos y hexagonos, mien-
tras que el empaque estd compuesto por cuadrados y triangulos. No obstante, este
empaque sirve de base para diversas actividades matematicas. La siguiente tarea
desarrolla algunas de estas posibilidades.
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Tarea 2: Empaque de pelicula fotografica

Para el mundial de futbol, una compania de pelicula para fotos ided un empaque especial
para sus productos: grupos de cuatro rollos se empacan en cajitas cuya forma asemeja una
pelota de futbol.

Las dos imagenes muestran una de estas cajas desde perspectivas diferentes, para que te
puedas hacer una idea de como estan construidas. Si observas las cajas, veras que tienen
algunas superficies cuadradas y otras superficies triangulares que estan orientadas hacia
adentro. La longitud de un lado de los cuadrados mide 4 cm. Los tridangulos son de angulo
recto y aristas iguales. Tres de dichos triangulos configuran una pirdmide. El empaque ob-
tiene de esta forma una mayor estabilidad, y ademads, se ve més interesante.

a) ¢De cudntos cuadrados y cuantos tridngulos se compone uno de estos empaques?
b) Calcula la superficie total del empaque.

¢) También es importante saber cuanto espacio hay dentro del empaque. Los disefadores
afirman que los empaques contienen un volumen de 528 ¢cm? (redondeado). Propon y
formula dos métodos que te permitirian calcular el volumen. Calcula con uno de los dos
métodos propuestos: ;obtienes también como resultado 528 ¢cm?3?

d) Cada uno de los cuatro rollos de pelicula se encuentra en un envase de forma cilindrica
(diametro: 3,1 cm; altura: 5,2 cm). ¢ Qué porcentaje de los empaques se mantiene va-
cio, una vez que las cuatro peliculas estdn empacadas? Estima primero el porcentaje y
recién después haz el calculo preciso.

e) Sustenta la siguiente afirmacion: dos de dichos envases cilindricos, uno encima del otro,
no caben dentro del empaque.
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La tarea parcial a) pertenece a la idea directriz Espacio y forma. Las competen-
cias esenciales necesarias para una solucion son Resolver problemas (en concreto,
desarrollar una estrategia de contar) y Utilizar representaciones (interpretar las fo-
tos y usarlas como orientacién). La modelacién (pasar del empaque real al cuerpo
geométrico idealizado y viceversa) en este caso es trivial. Dados los pasos necesarios
en el proceso de soluciones, se clasifica a esta tarea parcial en el &mbito de exigen-
cia Il

Las tareas parciales b) y ) pertenecen a la idea directriz Medir. Sobre todo en c)
es necesaria nuevamente una estrategia (Resolver problemas) para descomponer
el cuerpo en porciones calculables. El trabajo simbdlico, técnico y formal también
entra en juego como competencia adicional en b) y ¢); ambas tareas parciales per-
tenecen al ambito de exigencia Il.

También la tarea parcial d) pertenece a la idea directriz Medir. Asimismo, la tarea
genera un vinculo con la idea directriz Numero, en tanto requiere que una propor-
cion de volumen sea calculada en porcentajes. De forma similar, esta tarea parcial
corresponde al ambito Il, debido a los varios pasos que demanda para su solucion.

La tarea parcial e) se puede asignar principalmente a la idea directriz Espacio
y forma, ya que un requerimiento esencial constituye es cémo los recipientes de
pelicula pueden estar ubicados dentro del empaque. Sobre todo las competencias
Argumentar y Resolver problemas son necesarias en esta tarea. Debido a sus altas
exigencias, Solucionar problemas se asigna esta tarea parcial al ambito de exigencia
Il

Cuando se trata de utilizar el contexto dado para actividades adicionales, se podria,
por ejemplo, traer a colacion el precio del empaque de pelicula. Las siguientes
tareas parciales adicionales (pertenecientes a la idea directriz Nimero) podrian ser
consideradas:

f) Una tienda de fotografia ha reducido el precio de las peliculas en cada empaque de EUR
6,99 a EUR 5,99. ;Qué porcentaje de rebaja supone esta reduccion?

g) Enla misma tienda de fotografia se puede comprar las mismas peliculas en una presen-
tacion de dos filmes por caja. Cada caja cuesta EUR 1,99. ;Qué porcentaje se podria
ahorrar en comparacion con el empaque de la imagen, si se quieren comprar cuatro
peliculas?
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1.2.4 Clases con tareas orientadas a competencias

Las tareas como ‘Empedrados’ o ‘Empaque de pelicula fotografica’ y sus variantes
pueden ser utilizadas en la escuela de diversas formas. En primer lugar, todas las
tareas parciales presentadas son en principio adecuadas, tanto para el dictado de
clases como para las pruebas de desempefio (para la diferenciaciéon de estos aspec-
tos, ver capitulo 1, pagina 81). En la clase misma, se puede emplear este tipo de
tareas para diversos propositos, en especial para la practica y el reforzamiento (ver
capitulo 3, pagina 113), pero también para un mejor diagnéstico de las fortalezas
y debilidades de determinados alumnos en relacion con la solucién de tareas orien-
tadas a competencias (ver capitulo 2, pagina 96).

En este contexto se debe recalcar que una tarea no lleva per se a la formacion,
reforzamiento y desarrollo de competencias; esto lo puede lograr solamente su
tratamiento adecuado en una forma que permita al estudiante llevar a cabo las
tareas por si mismo, asi como reflexionar sobre ellas, argumentar vias de solucion,
discutir criticamente los resultados, etc. Para abreviar, el desarrollo de competencias
de los alumnos deberia estar en el centro de los esfuerzos de forma mas consciente
y consecuente que hasta el momento.

Los aspectos discutidos definen la ‘calidad educativa’ para el curso de matematica.
Podemos distinguir los tres componentes de forma algo mas sistematica (derivado
de Blum & Leiss 2005):

e Un diseno de ensefianza con contenidos de fondo, que ofrezca a los alumnos
variadas oportunidades para actividades relacionadas con competencias (para la
modelacion, argumentacion, comunicacion, etc.) y gue genere variadas interco-
nexiones, tanto dentro de la matematica misma como entre la matematica y la
realidad.

e Una activacion cognitiva del alumno, es decir, que la ensefianza estimule activi-
dades mentales, facilite e incentive al aprendizaje y trabajo autbnomo, promue-
va comportamientos estratégicos de aprendizaje (actividades heuristicas) y exija
siempre una reflexion mas alla del aprendizaje mismo (actividades metacogniti-
vas).

e Una ensenanza efectiva y orientada al alumno ('classroom management’), en la
cual las diversas formas y métodos de ensefianza varian de forma flexible, las
horas de clase estan claramente estructuradas, existe una atmosfera de aprendi-
zaje con pocas distorsiones, etc.
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El vehiculo mas adecuado para la realizacion de una enseflanza asi son las tareas
orientadas a competencias. En particular variantes de tareas abiertas, como las
mostradas al final de la seccion 1.2.3, son especialmente apropiadas para una ense-
flanza orientada a la autonomia, en la que la fuerza docente diagnostica de forma
individual y permite que diferentes soluciones de los alumnos sean presentadas y
discutidas.

1.3 Acerca de este libro

La meta principal del libro Bildungsstandars Mathematik: Konkret es ilustrar y con-
cretar los estandares de aprendizaje de matematicas mediante un gran ndmero
de tareas matematicas. Es evidente que ninguna seleccién —hasta cierto punto
razonable— de tareas puede agotar el espectro completo de los enunciados po-
sibles. Para seis competencias, cinco ideas directrices y tres ambitos de exigencia
ya existen noventa combinaciones distintas. Ademas, en una tarea convergen las
competencias en distintas combinaciones. No obstante, mediante la seleccién de
tareas aqui reunidas nos hemos preocupado de esbozar al menos /a mas amplia
gama de enunciados de tareas matematicas posible. Las tareas cubren todas las
competencias, todas las ideas directrices y todos los ambitos de exigencia, en di-
versas combinaciones. En este proceso no hemos tenido en cuenta los tipos de
tareas mas recurrentes, ya que suponemos que de por si pertenecen al repertorio
de cualquier profesor de matematicas. Por otro lado, nos hemos abstenido —en
gran medida— de presentar tareas especialmente abiertas, originales o particular-
mente exigentes, con el fin de mantenernos muy cerca de la ensefianza cotidiana.
Con ello, de ninguna manera se debe restar méritos al significado de dichas tareas
abiertas originales y exigentes.

Pero el libro es méas que una simple coleccién de tareas: también contiene sugeren-
cias para su aplicacion en clase justamente para activar, tanto como sea posible, el
potencial que las tareas tienen para desarrollar competencias. El libro busca ayudar
al cuerpo docente a optar por tareas orientadas al desarrollo de competencias con
fines didacticos (introduccién, practica, diagnostico, pruebas de rendimiento) y a
construirlas por si mismos, también a partir de la seleccién de tareas que aqui se
entregan. Por otro lado, este libro no ofrece una metodologia de ensefianza: el foco
del libro son las tareas ilustradas y su entorno de aprendizaje.

Junto con su empleo para fines didacticos, el libro también puede ser utilizado para
la capacitacion continua de los docentes. Lo que ahora —y en un futuro previsible—
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se encuentra sobre el tapete son medidas de capacitacidon completamente referidas
a estandares de aprendizaje. Con ello, la palabra ‘capacitaciéon’ atn no ha tocado
el nucleo: se trata de que cada profesor de matematicas no solo se convierta en
experto en estandares, sino que avance hasta convertirse en un actor en la adecua-
da realizaciéon de los estandares. Esto solo se puede lograr cuando los docentes se
familiarizan con el espiritu de los estdndares de aprendizaje, es decir:

con el propdsito de describir el rendimiento a través de las competencias, y con
el modelo de competencia aqui utilizado (competencias, ideas directrices, ambi-
tos de exigencia),

con el andlisis de las tareas, tanto antiguas como nuevas, vistas a través de los
‘anteojos de las competencias’,

con la construccion focalizada y variacion de tareas orientadas al desarrollo de
competencias,

con el empleo variable de tareas afines en una clase de matematicas orientada
al desarrollo de competencias,

con el uso de dichas tareas para diagnéstico y evaluacion,

con la conversion de resultados diagnésticos y de evaluacion en medidas de
promocién para estudiantes individuales o para toda la clase.

El presente libro puede ser utilizado como material para actividades de capacitacion
de diversa indole, ya sea de manera individual o en grupos. Conforme con los pun-
tos arriba mencionados, se puede, por ejemplo:

E

aprovechar el cuantioso analisis de tareas en este libro para observarlas desde
el punto de vista del desarrollo de competencias (ver capitulo 1, pagina 152,y
capitulo 2, pagina 162),

emplear las reflexiones del capitulo 2 (pagina 96) para incrementar las capacida-
des diagndsticas del cuerpo docente,

las propuestas del capitulo 1 o 4 pueden ser puntos de partida para discusiones
sobre la calidad de la ensefianza,

las reflexiones en el capitulo 5 pueden estimular el intercambio de experiencia
entre profesores en eventos gremiales.

libro no pretende ser un recetario sobre como se debe llevar a cabo la ense-

flanza de las matematicas. Como cualquier material, hay que utilizarlo de manera
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consciente y siempre evaluando quién es el receptor. Se deben seleccionar tareas
o capitulos determinados y utilizarlos en los contextos adecuados. Este libro debe
llevar a la reflexion més que a la simple aplicacion.

1.3.1 Panorama general de las partes del libro

El libro esta organizado de la siguiente manera: en los primeros dos capitulos de la
parte 1 se explica de forma detallada el nucleo de los estdndares de aprendizaje, es
decir, las competencias. El capitulo 2 describe con mayor exactitud seis competen-
cias matematicas generales. En el capitulo 3, a partir del ejemplo de la idea directriz
Datos y azar, se explica qué son las competencias al contenido y cual es la relacion
entre las ideas directrices y las areas de conocimiento.

La parte 2 pone el énfasis en la clase. Incluso si los estandares de aprendizaje ‘solo’
describen el desempefio esperado en los escolares, esto tiene efectos directos en la
clase. Esto es asi porgue en clase se generan las condiciones para que los escolares
puedan tener tal desempefo. El capitulo 1 muestra como —en diferentes situacio-
nes en clase— se puede recurrir a tareas adecuadas, que aporten al desarrollo de
las competencias. El énfasis del capitulo 2 recae en el aspecto diagnostico; el autor
subraya que las tareas también pueden ser un instrumento Util en clase para evaluar
las competencias con las que cuentan (o no) los escolares. En el capitulo 3 el foco
estd en la importancia de practicar y repetir a partir de tareas adecuadas. En el capi-
tulo 4 se aborda otra forma de ensefar las clases, desde un enfoque de proyectos.
Mientras que todos estos capitulos se centran mas bien en aspectos ‘locales’, el
capitulo 5 tematiza un aspecto ‘global’, esto es, el desarrollo de competencias a lo
largo del tiempo. La autora resalta sobre todo la importancia de las estrategias de
aprendizaje. En general, la parte 2 debe elucidar cuan importante es para los do-
centes mantener una ‘mirada de competencias’ en todas las fases y situaciones de
la clase, es decir, tener en cuenta el desarrollo de las competencias en los escolares
cuando se planifiquen y disefen las clases.

La parte 3 aborda con mayor énfasis las tareas en si. Se trata de la ‘mirada de com-
petencias’ sobre las tareas, en sus diferentes facetas. El capitulo 1 demuestra como
se puede variar una tarea, de forma que tenga sentido. El capitulo 2 enfatiza cuan
importante es no solo permitir que los escolares encuentren diferentes soluciones
para una misma tarea, sino mas bien promoverlo de forma consciente. En el capitu-
lo 3 se muestran los diversos formatos que puede tener una tarea disefada desde
un enfoque de competencias. Finalmente, el capitulo 4 muestra diferentes tipos de
tareas vinculadas con la realidad.
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La parte 4 contiene un grupo de tareas. De este modo se busca ampliar el espectro
de tareas y ambitos, que no esta bien representado en las partes 1-3. Esta parte
del libro se asemeja a una coleccion de tareas. El libro concluye con una sintesis de
todas las tareas en la parte 5.
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2. DESCRIPCION DE LAS COMPETENCIAS MATEMATICAS
CENTRALES

Dominik Leiss y Werner Blum

2.0 Notas preliminares: competencias generales y trabajo con las
matematicas®

Como se describio en el capitulo 1, los estdndares de aprendizaje parten de la idea
basica de poder fijar la facultad de los estudiantes en competencias, que ellos de-
ben activar cuando trabajan con tareas, en particular:

e C1 Argumentar matematicamente.

e (2 Resolver problemas matematicamente.

e (3 Modelar matematicamente.

e (4 Usar representaciones matematicas.

e C5 Manejar elementos simboalicos, formales y técnicos de las matematicas.

e (Cb6 Comunicar matematicamente.

Los estandares de aprendizaje toman estas competencias, las reformulan y las esca-
lonan en tres ambitos de exigencia. Pero, ;se pueden reconocer razones y un marco
detras de ellas? En general, uno se deberia preguntar: ;qué caracteriza el “trabajar
matematicamente” en el colegio? ;Se puede estructurar de alguna manera? Y si
es asf, ¢se puede estructurar en forma de competencias? ¢ Son estas competencias
tipicas de las matematicas y a la vez centrales para registrar las habilidades y capa-
cidades de los estudiantes?

Los estandares de aprendizaje no pueden responder estas preguntas con profundi-
dad, lo cual seria deseable. Encontrar una respuesta razonable a esto es una tarea
basica permanente dentro de la didactica de las matematicas. Una respuesta cabal
debe englobar diversos aspectos, particularmente una idea de lo que debe ser la
educacion matematica en la escuela. Por ende, se deben mencionar al menos al-
gunas lecturas como referencia: Freudenthal (1977), Winter (1995), Blume, Drike
y cols. (2006), entre otros.

5  Sugerencias de Michael Neubrand.
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Los estandares de aprendizaje asumen una postura mas bien pragmatica ante las
interrogantes aqui planteadas. Dado que los estandares deben servir tanto para
el desarrollo de la sesiones de aprendizaje, asi como para la verificacion del des-
empenfo, las competencias estan formuladas de tal manera que se anclan en el
trabajo matematico en clase. No se menciona explicitamente que existan aspectos
adicionales que recorren toda la clase de matematicas. A continuacion se recuerdan
cuatro aspectos de este tipo.

Habilidades y nociones basicas como cimiento para las competencias

Como cimiento sobre el cual se construyen las competencias se pueden mencionar
dos aspectos complementarios entre si: el primero sefiala la necesidad del conoci-
miento basico y el segundo sefiala las condiciones para la comprension matematica:

* Deberia haber consenso respecto de la necesidad de contar con habilidades ele-
mentales para un trabajo fluido y flexible con nimeros y magnitudes, asi como
con objetos geométricos (pregunta directriz: ;cémo funciona?). Estas habilida-
des basicas no se nombran directamente en las competencias de los estandares
de aprendizaje, pero se ven como una condicién necesaria.

e Los estudiantes pueden formarse una comprensidon matematica, siempre y cuan-
do se construyan —con cuidado y a largo plazo— ‘ideas’ con respecto a concep-
tos y procedimientos matematicos (pregunta directriz: ;qué significa?). Activar
dichas ideas constituye una base sin la cual las competencias no seran efectivas.
En clases de matematicas se debe invertir una buena parte de las actividades en
esto.

El pensamiento matematico como trasfondo de las competencias

Los estandares de aprendizaje deben permitir reconocer qué es lo especial de las
matematicas. Dado que estan formulados de manera cercana al acontecer en clase,
uno tiende a olvidar que el pensamiento matematico general se debe incorporar en
cada competencia. Las siguientes formas de pensar caracteristicas no se mencionan
explicitamente en los estandares de aprendizaje, pero recorren todas las competen-
cias:

e Al inicio de la escuela primaria se utiliza el hecho de que se puede reemplazar
un objeto matematico por otro de la misma categoria. Por ejemplo, en vez de
un numero podria ir el resultado de un calculo; una figura puede aparecer como
una parte de otra mas compleja; en vez de un paso en un algoritmo puede in-
sertarse también una subrutina, etcétera. Esta es una forma de pensar universal
en las matematicas que no se explicita en las competencias de los estandares de
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aprendizaje. Sin embargo, cuando se trabajan las tareas formuladas para todas
las competencias, esta forma de pensar se hace evidente constantemente.

Asi, las argumentaciones y los procesos de solucion se nutren, por ejemplo, de
gue uno pueda referirse a algo que ya comprobdé o que ya ensayd con éxito en
el pasado. En la construcciéon de modelos se puede recurrir a modelos estandar.
El trabajo técnico-formal en las matematicas siempre utiliza la idea de implantar
y substituir.

e Las matematicas siempre extraen relaciones generales, tanto dentro de la disci-
plina como al comprender la realidad mediante las matematicas. La matematica
es la disciplina que intenta establecer un orden mental y conceptual en el mun-
do de los fendmenos (Freudenthal 1983). El desarrollo sostenible de compe-
tencias requiere, entonces, que siempre gque sea posible se trabajen actividades
donde se tenga que precisar, ordenar, clasificar, definir, estructurar, generalizar,
etcétera. Esto es factible en todos los &mbitos de las competencias. Por ejemplo,
en cuanto a Argumentar, se debe esclarecer el valor general de un esquema de
pensamiento. Al Resolver problemas se debe considerar en qué situaciones ge-
nerales sirve la solucién y cudl es el alcance de las estrategias utilizadas. Modelar
recién es efectivo si el modelo se puede utilizar para otros objetos. En el caso
de Usar representaciones se debe verificar constantemente si aquello que se va
a representar va bien con la representacion elegida. Trabajar de forma simbo-
lica, técnica y formal con comprension requiere también tematizar la validez y
condiciones. Comunicar puede llevar a malentendidos, si antes no ha habido un
consenso con respecto a conceptos generales (y por ende a menudo formales).

Las competencias de los estandares de aprendizaje se incrustan dentro de otros as-
pectos con los que deben alinearse la adquisicién de conocimientos y el desarrollo
de la clase. Observar Unicamente las competencias no basta para un disefio pro-
ductivo de las clases de matematicas. Sin embargo, las competencias —tal como se
describirdn a continuacion segun los estandares de aprendizaje— son puntos de re-
ferencia importantes para establecer las actividades matematicas de los estudiantes
de forma lo suficientemente amplia como para “garantizar la calidad de las clases”,
tal como lo formula la KMK como meta.

A continuacién se describen en detalle las seis competencias. Para esto nos centra-
mos primordialmente en la descripcion de los ambitos de exigencia, tal como estan
dados en los estandares de la KMK para los grados quinto a décimo. Los diferen-
ciaremos un poco mas y los precisaremos, en la medida en que sea necesario, por
lo cual tendremos que apartarnos en ciertos casos de las descripciones originales.
Se debe mencionar que para cada una de las seis competencias también existe un
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grado previo al &mbito de exigencia |, en el cual la competencia no se exige o no se
exige de forma que amerite mencionarse. Ademas, se debe hacer énfasis en que no
es ni razonable ni posible separar una competencia de otra. En cada competencia
se destacan aquellos aspectos que son particularmente tipicos de esta. Sin embar-
go, es imposible evitar algunas superposiciones.

2.1 La competencia Argumentar matematicamente (C1)

A esta competencia pertenecen tanto el poder unir afirmaciones matematicas en
cadenas de argumentacion légicas como el comprender y evaluar criticamente dis-
tintas formas de argumentacién matematica. Esto se relaciona con los diferentes
ambitos de las matematicas, por ejemplo con la fundamentacion de resultados o
alegatos, la derivacion de teoremas o férmulas matematicas o la estimacion de la
validez de procedimientos matematicos. Tales capacidades deben adquirirse y usar-
se de forma continua a lo largo de toda la escolaridad, comenzando por simples
deliberaciones con respecto a la plausibilidad de algo hasta lograr demostraciones
estrictas, en las cuales cada paso en la demostracion posee una justificaciéon. Las
leyes y convenciones matematicas fundamentales son la base para dichos procesos
argumentativos, aunque a veces sean inconscientes. Por consiguiente, a la compe-
tencia Argumentar también le pertenece la comprension de que algunos patrones
argumentativos tienen cierta validez general, independientemente del contenido.

El espectro de las tareas que se usan en este marco es grande. En aquellas tareas,
gue exigen dichas capacidades, se incluyen a menudo formulaciones como las si-
guientes (lo cual no quiere decir que se tengan que usar de manera esquematica):

e Fundamenta... e Esposible que...?

e Comprueba... e ;Por qué es esto asi...?

e Demuestra... e Rige siempre que...?

e Contradice... e ;Por qué son todos casos en los que...?

No siempre se debe exigir una presentacién explicita de una fundamentacion o jus-
tificacion, cuando la competencia Argumentar es necesaria para resolver una tarea.
Una tarea tiene potencial argumentativo también cuando un estudiante se explica,
justifica o comprueba consigo mismo un proceso de solucién o un resultado, a ma-
nera de proceso mental interno.
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El espectro de tales argumentaciones va desde la reproduccidn de patrones argu-
mentativos conocidos (por ejemplo, fundamentar mediante un ejemplo contrario
simple) hasta la reflexién sobre el alcance de una cadena de conclusiones. La des-
cripcion de los ambitos de exigencia que se presenta a continuacién lo especifica
con mayor claridad:

Ambito de exigencia I: reproducir y utilizar argumentaciones de rutina (teoremas
conocidos, procedimientos, derivaciones, etcétera); dar fundamentaciones simples
a partir de calculos; argumentar a partir de conocimientos de la vida cotidiana.

Ambito de exigencia Il: comprender, explicar o desarrollar argumentaciones abar-
cables de varios pasos.

Ambito de exigencia Ill: usar, explicar o desarrollar argumentaciones complejas; eva-
luar distintos argumentos segun criterios tales como su alcance o coherencia.

Agui se debe poner énfasis en que la calidad de una argumentacion matematica
—es decir, su valor informativo y la fuerza con la que convence— no depende de
su grado de formalidad. Mas bien las fundamentaciones matematicas concluyentes
pueden darse en distintos niveles de representacion. La siguiente tarea, en la cual
se exige una fundamentaciéon matematica, es un ejemplo de ello.

Ejemplo 1 (dmbito de exigencia Il)

La suma de numeros vecinos

Jette opina: “La suma de tres nUmeros naturales consecutivos siempre es divisible entre 3.
¢Tiene razon Jette?

Fundamenta tu respuesta.

En este ejemplo existen diferentes soluciones posibles:

1. Enfoque paradig- Se suman tres nimeros consecutivos, por ejemplo 3, 4, 5.
matico: (d-1)+4+@+1)=4+4+4=3 0 4
-
El resultado es divisible entre 3.

Esto rige siempre.

43



44

ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

En este caso se opera con un ejemplo concreto, en el cual los paréntesis y la flecha especialmen-
te permiten hacer evidente que se encontrd una estructura general. Asf se puede reconocer que
esto regira para todos los ejemplos siguientes.

2. Enfoque algebraico: Sin es el primero de estos tres numeros, entonces rige:
n+nh+1)+n+2)=3n+3=3en+1)

el resultado es divisible entre 3.

Esta variante es mas abstracta, dado que se usan variables. Seria mas habil ain nombrar el
numero del medio como n, en forma analoga al enfoque anterior.

3. Enfoque gréfico: Los tres nimeros se pueden representar mediante patrones de
puntos o escaleras, por ejemplo:

Si se traslada un punto, se forman tres cantidades de igual valor; o alternativamente, al equipa-
rar la escalera, se forma una secuencia de tres columnas de igual altura; entonces, el nimero
es divisible entre 3.

Agui se trabaja con objetos geométricos en lugar de nimeros y variables.

4. Enfoque de contenido: Uno de los tres niumeros debe ser divisible entre 3 (de 3 en 3);
otro tiene un residuo de 1 cuando se divide entre 3, y otro tiene
un residuo de 2.

Entonces, en la divisién quedaria la suma de residuos “1 + 2 =
3", lo que significa que la suma es divisible entre 3.

En este enfoque se hacen reflexiones matematicas recurriendo a conocimientos ya adquiridos.
Las variables se necesitan solo de forma implicita.

5. Enfoque iterativo: 1+2+3=6,y6 esdivisible entre 3.
2+3+4=9=06+23, ytambién es divisible entre 3, etcétera.

La suma crece en 3y por ende sigue siendo divisible entre 3.
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En principio, se trata de una forma previa a la induccién completa que los estudian-
tes del nivel mediano (a partir de quinto grado) ya pueden llevar a cabo.

El siguiente ejemplo muestra que las fundamentaciones pueden darse en distintos
planos y con representaciones diferentes. La eleccién del plano y la representacion
en una tarea concreta depende, por ejemplo, de los conocimientos previos, de
las preferencias individuales o de la tradicién de la clase. Mientras que la tarea no
especifique un requerimiento, las variantes deben ser tratadas con el mismo valor.

Ejemplo 2 (dmbito de exigencia a) I, b) IlI)

Triangulos sobre el tridangulo rectangulo

En la figura de la derecha puedes ver un tridngulo
rectdngulo cuyos catetos e hipotenusa confor-
man los lados de tres tridngulos equilateros.

a) Fundamenta, con ayuda del teorema de Pita-
goras, por qué es valida la siguiente proposi-
cion:

La suma del drea de ambos triangulos sobre
los catetos es igual que el area del triangulo
sobre la hipotenusa.

b) Fundamenta por qué la proposicién también
vale para poligonos regulares de n angulos.

La tarea parcial a) requiere el uso del teorema de Pitdgoras en un contexto distinto
del geométrico, usado comunmente en la escuela. Dado que se deben entrelazar
distintos elementos del conocimiento en una cadena argumentativa (area de trian-
gulos, teorema de Pitagoras), la tarea es tipica del ambito de exigencia Il.

Por otro lado, la tarea parcial b) requiere que los estudiantes realicen una gene-
ralizacién a poligonos regulares de n lados, por lo que corresponde al dmbito de
exigencia lll.

2.2 La competencia Resolver problemas matematicamente (C2)

Segun los estandares de aprendizaje, la resolucién de problemas es necesaria cuan-
do una estructura de solucién no es evidente y, por ende, se requiere un proce-
der estratégico. Por consiguiente, la competencia Resolver problemas se muestra
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cuando se dispone de estrategias adecuadas para encontrar ideas y caminos de
solucidon matematicos, asi como cuando se puede reflexionar al respecto.

Como elementos estratégicos se pueden utilizar distintos principios o recursos heu-
risticos (ver Bruder 2002), que, a diferencia de los algoritmos, no conducen direc-
tamente a la meta, pero que en general son Utiles en el proceso de solucion. Por
ejemplo:

e Principio de descomposiciéon (“;en qué subprocesos se puede descomponer el
problema?”).

¢ Principio de analogia ("¢ he resuelto problemas similares en el pasado?”).

¢ Trabajar hacia adelante ("¢ qué puedo concluir de los datos que tengo?”).

e Trabajar hacia atras (“;qué necesito para conseguir lo que estoy buscando?”).
® Probar sistematicamente.

e [lustrar mediante una figura, tabla o esbozo matematico.

Un aspecto de la resolucién de problemas es proponer tareas y problemas matema-
ticos. Dado que esto no juega un papel primordial en el marco de esta publicacion,
no profundizaremos en ello por el momento.

Las demandas que surgen en el contexto de los procesos de resolucion de proble-
mas se pueden describir mejor a través de los siguientes ambitos de exigencia:

Ambito de exigencia I: Resolver una tarea matemética sencilla mediante la iden-
tificacion y selecciéon de una estrategia evidente (por ejemplo, dibujar una linea de
soporte sencilla).

Ambito de exigencia II: Encontrar un camino de solucién a una situacion proble-
matica mediante un proceder de varios pasos y que esté apoyado en estrategias.

Ambito de exigencia lll: Construir una estrategia elaborada para, por ejemplo,
fundamentar la totalidad de una distincion de casos o para generalizar una conclu-
sion; reflexionar sobre los diversos caminos de solucién.

La siguiente tarea debe esclarecer algunos de los aspectos de la competencia Re-
solver problemas.
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Ejemplo 1 (dmbito de exigencia Il)

En el cuadrado de la derecha, con arista de largo a,
se han dibujado dos semicirculos y una diagonal. a

Calcula el contenido del drea sombreada.

Aun cuando los objetos matematicos de la tarea (semicirculos, diagonal, cuadra-
do) son conocidos para los escolares, la figura construida en combinacion con la
pregunta sobre el drea de un pedazo del circulo constituye sin duda una tarea que
requiere un proceder estratégico para llegar a una soluciéon. Una estrategia podria
ser, por ejemplo:

¢ Dibujar lineas auxiliares:

Se podria dibujar la siguiente linea, de modo
gue solo se necesitaria restar el area del tridngu-
lo del area del semicirculo y dividir el resultado

entre dos.

La siguiente tarea corresponde al ambito de exigencia |, ya que se trata de una
situacion problematica que se puede resolver con ayuda de diversas estrategias
simples (por ejemplo, esbozar o descomponer mentalmente).

Ejemplo 2 (dmbito de exigencia I)

‘ ¢Cuanto mide el angulo que abarca el minutero entre las horas 9:45 y 10:05? ‘

2.3 La competencia Modelar matematicamente (C3)

Al modelar, se trata de comprender una situacion vinculada con el mundo real
haciendo uso de medios matematicos, estructurarla y conducirla a una solucién,
asi como de reconocer las matematicas en la realidad y juzgarlas. Los modelos
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matematicos juegan un rol esencial. En este contexto, con modelos matematicos
nos referimos a una imagen simplificada y matematica del mundo real que solo
toma en cuenta algunos aspectos parciales (Hehn 2002), de modo que la situacion
asi descrita se pueda trabajar. Los modelos se usan, por un lado, para describir
fendémenos reales, como por ejemplo el crecimiento de algo o los juegos de azar
(“modelos descriptivos”). Por otro lado, sirven para poner en practica ciertas inten-
ciones respecto de situaciones reales; por ejemplo, el procedimiento de eleccién o
de evaluacién en el testeo de un producto (“modelos normativos”).

El proceso de trabajar con una situacion vinculada con el mundo real se puede des-
cribir idealmente mediante los siguientes pasos:

1. Comprender la situacion problematica real.

2. Simplificar y estructurar la situacion descrita.

3. Traducir la situacion real simplificada a las matematicas.
4

. Resolver la situacién probleméatica matematica haciendo uso de medios mate-
maticos.

5. Interpretar desde la situacion de origen y verificar el resultado matematico me-
diante el contexto real.

Cada uno de estos puntos demanda una serie de capacidades en el estudiante,
que se pueden describir como competencias parciales del modelar. En este caso, el
paso 4 no se cuenta como parte de la competencia Modelar y el paso 1 pertenece
a la competencia Comunicar. Lo esencial son los procesos de traducciéon que el
estudiante debe realizar para encontrar una conexion Util entre el contexto extra-
matematico y el contenido intramatematico.

A continuacion se detalla la competencia Modelar mediante los siguientes reque-
rimientos:

Ambito de exigencia I: Usar modelos estandar que son familiares y directamente
reconocibles (por ejemplo la ‘regla de tres’); transferir directamente una situacion
real a las matematicas; interpretar directamente un resultado matematico.

Ambito de exigencia II: Hacer modelados de varios pasos en el marco de pocas
restricciones muy claras; interpretar los resultados de una modelado de este tipo;
asignar un modelo matematico a situaciones reales pertinentes o modificarlo con
respecto a condiciones que han cambiado.
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Ambito de exigencia Ill: Construir un modelo para una situacion compleja, en la
gue se deben redefinir supuestos, variables, relaciones y restricciones; comprobar,
evaluar y comparar modelos.

A continuacion se presenta una tarea casi auténtica, en la cual la competencia Mo-
delar se encuentra en primer plano.

Ejemplo 1 (dmbito de exigencia IlI)

Poner gasolina

El sefior Stein vive en Trier, a 20 km de la
frontera con Luxemburgo.

|

En su VW Golf, él va a poner gasolina a
Luxemburgo, donde hay un grifo justo al
pasar la frontera. Ahi el litro de gasolina
cuesta solo 1,05 euros, mientras que en
Trier cuesta 1,30 euros.

Super Bleifrei

¢Vale la pena hacer el viaje para el sefor
Stein? Fundamenta tu respuesta.

Se pueden ejemplificar los pasos anteriormente descritos de Modelar mediante uno de
los posibles enfoques de solucion a este problema relativamente complejo.

1. Comprender la situacién problematica real: se trata de una tarea de decisién, en
la que se debe pensar si vale o no la pena manejar 20 km hasta un grifo en el
que la gasolina se vende a un menor precio.

2. Simplificar y estructurar la situacion descrita: “valer la pena” se interpreta como
la reduccién al ahorro de costos personal y directo (por ejemplo: no se toman en
cuenta aspectos ecolégicos o macroecondmicos). Para esto es necesario recoger
y determinar parametros como el volumen del tanque (por ejemplo: 45 litros), el
consumo de gasolina (por ejemplo: 8 litros por cada 100 km), distancia al grifo
en Trier (por ejemplo: 1 km), etc.

3. Traducir la situacion simplificada a las matematicas:

diferencia = KTrier - KLuxemburgo

K. =(1,30 EUR/ « 45 1) + (1,30 EUR/l * 2 km * (8 1/100 km))

Trier

(1,05 EUR/I « 45 1) + (1,05 EUR/I * 40 km * (8 /100 km)).

Luxemburgo™
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4. Resolver el problema matematico haciendo uso de medios matematicos: esen-
cialmente trabajar con expresiones algebraicas y ecuaciones (eventualmente
también con graficos).

5. Interpretary verificar el resultado en el contexto: poner gasolina en Trier cuesta 8
euros mas, por lo que el viaje vale la pena. Esto parece ser un resultado realista,
dado que uno ahorra aproximadamente 1 euro por cada 4 litros que se llenen en
Luxemburgo (10 euros aproximadamente) y uno tiene que pagar algunos euros
por los 40 km de recorrido (entonces 6 a 8 euros aproximadamente).

Incluso si se trata de un modelado bastante bueno de la situacién problematica, se
debe considerar que hay otros factores que son importantes en la situacién real que
no han sido considerados en este modelo, como por ejemplo la depreciacion del
valor del auto por el uso extra o la pérdida de tiempo.

Por consiguiente, seria importante afinar el modelo al revisar una segunda vez, ya
que el modelado no aspira solo a darle una respuesta al problema matematico sino
gue también busca una posicidn seria frente a una situacién problemética vinculada
con la realidad.

Ejemplo 2 (dmbito de exigencia Il)

Receta de cocina

Para preparar una torta, Lisa necesita los siguientes ingredientes:

250 g de almendras, 250 g de harina, 125 g de azlcar, 5 huevos, pizca de sal, 40 g de
hojuelas de almendra.

La masa de la receta rinde para un molde redondo de 22 ¢cm de didmetro, pero Lisa solo
tiene uno de 26 cm de didmetro. Ambas formas tienen igual altura.

Modifica los ingredientes de la lista de Lisa, de tal manera que la masa en ambos moldes
tenga igual altura. Redondea adecuadamente.

22 cm 26 cm
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2.4 La competencia Usar representaciones matematicas (C4)

A esta competencia pertenecen tanto el poder generar por uno mismo representa-
ciones de objetos matematicos como también el manejo de representaciones que
estan dadas. Aqui se cuentan, ademas, representaciones graficas como:

e diagramas, ilustraciones, fotos, bosquejos de situaciones reales y graficos esta-
disticos.

Otras posibilidades importantes de representacion son:
e formulas

¢ representaciones mediante el lenguaje

e accionesy gestos

e programas (en un lenguaje de programacién)

No se puede concluir que la competencia Utilizar representaciones esté jugando un
rol tan solo a partir de la mera existencia de estas representaciones. Por ejemplo,
las ilustraciones no son necesariamente portadores de informacién matematica,
sino gue pueden cumplir simplemente una funcién motivadora. Ademas, en las
matematicas uno siempre se ve forzado a recurrir a representaciones para transmitir
sus contenidos, por ejemplo cuando se trata de hacer exposiciones (competencia
Comunicar). Recién cuando se exige que uno trabaje activamente con representa-
ciones de contenidos matematicos al vincularse con una tarea, las siguientes capa-
cidades se vuelven relevantes:

e producir o cambiar una representacion
e interpretar o evaluar una representacion dada

¢ alternar entre diferentes formas de representacion

A continuacién se describe con mas detalle la demanda cognitiva que acompafia
estas capacidades:

Ambito de exigencia I: elaborar y utilizar representaciones estandar de objetos y
situaciones matematicas.

Ambito de exigencia II: interpretar con comprensién o modificar representacio-
nes dadas; alternar entre dos representaciones.
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Ambito de exigencia Ill: comprender representaciones que no son familiares y
utilizarlas; desarrollar formas de representacion propias que son adecuadas para el
problema; juzgar distintas formas de representacién segun un objetivo final.

La siguiente tarea requiere Unicamente que el estudiante produzca una representa-
cion estandar y por ende corresponde al ambito de exigencia |.

Ejemplo 1 (dmbito de exigencia I)

Representa el siguiente resultado electoral en un diagrama de circulo:

Partido A: 30% Partido B: 40% Partido C: 25% Otros: 5%

Si la tarea fuera “representa... en un diagrama”, la exigencia cambiaria. El es-
tudiante tendria que elegir un formato de representacion adecuado, asumiendo
como condicién que conoce diferentes formatos, como los graficos de barras, los
histogramas, los diagramas de circulo, etcétera. Esto corresponderia a un ambito de
exigencia II. Existen dos posibilidades:

45
40
35

30
25
20
15
10
5
0 I

Partido A Partido B Partido C Otros

Grafico de barras

[l PartidoA [ Partido B

Partido C Otros Grafico circular
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En el caso del grafico de barras, el dibujo se puede hacer directamente. En el caso
del diagrama de circulo, se deben traducir los porcentajes en dngulos que definan
los sectores del circulo. Ambos gréficos son igual de vélidos como resultado. Insu-
ficientes serfan graficos que presentaran relaciones entre magnitudes erradas (por
ejemplo que la barra A no sea igual de larga que la barra B) o que fuesen inapro-
piados, como por ejemplo el siguiente diagrama.

45
40
35
30
25
20
15
10

5

Partido A Partido B Partido C Otros

En la siguiente tarea una representacién poco comun se encuentra en el centro del
trabajo matematico. Se trata de una combinacion de los gréficos velocidad-tiempo
y altura-tiempo. Se debe encontrar una conexiéon entre ambos graficos, asi como
una interpretacién que los vincule con la realidad.

Ejemplo 2 (dmbito de exigencia Ill)

Analisis de entrenamiento

El siguiente diagrama muestra un segmento de un registro de entrenamiento de un ciclista
de velocidad.

c) ;Cuantas serpentinas (curvas cerradas) aparecieron al bajar la primera montana?

Altura
w0 (m)

Velocidad

W ‘

M ‘x/—‘wlv,x/ /'*\,/ﬁvg"v“_“ “(/ [ A

4200 4600 5000 5400 5800 6200 600 7000 7800

Naturalmente, ambos graficos dan pie a muchas otras preguntas e interpretaciones.
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2.5 La competencia Manejar elementos simboélicos, formales y
técnicos de las matematicas (C5)

Esta competencia abarca el uso de hechos matematicos o habilidades matema-
ticas. Los hechos se pueden expresar como “Saber qué...”. Aqui pertenece, por
ejemplo, el conocimiento que se puede evocar directamente de la memoria (como
la definicion de la mediatriz con respecto a dos puntos o el uso de la propiedad
conmutativa).

Las habilidades se podrian definir mas bien como “Saber cémo...". A esto pertene-
ce, por ejemplo, el uso de algoritmos, cuya secuencia se puede recorrer de forma
automatica (como calcular o a partir de o + 5 = 12). En consecuencia, los siguientes
aspectos corresponden a esta competencia:

e Conocer y utilizar definiciones, reglas, algoritmos o formulas matematicas.

e Trabajar formalmente con variables, expresiones algebraicas, ecuaciones o fun-
ciones.

e Realizar procedimientos de solucién y verificacion, siguiendo una secuencia es-
pecifica.

¢ Realizar construcciones geométricas basicas.

e Utilizar recursos como recopilaciones de férmulas o la calculadora.

En esta competencia resulta importante que se formen rutinas que descarguen,
facilitando asf el reconocimiento de relaciones y estructuras y apoyando, a manera
de herramienta, el ejercicio de hacer matematicas, sobre todo la traduccion entre la
realidad y las matematicas. Asi, esta competencia se requiere a menudo en conjun-
to con otras que se hallan mas cerca del contenido de una tarea.

A continuacién se explican con mayor detalle los distintos requisitos de esta com-
petencia:

Ambito de exigencia I: emplear procedimientos de solucién elementales; utilizar
férmulas y simbolos de forma directa; usar herramientas matematicas sencillas de
forma directa (por ejemplo, recopilaciones de férmulas o calculadora).

Ambito de exigencia II: hacer uso en varios pasos de procedimientos matemati-
cos formales; trabajar en contexto con variables, expresiones algebraicas, ecuacio-
nes y funciones; seleccionar y emplear herramientas matematicas segun la situacién
y el proposito.
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Ambito de exigencia lll: realizar procedimientos complejos; evaluar procedimien-
tos de solucién y de verificacion; reflexionar sobre las posibilidades y los limites de
las herramientas matematicas.

Ejemplo 1 (dmbito de exigencia I)

Resuelve la ecuaciéon 3x + 5 = 27.

Esta tarea solo demanda habilidades orientadas al calculo. Dado que se trata de un
procedimiento rutinario simple, la tarea corresponde al ambito de exigencia I.

Ejemplo 2 (dmbitos de exigencia a) I; b) II; c) 1)

Observa el haz de rectas.
a) ¢Qué caracteristicas comunes tienen todas estas rectas?
b) Indica la ecuacion correspondiente a tres de estas rectas.

c¢) (Coémo es la ecuacion de las paralelas al eje x en este haz?

-1 -10 -9 8 -7 -6 -5 —4_4 5 6 7 8 9 10 11 12 x
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2.6 La competencia Comunicar matematicamente (C6)

Esta competencia abarca, por un lado, la comprensién de textos o expresiones
orales en relacidon con las matematicas, y por otro, incluye la presentacion com-
prensible (y también adecuada en términos del lenguaje técnico) de deliberaciones,
caminos de solucién y resultados, de forma escrita u oral.

Suele resultar dificil diferenciar entre comunicar y argumentar. Esto rige sobre todo
para la explicacién de los caminos de solucién o la presentacion de conclusiones. En
este caso, se debe tener en cuenta que al argumentar se requieren procesos argu-
mentativos explicitos o implicitos que describan, concreten e ilustren un contenido
matematico, pero que no estén dirigidos a un receptor en particular. Por el contra-
rio, en el caso de “comunicar”, el receptor externo (que puede ser ficticio) es quien
juega el rol fundamental. Asi, en una tarea se aborda la competencia Comunicar,
siempre que se trate de explicar un camino de solucion (ya sea a la profesora o a los
companeros), por ejemplo. Por consiguiente, el manejo del idioma es sumamente
importante en esta competencia.

Dado que ambos aspectos expuestos en un principio (por un lado la recepcién, com-
prension y evaluacion de situaciones matematicas, y por otro lado su presentacion)
pertenecen a la competencia Comunicar, el espectro de las demandas cognitivas es
muy ancho. Los ambitos de exigencia se pueden concretar de la siguiente manera:

Ambito de exigencia I: presentacion de situaciones matematicas sencillas; identi-
ficaciéon y seleccion de informacién de textos matematicos cortos (el orden en que
se presenta la informacion en el texto coincide en su mayoria con los pasos que se
deben dar en el trabajo matematico).

Ambito de exigencia II: presentacion comprensible y en varios pasos de cami-
nos de solucién, deliberaciones y resultados; interpretacion de expresiones (tanto
correctas como incorrectas) de otros con respecto a textos matematicos; identifica-
cion y seleccion de informacion de textos ricos en matematicas (el orden en que se
presenta la informacién en el texto no coincide siempre con los pasos en el trabajo
matematico).

Ambito de exigencia lll: desarrollo de una presentaciéon coherente y completa de
un proceso de soluciéon o argumentacion; captar el sentido de textos matematicos
complejos; comparar, evaluar, y eventualmente, corregir las expresiones de otros.

Las siguientes tareas deben darles una idea que aclare un poco la funcién de esta
competencia.
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Ejemplo 1 (dmbito de exigencia Il)

Mascotas

Recorte de un periodico del 29 de abril de 2005:

Cada vez hay mas mascotas en Alemania

Los alemanes tienen cada vez mas mascotas. De 2004 a 2005 el nimero de perros,
gatos, pajaros y pequefios animales (sin incluir peces y reptiles) ha aumentado en
1,3% hasta llegar a 23,1 millones. La poblaciéon de perros ha aumentado en 6%,
alcanzando los 5,3 millones de animales; el nimero de gatos ha crecido en 2,7%,
llegando a 7,5 millones. Un descenso se constatd en el caso de los pajaros, cuyo
numero bajé en 8,7%, llegando a 4,2 millones. Segun las estadisticas, la mayoria
de mascotas las tienen las personas de 40 a 49 afos de edad, que corresponden al
25% de duenos de animales. Aun asi, 24%, y con ello casi en la punta, corresponde
a personas de la tercera edad mayores de 60 afios.

a) (Cuantos pdjaros y cuantos perros habia como mascotas en Alemania el afio 20047

En esta tarea se trata principalmente de recoger de un texto dando la informacién
relevante para una solucién, para luego poder hacer un modelado estandar a partir
de ella. Para ello se necesita una comprensién de textos matematicos de un nivel de
complejidad medio, dado que se requiere establecer conexiones dentro del mismo
texto para poder identificar informacion relevante. El contenido del contexto del
problema no se aprovecharia lo suficiente si nos limitamos a la pregunta a), que es
mas bien banal. Muchas otras preguntas son posibles, incluso preguntas que vayan
mas alla del area (por ejemplo sobre la importancia de las mascotas para infantes o
personas de edad).

Ejemplo 2 (dmbito de exigencia I)

Adicion de fracciones

‘ Describe, con la mayor precisién posible, cdmo se suman dos fracciones. ‘

En esta tarea se debe exponer un conocido y muy familiar procedimiento de célculo
a un destinatario ficticio. Se podria precisar mejor la exigencia si se explicita el des-
tinatario, algo asi como un estudiante de sexto grado.
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3. LA IDEA DIRECTRIZ DATOS Y AZAR
Rolf Biehler y Ralph Hartung

Se desarrollaran ambos aspectos de la idea directriz: el manejo de datos y el manejo
de probabilidades. Se haran evidentes las relaciones reciprocas y se ilustrara el ma-
nejo de datos mediante tareas que abarcan desde el lidiar con extractos de noticias
hasta llevar a cabo una investigacion estadistica completa. El manejo de probabili-
dades se ilustrard mediante situaciones de juego sencillas y aplicaciones cotidianas,
como por ejemplo la valoracion del nivel de certeza de tests médicos. Se ofrecen
oportunidades para el uso de la computadora, tanto para el analisis de datos como
para la simulacion estocastica.

3.1 Introduccion

Los escolares adquieren las competencias matematicas generales descritas en el ca-
pitulo 2, al trabajar con contenidos matematicos (ver capitulo 1). Las competencias
matematicas referidas al contenido corresponden a ideas directrices matematicas
gue atraviesan el curriculo de matematicas en forma de espiral y favorecen el pen-
samiento conectado, que une varias areas, asi como la comprensién de conceptos
matematicos fundantes.

La idea directriz Datos y azar une distintos ambitos de las matematicas, en especial
areas esenciales de la estocastica. Pero los datos también juegan un rol en el caso
de relaciones funcionales o pueden aparecen en experimentos sistematicos de la
geometria. Tal como demuestran muchos estudios, la idea directriz Datos y azar ha
sido desatendida en el salén de clases debido a un anclaje insuficiente en planes de
clase y curriculos, lo cual debe ser corregido. En comparacién con sus compafneros
de otros paises, los escolares en Alemania tienen una gran necesidad de ponerse
al dia con respecto a este tema. Sin duda se puede construir sobre los trabajos de
desarrollo e investigacion sobre estocastica de la didactica matematica alemana e
internacional.

Desde hace veinticinco anos existe una revista especializada en la didactica de la
estocastica dirigida a docentes (www.mathematik.unikassel.de/stochastik.schule),
y en el grupo de trabajo “Estocastica”, de la Sociedad de la Didactica de las Ma-
tematicas (Gesellschaft fur Didaktik der Mathematik - GDM) se da un intercambio
activo entre los profesionales de la practica y la investigacién (www.mathematik.
unidortmund.de/akstoch).
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En los estandares de aprendizaje para el Mittleren Schulabschluss®, la idea directriz
Datos y azar se describe de la siguiente manera:

“Los escolares
* Interpretan representaciones gréaficas y tablas de investigaciones estadisticas.
e Planifican investigaciones estadisticas.

e Recogen datos de forma sistematica, los registran en tablas y los representan
mediante graficos y también mediante el uso de recursos adecuados (como sof-
tware).

e Interpretan datos haciendo uso de parametros.

e Reflexionan en torno a argumentos que se basan en el analisis de datos y los
evaltuan.

e Describen fendmenos del azar en situaciones cotidianas.

e Determinan probabilidades en experimentos del azar” (KMK 2004b).

En los estandares de aprendizaje para la Hauptschule’ se presenta algo similar, pero
se pone menos énfasis en el andlisis de datos:

“Los escolares
e Interpretan representaciones gréaficas y tablas de investigaciones estadisticas.

* Recogen datos de forma sistematica, los registran en tablas y los representan me-
diante gréficos, asi como mediante el uso de recursos adecuados (como software).

¢ Calculan e interpretan frecuencias y valores medios.
e Describen fendmenos del azar en situaciones cotidianas.
¢ |Interpretan afirmaciones de la vida cotidiana sobre probabilidades.

¢ Determinan probabilidades en experimentos del azar sencillos” (KMK 2004a).

En comparacion con la practica que se ha dado hasta el momento, el acento se
pone en direccion a una dualidad entre datos y probabilidad, tal como se evidencia

6  En el sistema educativo peruano, el nivel Mittleren Schulabschluss abarca desde quinto grado de prima-
ria hasta cuarto grado de secundaria.
7 Una de las diversas modalidades de escolaridad en el sistema educativo aleman.
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en los conceptos “data and chance” de los estdndares americanos de la NCTM
(Borovcnik & Engel 2001). También se da una muy buena concordancia con lo que
exigen desde hace un mucho tiempo los gremios correspondientes (grupo de tra-
bajo “Estocastica” de la GDM 2003).

3.2 Manejo de datos

3.2.1 Examinar datos - literacidad estadistica

También en el dmbito internacional se discute ampliamente qué se entiende por
literacidad estadistica (statistical literacy) y cémo se puede desarrollar (www.stat.
auckland.ac. nz./~iase/publications.php). La competencia, que implica poder lidiar
de forma critica con los reportes de los medios, juega un rol central en esto. La
mayoria de los escolares se enfrentara a la estadistica desde un rol de consumido-
res, no de investigadores. El trabajo critico con recortes de periédicos y graficos en
clase es un medio adecuado para esto. La sensibilizacion frente al uso dudoso de
la estadistica también es un objetivo importante (Fihrer 1997, Kramer 1991). Pero
si uno se limitara a este aspecto, no se le harfa justicia al estandar de aprendizaje,
gue se refiere al fomento de competencias mas amplias con respecto al manejo de
datos. La perspectiva a la que se apunta es mas bien la de poder comprender, por
ejemplo, reportes serios producidos por departamentos estadisticos, no solo arti-
culos periodisticos problematicos. Las propias experiencias de los escolares con las
distintas fases de una investigacion estadistica son de gran valor para esto.

Una investigacién estadistica completa presenta varias fases, que se pueden caracte-
rizar mediante las siguientes palabras clave: planteamiento del problema - planifica-
cion - recojo de datos - analisis - interpretacion - conclusion y reporte de resultados.
Distintas competencias resultan centrales en las diferentes fases. El Argumentar y
Comunicar juega un rol esencial en la ultima fase. En el andlisis y la interpretacion
entran en juego sobre todo el Uso de representaciones (estadisticas) y el Trabajo
simbodlico, técnico y formal (software), mientras que al traducir un problema real en
una investigacion estadistica se trata sobre todo de la competencia Modelar.

Es importante que los escolares atraviesen por un ciclo de investigacién completo.
Para eso se puede recurrir a datos que ya estén disponibles, en lugar de la fase
Recojo de datos, si es que encajan con el problema. Competencias parciales son im-
portantes en los distintos niveles y estas se pueden desarrollar en tareas previsibles,
que se pueden trabajar a partir de datos que ya estén disponibles.
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En la estadistica se diferencia la estadistica descriptiva de la estadistica inferencial.
En muchas aplicaciones de la practica estadistica se trabaja a partir de muestras de
poblaciones. Si la muestra se extrae mediante un método aleatorio, entonces se
pueden transferir las caracteristicas determinadas con ayuda de la estadistica des-
criptiva, por ejemplo valores centrales, a la poblacidn total. La estadistica inferencial
ha desarrollado procedimientos con los cuales se puede definir —dicho de forma
muy general— qué divergencia del resultado de la muestra se puede esperar en la
populacion total. Los procedimientos solo pueden hacer afirmaciones con cierto ni-
vel de certeza, por ejemplo de 95% o de 99%. La estadistica inferencial presupone,
a diferencia de la estadistica descriptiva, el concepto de probabilidad.

Desde la perspectiva de la cultura general seria deseable lograr también una com-
prension basica y sencilla de la problematica de las inferencias a partir de muestras
en el manejo de datos en la Sekundarstufe E. La estadistica descriptiva como tal ya
tiene un gran potencial de aplicaciéon, mientras que a veces se sobreestima la esta-
distica inferencial (Kramer 2001). Su desarrollo en direccién del analisis exploratorio
de datos (Tukey 1977) y la 'mineria de datos’ con el soporte de la computadora
(descubrir y extraer informacién desconocida a partir de grandes volimenes de
datos) también es relevante para las clases, dado que aqui se comprende el analisis
de datos como un ‘trabajo de detective’, lo cual abre nuevas perspectivas para el
aprendizaje auténomo por descubrimiento (Biehler 1999, Biehler & Weber 1995,
Vogel & Wintermantel 2003).

Una clase que no se limita a trabajar a partir de analisis y representaciones ya hechos,
sino que se ocupa de analizar datos, solo podra abordar ejemplos sencillos con can-
tidades reducidas de datos si no se apoya en software. Las calculadoras gréaficas y los
programas de calculo son una ayuda que no se ha agotado en la practica actual de
ensefianza. Sin embargo, se reconoce que estas herramientas no son un apoyo 6pti-
mo para escolares y docentes con respecto al andlisis flexible de datos, sino que traen
dificultades consigo, incluso cuando se trata del conteo sencillo de frecuencias. Como
alternativa se ofrece por ejemplo el software Fathom (www.mathematik.unikassel.
de/~fathom), que ya tiene una version en aleman y que se ha desarrollado especial-
mente para la ensefanza escolar de estocastica. Este software es un apoyo también
con respecto a la simulaciéon de procedimientos aleatorios. Se puede adaptar y utilizar
a lo largo de toda la escolaridad (Biehler, Hofmann, Maxara & Prommel 2006)°.

8 A partir de quinto grado de primaria y hasta cuarto de secundaria.
9  La gran mayoria de andlisis de datos y simulaciones presentados en este texto se generaron mediante
el uso de Fathom; los graficos que se muestran aqui son fotos de la pantalla, que han pasado por una
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3.2.2 Conceptos y representaciones

En el nucleo de la estocastica se encuentra el trabajo con la variabilidad, con datos
gue se dispersan. Se utilizan tablas y graficos para representar y analizar la distri-
bucién (de la frecuencia de datos). Los valores centrales resumen caracteristicas
(numéricas). Las medidas de dispersién cuantifican el fendémeno de dispersion que
se hace evidente en los graficos de distribucion (para indicaciones sobre tipos de
diagramas e indices ver el grupo de trabajo “Estocastica” de la GDM 2003).

Normalmente se puede elegir entre diferentes graficos e indices. Los escolares pue-
den aprender de forma natural a seleccionar representaciones apropiadas para una
meta especifica de aprendizaje o de comunicacion. En este caso, ¢es mas apropiado
un diagrama de circulo o uno de barras? ; Como cambia una conclusion si se usa
el valor central (la mediana) en lugar del promedio? ;Basta con indicar el promedio
para resumir los datos? ;Qué otros aspectos importantes se muestran en la repre-
sentacion de la distribucion de las frecuencias?

El uso de software apropiado facilita enormemente —o incluso hace posible— el
probar y evaluar distintas representaciones y formas de resumir los datos. Sin em-
bargo, se debe evitar, mediante el disefio de entornos de aprendizaje adecuados,
gue solo se juegue y que los escolares pierdan de vista la meta principal, es decir, la
interpretacion de los datos en el contexto de su uso.

Se deben desarrollar competencias de interpretacion para los diferentes tipos de
gréficos e indices y esto se puede aprender mediante ‘tareas de interpretacion’ a
partir de analisis que ya estén hechos, a manera de preparacion para el analisis de
datos auténomo.

Otro horizonte para preguntas interesantes se abre cuando los escolares no se ocu-
pan solo de la distribucién de una caracteristica y de su descripcién, sino que exa-
minan mas preguntas sobre las relaciones con otras caracteristicas y factores, como
por ejemplo:

e En qué se diferencian los chicos y las chicas de un mismo grado con respecto a
sus actividades deportivas y sus habitos de lectura?

e ;Los escolares que tienen una televisiéon en su cuarto ven mas televisién o lo
hacen de manera distinta?

mejora de la calidad de la imagen. Sin embargo, el andlisis se puede realizar también mediante otras
herramientas. El lector puede revisar al primer autor nombrado, dado que él es de la opinion (sustentada)
de que muchas cosas se pueden realizar de forma mas facil, rapida y realista si se usa el software Fathom.
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e ;Cuanto pueden mejorar mis tiempos de reaccién mediante un entrenamiento?

Para tareas de ‘comparacion de grupos’ como esta se pueden usar los indices y
gréaficos para comparar, pero esto implica también otras demandas a los escolares
(Biehler 2001).

Mediante diagramas de dispersion también se puede examinar en un nivel elemen-
tal la relacion entre dos caracteristicas cuantitativas:

e ;Como se relacionan el desempefo en salto largo y la carrera de 50
m en los escolares? ;Como es la relacién entre el rendimiento en sal-
to largo y el lanzamiento de bala? ;Qué relacion serd mas estrecha?
(www.learnline.nrw.de/angebote/eda/medio/bjsp/anregung.htm)

Se abordaran estos aspectos en los ejemplos que presentaremos a continuacion.

3.2.3 Recoger y conseguir datos

Internet ofrece una gran variedad de registros de datos actuales, a los que se pue-
de recurrir para las clases. Con cada vez mayor frecuencia los articulos de revistas
didacticas suelen poner sus datos a disposicién en internet. Los softwares como
Fathom se ofrecen con mas de cien registros de datos listos. Sin embargo, no resul-
ta siempre sencillo evaluar el potencial de contenido y didactico de tales registros.
Seria deseable generar un portal en internet que contuviera los registros de datos
gue ya han sido probados en el entorno escolar, similar al portal “Data and Story
Library” que existe para las universidades estadounidenses (http://lib.stat.cmu.edu/
DASL).

Un recojo de datos realizado por los propios escolares tiene el encanto de lo autén-
tico y de la relacién personal. La planificacién y realizacion de un levantamiento de
datos fomenta ademéas competencias de contenido muy importantes. Las caracte-
risticas estadisticas deben definirse de tal forma que se puedan ‘medir’ con claridad.
Incluso los escolares de los primeros grados de primaria pueden aprender cuan dificil
resulta definir qué se comprende por ‘tamafio de la familia’; por ejemplo: ¢quién
cuenta como familia y quién no? ; Coémo se puede medir el consumo de television?
Si el televisor esta prendido como acompanamiento de fondo, ise registra también
0 no? ;Qué hay del uso de aparatos de TV para jugar videojuegos, escuchar musica
o ver peliculas en DVD? ;Se deberia diferenciar los dias laborables de los fines de
semana? ¢Cuan confiables son las estimaciones que hacen los mismos escolares?
Las conclusiones que se saquen dependen en gran medida de como se determine la
caracteristica. En este caso, el manejo de datos contiene una competencia referida
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al lenguaje critico, que puede desarrollarse luego y devenir en una competencia en
el manejo de medios.

La realizacién de encuestas y el levantamiento de datos son muy intensivos en tiem-
po. A menudo queda luego muy poco espacio para el analisis y la interpretacién. Si
solo se recogen los datos de una clase, entonces se cuenta con pocos casos y no se
puede llegar a conclusiones interesantes.

Una posibilidad es recurrir a cuestionarios ya existentes, para los cuales hay datos a
disposicion. Asi, se afiaden los datos de la propia investigacion y se comparan con
los otros. Esta es la idea detras de los llamados “Data Sharing Projects” (ver www.
mathematik.unikassel.de/didaktik/biehler/DataSharing.html). Queremos resaltar el
proyecto ‘Census at School’ (www.censusatschool.ntu. ac.uk). En un marco mas
pequeno, esta idea se ha realizado en el proyecto Muffins (disefio de medios y
tiempo libre para clases de estocastica, www. mathematik.unikassel.de/didaktik/
HomePersonal/biehler/home/Muffins/Muffins.htm), en el que las escuelas partici-
pantes recogen datos de sus escolares sobre medios y tiempo libre y pueden recurrir
a datos ya existentes a través de la pagina web (Biehler, Kom Brink & Schweynoch
2003, Schweynoch 2003).

Otra perspectiva se abriria si fuese técnicamente facil que las clases disefien sus
propios cuestionarios en linea y realicen el levantamiento de datos en internet, lo
cual haria posible que los datos estén disponibles automaticamente para ser anali-
zados. Un proyecto piloto de la Universidad de Kassel, en conjunto con la escuela
de reforma Kassel y con un grupo de escolares de varios grados (grados 6° a 8°),
obtuvo buenos resultados en el otofio de 2005. El grupo logré que alrededor de
doscientos escolares llenaran en linea un cuestionario de mas de cincuenta pre-
guntas, que luego se analiz6 en la clase tras una reparticiéon de tareas. Este tipo
de cuestionarios se puede colgar directamente en internet mediante el software
Fathom (Biehler 2006).
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3.3 Tareas para el manejo de datos

Quiebras y culpas
Consumidores insolventes en Alemania
@ o B o P EE
E‘B R A 32 131
@U 19 857
9 070

1999 2000 2001 2002 2003 2004
En qué se ultilizaron los créditos el 2004 (existen otras posibilidades)

_ 21,5% Compra un automévil o motocicleta
5,6% Compra de mobiliario para el hogar
2,1% Puente financiero

1,9% Inicio de negocio propio

0,9% Asistencia a los nifios

8,2% Otros

1,9% No responde

Salir de la "trampa de deuda”

En vista de los 3,1 millones de hogares sobreendeudados en Alemania, tanto el
gobierno como los gremios aconsejan acudir a un centro de asesorfa. “También los
deudores pueden obtener provecho de una asesorfa profesional”, se explico en la
inauguracion de la semana de accién “La persona detras de la deuda” (AFP).

Informacién en www.meineschulden.de

a) En un talkshow, un politico del partido de oposicion atacd fuertemente al gobierno
por su politica econémica y utilizé como respaldo el grafico ilustrado anteriormente. El
representante del partido de gobierno utiliza el mismo material para demostrar que la
politica del gobierno ya muestra sus primeros éxitos. Ponte en el lugar de ambos poli-
ticos y encuentra argumentos para ambas posiciones que se puedan respaldar con los
numeros mostrados.

Tip: el representante del gobierno calculé previamente en qué porcentaje aumento el
numero de personas en quiebra ya en el afo anterior.

b) El grafico de los créditos no se puede mostrar como un gréfico circular o ‘de torta’.
Brinda una explicacion numérica y de contenido para esta afirmacion.

Fuente: Destatis, Schufa Schuldenkompass 2004 20050613- DEQ2 AFP




PARTE 1: ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

Comentario

a) A partir de un registro de datos sencillo extraido de los medios, se deben simular
y comparar distintas argumentaciones que dependen de intereses particulares.
Para esto se emplea una idea nucleo muy importante: la de comparaciones nu-
meéricas relativas y absolutas.

b) En este caso se debe reconocer que la suma de los nimeros sobrepasa el 100%,
lo cual se explica a partir de la posibilidad de nombrar varias respuestas. Sin
embargo, esta tarea no se presta para conversar sobre las ventajas y desventajas
de los diagramas de circulo y de barras en el sentido de la competencia Usar
representaciones. Para esto se tendrian que comparar diversas representaciones
de los mismos datos.

¢Compran las mujeres con mayor frecuencia que los hombres?

Frecuencia de compra de varones Frecuencia de compra de mujeres

nunca nunca

aveces aveces

. 1-2 veces . 1-2 veces
X mes X mes
. 1 vez . 1 vez
X semana X semana
. 2-3 veces en . 2-3 veces en
una semana una semana
. diariamente . diariamente
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Comportamiento de compra
%

A
45
40
30
35
25

;Jlllp

15

5
nunca aveces 1vez 2-3 veces diariamente Respuesta
veces Xxsemana  enuna
X mes semana
Cantidad de hombres en % B Cantidad de mujeres en %

a) (Qué porcentaje de los hombres y qué porcentaje de las mujeres acude a comprar una
vez a la semana?

b) Alguien afirma: “Las mujeres salen de compras mas seguido que los hombres”. Toma
una posicién al respecto.

¢) ¢Cual de los dos diagramas consideras que es mejor para comparar los habitos de com-
pra?

Los diagramas provienen de una encuesta a 538 alumnos de 11° grado. Se les
pregunté sobre la frecuencia con la que van de compras. Se analizaron los datos
separando escolares hombres de mujeres. En ambos grupos se presenté en porcen-
tajes (frecuencia relativa) la distribucién de cada opcién de respuesta. Los diagra-
mas de circulo y de barras representan la misma informacion. Las comparaciones
entre distribuciones suelen ser mas faciles, cuando se usan diagramas de barras. Se
reconoce que la distribucion de las mujeres esta desplazada sistematicamente hacia
la derecha. También es mas facil comparar barras individuales que segmentos de
circulo.

Fuente de los datos: Muffins-Datensatz (www.mathematik.unikassel.de/didaktik/HomePersonal/
biehler/home/Muffins/Muffins.htm)
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Latidos del corazon y expectativa de vida en los animales. ; Qué ocurre

con el tapir?

En la tabla se presentan los latidos del corazon y la expectativa de vida de diversas especies

zoologicas.
. Latidos del | Expectativa . Latidos del | Expectativa
Especie z . Especie . .
Zoolégica corazén x p_romed|o~de zoolégica corazén x p.romed|o~de
min vida en anos min vida en anos
Mono 192 1,5 Lobo 40 23
Ardilla rayada 684 2,5 Ratén 600 2
Tejon 138 11 Cuy 280 2
Ardilla 354 9 | | Zarigleya 180 5
Elefante 35 24 Caballo 44 25
Burro 50 14,6 Rata 328 2,5
Jirafa 66 14 | | Cerdo 71 16
Hamster 450 1,5 Puerco espin 300 10
Perro 115 15 | | Tapir 44 5
Hiena 56 12 | | Tigre 64 11
Camello 30 25 Ballena 16 30
Conejo 205 55| | Cabra 90 9
Gato 120 15

a) Visualiza los datos de los latidos del corazon de los

primeros diez animales en un diagrama de barras.

b) ;En cudl especie zooldgica late el corazén mas rapi-
do y en cudl mas lento?

¢) Plantea suposiciones acerca de como se diferencian
entre sf las especies zooldgicas con latidos del cora-
zén mas rapidos y mas lentos. Compruébalo en la ; =
tabla completa.

Fuente de las fotos: www.wikipedia.com

d) Para mejorar la vision de conjunto, visualiza la tabla completa en una computadora y
ordena las barras de menor a mayor.

e) ¢Por qué el diagrama de barras ordenado es méas apropiado para la respuesta de la
pregunta ¢) que el diagrama de barras sin ordenar?

f) En la tabla también tienes datos sobre expectativa de vida. Alguien afirma que los ani-
males que tienen latidos del corazdén maés lentos viven mas tiempo. Plantea tu posicién.
Elabora representaciones de los datos que te faciliten responder esta pregunta.

g) Proporciona otros datos sobre latidos del corazén y expectativa de vida para examinar
si la regularidad comprobada se mantiene. Pregunta a tu profesor de biologia si existe
una explicacién bioldgica para esta relacion.

Fuente de los datos: Vogel & Wintermantel (2003), su fuente: Ogborn & Boohan (1991) (Booklet
5, Scatterplots Health and Growth). Fuente original: Spector (1956).
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Se puede resolver la tarea (eventualmente tras una reduccion de los datos a un
subconjunto) a mano, con el apoyo de un software de estadistica o mediante un
programa de calculo.

Comentario

En muchos libros escolares de quinto grado ya se encuentran tareas para visualizar
tales nameros. Sin embargo, se suele tratar de la elaboracion técnica de graficos
y de tareas sencillas de lectura. Tal como lo formulan Friel et al. (2001) de forma
muy clara, en tales casos se trata solo de read the data, en vez de aspirar también
a read between the data y read beyond the data. Nuestro ejemplo cubre una gran
variedad de competencias y niveles de exigencia.

Posibles representaciones elaboradas por los escolares

¢Cuan rapido late el corazén? Expectativa de vida
Ballena § Ballena IE—
Camello ® Camello ——
Elefante ® Elefante I—
Le6n = Le6n I—
Tapir = Tapir =
Caballo = Caballo I
Burro W= Burro ———
Hiena = Hiena I
Tigre Wl Tigre m——
Jirafa W Jirafa
Cerdo W= Cerdo EEE———
3 Cabra s 3 Cabra =
3 Perro 3 Perro Im—
u% Gato = u% Gato EE———
Tejon = Tejon m——
Zaigleya = Zaigieya W=
Mono = Mono E——
Conejo = Conejo
Cuy — Cuy =
Puerco espin ———— Puerco espin
Rata E——— Rata ™
Ardilla —— Ardilla  —
Hémster I— Hamster ®
Ratén I——— Ratéon M
Ardilla rayada EEE— Ardilla rayada
°8888ggs cweLgR g s
- N ® F O O N~
Latidos del corazén/min Expecatativa de vida en afios
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Comentario

a) Esuna tarea en la que se debe elaborar un grafico. Dependiendo de si se usa una
computadora o no, se requeriran distintas competencias. Si lo hacen a mano, los
escolares tienen que elegir los recortes, las escalas y los rétulos correctos. Ele-
gir el grafico apropiado mediante un software requiere competencias sencillas,
dado que el software toma algunas decisiones con respecto al formato.

b) Es una tarea sencilla de lectura.

¢) Va més alla de los datos e invita a los escolares a formular relaciones con el
contexto. Una respuesta posible es que los animales pequefios suelen tener mas
latidos que los grandes. Es necesario que no solo lean los distintos valores por
separado, sino que establezcan relaciones entre ellos.

d) y e) Contiene la mejora y la evaluacién comparativa de los gréaficos con respecto
a una meta. Los escolares deben aprender que el orden facilita en gran medida
la comprension. Como alternativa se les puede pedir que reordenen datos de
los medios, en los que las barras suelen estar ordenadas segun el alfabeto de las
categorias.

f) Introduce una segunda caracteristica en la discusién. Ordenar la sequnda carac-
teristica de acuerdo con la secuencia de la primera permite hacer afirmaciones
sencillas con respecto a una relaciéon estadistica: como tendencia, los animales
con un ritmo cardiaco mas rapido tienden a vivir menos tiempo que los animales
con un ritmo cardiaco mas lento. Esto se observa en el hecho de que las barras
en el diagrama de la derecha se van haciendo mas cortas.

También existen excepciones muy claras que no se pueden explicar como desviacio-
nes de una tendencia general. Por ejemplo, un tapir vive muy poco para tener una
frecuencia cardiaca tan baja. Tales excepciones extremas pueden deberse a errores
en la medicién o registro o indicar una biologia particular en el caso de los tapires.
Se podria motivar a los escolares a buscar en internet informacion sobre la expec-
tativa de vida de los tapires. En Wikipedia uno encuentra que la expectativa de vida
de los tapires es de treinta anos. Esto encajaria perfectamente con la tendencia
descrita lineas arriba. Este error de registro de la fuente original ya se encuentra en
Ogborn & Boohan (1991). No se pudo verificar la fuente original.

Aprender a manejar datos reales también implica prestar atencién a excepciones in-
teresantes a las tendencias y a posibles errores, para los cuales los valores extremos
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pueden servir de indicador. El problema de la ‘limpieza de datos' y del control de
calidad de los datos es un problema general importante.

Se puede ampliar la tarea si se usan los diagramas de dispersién como representa-
cion basica para la relaciones entre dos caracteristicas.

Diagrama de dispersiéon 4 Diagrama de dispersién  §

Animales Animales
351 35
30 |@ 3oL
25/ 25
s> % =
S 200 S 201
Q ~ ® ) -
T 15 | g @ © T 15|
2. Fl ® e g .
() L Q
= o o° F 5
r oo ® e ©
{1 S Y I I Ay | | IS S S () N S [ O A |
0 100 200 300 400 500 600 700 0 100 200 300 400 500 600 700
Latidos del corazon Latidos del corazén
-Tiempo de vida = k

Latidos del corazén
® k=1100

0 600 1200

En el grafico de la izquierda se puede leer la siguiente tendencia: mientras mas
rapido lata el corazén, menor tiende a ser la expectativa de vida. Ahora se puede
establecer un vinculo central con las relaciones funcionales. i Como se veria una
correspondencia inversamente proporcional? ¢ Cuan bien encajarian los datos? La
nocién basica e imprescindible que los escolares deberian conocer con respecto a
las correspondencias inversamente proporcionales es la equivalencia de producto.
La correspondencia deberia ser del tipo expectativa de vida * latidos del corazén =
k, es decir, expectativa de vida = Sxpeciativa de vida En el diagrama de la derecha he-
mos dibujado una funcién de este tipo y variado el elemento regulador hasta que
se logrd una concordancia relativamente buena, desde lo que se puede observar.
Aqui vemos un ejemplo de un modelamiento matematico: el modelo de la corres-
pondencia inversamente proporcional se comparara a continuacion con la situacion
real. El modelo no describe la realidad de forma perfecta, pero refleja bastante bien
una tendencia.
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Lamentablemente los datos que se encuentran en la mayoria de libros escolares han
sido falseados y caen perfectamente sobre el grafico de la funcion. La idea direc-
triz Datos y azar solo puede desplegarse cuando no se limita a un par de horas de
estadistica sino cuando propone otros contenidos, como el manejo de funciones.

El punto que se encuentra en la esquina mas alejada en relaciéon suroeste es el ta-
pir, cuyos datos aun no hemos corregido. Uno podria proseguir con el trabajo de
detective y comprobar si otras desviaciones relativamente fuertes también tienen
una explicacion especial.

Uso de la computadora

Investiga mediante una encuesta como se diferencian el interés y el uso de la computadora
entre chicas y chicos.

Mediante este ejemplo queremos ilustrar diversos aspectos del manejo de datos. Se
presentara un ciclo completo, desde el planteamiento del problema hasta el anali-
sis. Se pueden escoger partes de la tarea para desarrollar competencias parciales.

e Planteamiento del problema y planificacion de la recoleccion de datos

Es importante formular hipdtesis y expectativas para pensar en formas de acercarse
a los datos, para poder entrar en un ‘didlogo’ con los datos. Proceder en la forma
como lo propone un andlisis de datos exploratorio significa respetar los datos rea-
les y prestarle atenciéon justamente a aquello que no se esperaba, es decir, a las
excepciones y desviaciones de las expectativas. El tipo de formulacién de hipdtesis
también es un indicador de qué competencias ya se desarrollaron. La suposicion
"los escolares hombres juegan mas en la computadora que las escolares mujeres”
se puede formular sin necesidad de grandes competencias estadisticas. Si se aplican
tales tareas al final de una unidad de aprendizaje, entonces se podria preguntar en
cuantas horas se diferencia el tiempo promedio de juego en mujeres y hombres, o
si en los hombres hay mas diferencias (dispersion) que en las mujeres. Uno también
podria interesarse por la cuota de mujeres que juega al menos tanto como el pro-
medio de los hombres.
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Uso de la computadora (continuacién)

a) Formula sobre este tema las preguntas adecuadas y las hipotesis de forma precisa.
Define los atributos a investigar que quieres explorar a través de preguntas. Reflexiona
cuando corresponde preguntar por valores numéricos (atributos cuantitativos), cuando
se preguntan alternativas textuales (por ejemplo, ninguno, poco, mucho interés, o para
nada, a veces, a menudo, etcétera) y cuando se permiten respuestas abiertas.

b) Reflexiona sobre qué grupo se efectuard la encuesta y llévala a cabo.

c) Captura los resultados en un programa estadistico o de célculo de tablas.

La pregunta a) se relaciona con la idea directriz Medir de los estandares de apren-
dizaje. En la estadistica los escolares tienen la posibilidad de definir por si mismos
lo que se debe medir, y a la vez, de inventar nuevas medidas o caracteristicas, por
asi decirlo.

La pregunta b) tematiza la pregunta sobre el alcance de la investigacion: si uno esta
interesado en un grupo en particular, por ejemplo todos los escolares de un grado,
o0 si se quiere determinar tendencias generalizables a partir de una muestra que de
alguna manera se puede definir como representativa.

* Analisis

A manera de ejemplo presentaremos algunos analisis parciales del registro de datos
original de Muffins (ver arriba)'®. Se trata de una encuesta a 538 escolares de undé-
cimo grado de varios Gymnasien en el afo 2000, sobre todo de la regién Renania
del Norte-Westfalia. Sin embargo, se debe tener en cuenta que los habitos de uso
han variado en gran medida desde entonces.

De las abundantes cincuenta caracteristicas a disposicién, consideraremos la ca-
racteristica Comp. propia (si/no) y Tiempo en la comp., en la que los escolares han
indicado el tiempo que pasan en la computadora. Una parte de la tabla de datos se
ve de la siguiente manera.

10 Los datos en Excel y el formato Fathom se encuentran en (www.mathematik.uni-kassel.de/didaktik/HomePer-
sonal/biehler/home/Muffins/Muffins.htm).
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Muffins_Comp

Nombre Sexo Tiempo en la Com|_:>.

comp. propia
1 |A masculino 4 sf
2 | ABXY femenino 35 sf
3 | Abby femenino 3 sf
4 | Adidas-girly femenino 2 sf
5 | Agneta femenino 8 no
6 | Ailton masculino 10 si
7 | Alaina Macbaren femenino 0 sf

d) (En gué medida depende la posesion de computadoras del sexo de la persona?

Se puede dejar la pregunta asi de abierta y dejar en manos de los escolares producir
visualizacion y tablas apropiadas o se pueden dar algunos analisis que se deben
explicar. Una primera ‘tabla de cuatro campos’ se encuentra abajo a la izquierda.

Tiempo libre Tiempo libre
Sexo Sexo
Suma de las filas Suma de las filas
F M F M

comp. |t | 184 | 114 298 comp IR 79 | 38 56
Propia | g 48 | 190 238 propia | g 21 63 44

Suma de las Suma de las

columnas 232 304 536 columnas 100 100 100

S1= cantidad ()

S1 = redondeado (proporcién en columna

* 100)

La tabla que aparece en la pagina 65 contiene —como procesamiento sucesivo—
la distribucion porcentual de los propietarios o no propietarios de computadora
separados en alumnas y alumnos. El redondeo a dos posiciones mejora en gran
medida la visién general (competencias para la mejora de representaciones) (tener
en cuenta que se dan efectos de redondeo: 38 + 63 = 101).
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Ejemplos de otros diagramas

Tiempo libre Tiempo libre
350 100
2o 300 —
© 2 ©
oL 20— — 82 ¥
S 200— — — S 60
33 150 — 32 40
oo ox
© ¢ 100 08 20
LY 50 (g}
0
Masculino Femenino Masculino Femenino
Sexo Sexo
| Cantidad ( ) |  [Porcién de la columna « 100 |
Computadora propia Si M no Computadora propia Si M no

A la derecha se visualizan las cuotas correspondientes a ambos grupos parciales y
a la izquierda las frecuencias absolutas. A la izquierda también se puede reconocer
una cuota mayor de propietarios de computadoras en el caso de los escolares hom-
bres, si se realizan comparaciones de areas relativas. A la derecha esta comparacion
de cuotas es mas clara, sin embargo los nimeros absolutos ya no se pueden reco-
nocer. Una respuesta resumida: mientras que la cuota de propietarios es de 79% en
el caso de los hombres, es solo de 38% en el caso de las mujeres.

Preguntas abiertas para una mayor exploracién de datos:
¢ ;Qué factores explican las cuotas distintas?

e jExpresan las respuestas recogidas con respecto a ‘aparatos deseados’ que las
escolares perciben la necesidad de ‘ponerse al dia’?

e ;Se nota en los datos recogidos sobre ‘aparatos deseados’ que las escolares
mujeres deben ‘ponerse al dia'?

e) (Coémo se diferencian los chicos y las chicas en términos de uso de computadora?
Expresa inicialmente suposiciones. Completa presentaciones de las distribuciones de
frecuencia y compdralas. Utiliza también las medidas de valores medios y de dispersion.
Resume tus resultados e interprétalos. ;Qué preguntas adicionales se te han presen-
tado durante el anélisis de datos? Selecciona una de ellas que puedas analizar con los
datos que tienes a disposicion y realiza un analisis adicional.
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La pregunta abierta se restringe en la medida en que se indique la caracteristica
hacia la que se debe guiar la investigacion. Se debe tratar del tiempo semana de
uso (representado por el rotulo Tiempo de comp. en el registro de datos). Una
pregunta mas abierta, que iria en la linea del trabajo por proyectos, dejaria abierta
la caracteristica a investigar. Se preguntaria por la frecuencia de escribir correos,
jugar, chatear, etc. En este caso las posibilidades de ampliacién se posponen hasta
la pregunta parcial final. Al finalizar la investigacién encargada se incita el ‘trabajo
de detective’ para seguir investigando.

Después de varias reflexiones largas y la generacion de distintos graficos, los es-
colares podrian optar por el siguiente grafico. Este muestra la distribucion de las
frecuencias relativas (necesario, dado que los grupos son de distintos tamafnos) con
los promedios indicados. Un ejemplo para una respuesta formulada: “Los alumnos
(masculino) encuestados usan la computadora en promedio 6,3 horas mas que
las alumnas encuestadas, que utilizan la computadora solo 2 horas en promedio.
Mientras que la mayoria de las alumnas se mantiene en tiempos de uso bajos (casi
el 60% de 2 horas a menos), los tiempos de los alumnos son inconsistentes y dis-
persos: mas o0 menos parejo de 0 a 15 horas, luego hay alrededor de un 10% de
los alumnos que usan la computadora por méas de 15 horas, y algunos incluso por
mucho mas de 15 horas. Pero también hay algunas alumnas que pasan mas tiempo
en la computadora: alrededor de 5% de las mujeres se sientan por mas de 8 horas
frente a la computadora; eso es mas que el promedio de los hombres”.
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Una vez que los escolares conocen el Boxplot como una representacién que sin-
tetiza una distribucion, entonces se puede mejorar la comparacién y visualizar las
diferencias con mayor claridad. Los escolares hombres no solo pasan mas tiempo
en la computadora en promedio sino que el grupo es mucho mas heterogéneo que
el grupo de las escolares mujeres. Sin embargo, en el grupo de las mujeres también
hay valores extremos (con relaciéon al promedio de este grupo). La caja del Boxplot
va desde el primer cuartil Q1 hasta el tercer cuartil Q3, entre los dos se ha dibujado
la mediana, los valores se encuentran en la tabla de la derecha. La distancia entre
cuartiles Q3-Q1 muestra la extension del 50% central de los datos e indica una me-
dida de dispersidon muy sencilla e ilustrativa, que tiene —por consiguiente— ventajas
didacticas para el nivel de Secundaria | en comparacién con la desviaciéon estandar
(ver el grupo de trabajo “Estocastica”, GDM 2003).

A este diagnostico se le podria afadir mas preguntas: ; por qué es esto asi? ;Es de-
seable un cambio? ¢La situacion ha cambiado al dia de hoy? (nuevo levantamiento
de datos).

3.4 El aspecto probabilidad y azar

El reto de una clase orientada hacia la educacién basica consiste en que el trabajo
con probabilidades no aparente ser ni una ‘matematica de juegos de dados’ ni una
acrobacia combinatoria, sino algo que —dicho de forma concisa— tiene que ver
con la ‘vida’. Sin embargo, son justamente las situaciones de juego las que resultan
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motivadoras y cognitivamente abarcables para los escolares. También resulta signifi-
cativo que algunos desarrollos conceptuales se hayan fijado historicamente a partir
de situaciones de juego, que de cierta forma tienen un caracter prototipico. En tal
sentido, las situaciones de juego en clase son importantes para la realizacién de la
idea directriz, pero la clase no debe quedarse ahi. Hemos considerado esto al elegir
nuestros ejemplos.

En la escuela, el concepto de probabilidad debe quedar claro en sus dos aspectos: el
tedricoy el experimental, y también en la relacién entre ambos. En algunas situacio-
nes especiales se pueden calcular las probabilidades, como el niUmero de casos de-
seados entre el nimero de casos posibles, si se puede partir de un numero finito de
casos de igual posibilidad. La probabilidad de un evento puede estimarse de forma
experimental mediante la frecuencia relativa, determinando cuan frecuentemente
aparece el evento en una serie larga de intentos. Esta posibilidad se puede ampliar
significativamente mediante simulaciones estocasticas computarizadas, con las que
se pueden generar muestras lo suficientemente grandes.

Una clase orientada hacia la educacién basica quiere generar un conocimiento que
se pueda aplicar y no un conocimiento que coexista sin ser usado en paralelo con
el conocimiento que se usa en situaciones de la vida cotidiana. Este peligro existe
justamente con el concepto de probabilidad, tal como demuestran diversos estu-
dios. La clase debe ocuparse del conocimiento intuitivo y las estrategias intuitivas de
los escolares y ofrecerles la oportunidad para una construcciéon cognitiva de nocio-
nes e intuiciones basicas adecuadas. Las simulaciones pueden permitir que el azar
se experimente y pueden producir material para la modelaciéon. En algunas tareas
abordaremos cémo se puede enriquecer mediante el uso adecuado de simulaciones
estocasticas.
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3.5 Tareas sobre probabilidades y azar

La probabilidad de los nimeros de un dado

Alguien te propone un juego de dados. Para ello, se lanzan dos dados al mismo tiempo
y se suman los nimeros. Antes de empezar el juego, debes elegir si deseas ganar con los
nimeros 5; 6; 7; 8 (resultado A) o con los demas niimeros (resultado B). Fundamenta si es
gue elegirias alguna de las dos alternativas.

Comentario

Esta es una tarea adecuada para la introduccién en sétimo grado. La hemos tomado
de Muller (2005), quien documenta al respecto una secuencia de clase interesante.

Se pueden hacer varias aproximaciones teéricas con respecto a las posibilidades
de ganar. Mediante experimentos con dados y simulaciones en la computadora se
pueden probar las ‘teorfas’. Lo atractivo de la pregunta reside en que se incita a los
escolares a que generen diversos modelos, que se basan en la estimacién distinta
de casos que son igual de posibles. La solucién normativa propone que, de las 36
combinaciones posibles de los dados, 20 son favorables para A, pero si se asume
que las 11 posibles sumas de dados son igual de probables, entonces solo 4 son
favorables para A. Si un escolar solamente ve las combinaciones 2 + 2y 1 + 3 (en
vez de incluir también 3 + 1; de igual modo con los otros resultados) como casos
para la suma de dados 4, entonces llegard a 21 casos posibles, de los cuales 11
son favorables para A. A partir de los diversos enfoques puede surgir una contro-
versia de modelos en la clase que se puede aclarar mediante experimentos y otras
argumentaciones. Se vivencian las facetas tipicas del concepto de probabilidad y se
abordan muchisimas competencias, en especial la social-comunicativa. Para mas
detalles ver Muller (2005).
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Juego del giroscopio

Para el siguiente juego se necesitan dos cantidades
iguales de caramelos como ‘medio de pago’ y un
trompo de ocho lados como el que se muestra en
la imagen.

Reglas de juego

Heike paga a Martin una cantidad aun por definir de
caramelos como cuota inicial, que le permitira girar
el trompo una vez. Si el trompo se detiene en el nu-
mero 4, recibe de Martin 4 caramelos; si se detiene
en el nimero 12, recibe 12 caramelos de Martin, y
si se detiene en el cero, no recibe ningln caramelo.

a) Repite el juego por lo menos 100 veces y anota cuantos caramelos recibe Heike cada
vez.

b) ;Cuanto gana Martin en promedio, si por cada juego recibe 5 caramelos de cuota ini-
cial? ¢Cuanto gana Heike, si la cuota inicial es de solo 3 caramelos?

¢) Heike no quiere perder a la larga. Dale un consejo sobre cuantos caramelos deberfa pa-
gar a Martin como maximo por cuota inicial para cada juego. Argumenta tu respuesta.

d) Martin tampoco quiere perder a la larga. Dale también un consejo sobre cuantos ca-
ramelos deberia exigir por lo menos como cuota inicial por cada juego. Argumenta tu
respuesta.

e) ;Coémo puede hacer Martin para que el trompo y las reglas de juego sean mas atracti-
vas para Heike? Nombra una posibilidad.

Comentario

Esta exigente tarea une las probabilidades y los experimentos aleatorios, en los que
se recogen datos para estimar las probabilidades y la ganancia esperada. Las simu-
laciones por computadora son una extension natural para aumentar la exactitud y
confiabilidad de la estimacion. En el fondo se encuentra —en términos matemati-
cos— el valor esperado, que no tiene que ser tematizado de forma explicita.

A continuacion revisaremos las siguientes respuestas de los escolares, que giraron
el giroscopio 101 veces.
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Respuesta de los escolares
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Para empezar, notamos que la propuesta de la tarea parcial e) es incorrecta, pero
muy interesante, porque efectta un claro cambio en los valores. Lamentablemente
no se continla con la argumentacion. Se puede reanudar en este punto para abor-
dar las competencias matematicas generales Comunicar o Argumentar.
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Ahora entraremos a las posibles respuestas a la primera parte.

0 4 12 Resultado

Frecuencia

Ganancia

La alumna diferencia la ganancia promedio de la serie de experimentos realizada
del ‘promedio segun la teoria’. Luego continda trabajando con el valor teodrico.
Para obtener el valor teérico, se podria proceder —por ejemplo— de la siguiente
manera. Si uno juega muchas veces, digamos que 10 000 veces, A no gana nada
en la mitad de los casos, 4 caramelos en un cuarto de los casos (2 500 veces), en
otro cuarto 12 caramelos, entonces en total 12 e 2 500 = 30 000 caramelos. En
total se ganaron 40 000 caramelos en 10 000 juegos, en promedio 4 por juego.
En cierto sentido, con esto se ha realizado una simulacién ‘ideal’. Un diagrama
de arbol puede apoyar de forma visual esta argumentacién. El diagrama de arbol
muestra la estructura general de soluciéon y encierra el nlcleo de la generalizacién y
transferencia a situaciones similares. Ya que una féormula general del valor esperado
no es un tema para el nivel Secundaria I.

La alumna del ejemplo argumenta de la misma forma con frecuencias relativas, lo
gue resulta mas dificil para la mayoria de los escolares que argumentar con fre-
cuencias absolutas. Esto se ve sustentado por muchos hallazgos empiricos de la
investigacion psicoldgica (Gigerenzer 2002, Wassner 2004, Wass Ner, Martignon
& Biehler 2004).

La siguiente argumentacién —mas abstracta— a partir de promedios también es
factible: “Si uno quiere obtener cuatro o doce caramelos, entonces el giroscopio se
puede detener en dos aristas respectivamente. En el caso de las otras cuatro aristas
no se obtiene nada. Si uno toma las cuatro aristas juntas de un lado del giroscopio,
se obtienen en promedio ocho caramelos, y cero caramelos en el otro lado. En total
se obtienen en promedio cuatro caramelos en este juego”.
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En cada caso, la argumentacién tedrica presupone que se hayan calculado las pro-
babilidades para cada resultado posible.

En clase no basta una simple yuxtaposicion del resultado experimental y el calculo
teorico. Puede que los escolares tiendan a construir una argumentacion con el pro-
medio empirico de 2,6. La tarea de arriba presupone una comprension béasica de
la ley de los grandes nimeros, es decir, que la frecuencia relativa se aproxima a la
probabilidad tedrica a medida que aumenta el nimero de intentos. Esto se podria
visualizar de forma dindmica mediante una simulacion. Se podria proceder de for-
ma similar para demostrar que la ganancia (empirica) promedio se acerca al valor
tedrico (en este caso 4) a mayor nimero de intentos.
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Si como profesor uno permite realizar intentos reales, es recomendable hacerse una
idea de qué desviaciones del valor tedrico se puede esperar. Hemos simulado 10 000
veces el lanzar 100 veces el giroscopio y calculado en cada caso la ganancia prome-
dio de una serie de 100. Hemos representado la distribucion de frecuencias de estas
10 000 ganancias centrales (relacion con el aspecto Datos de la idea directriz). Los
valores entre 3,5y 4,5 son comunes. El valor 2,6 mencionado por los escolares es una
desviacion extremadamente inusual. Con estos conocimientos previos uno dudaria
de que los escolares lanzaron bien o que el giroscopio funciona. Para evitar malen-
tendidos, en este caso no se deberian probar hipétesis en la clase, pero como docente
uno deberia disponer de este contexto y tener un programa de simulacién a la mano,
si quiere estimar y evaluar probabilidades y valores esperados de forma experimental.

Si, por ejemplo, uno quiere comparar diversos ‘planes de desembolso’ y variantes de
juego no mediante un valor promedio obtenido tedricamente sino mediante la estima-
cién experimental, entonces es importante haber estimado previamente el nimero de
intentos necesarios para tomar una decisién de ese tipo con al menos algo de certeza.
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Si uno quiere sequir calculando en clase a partir de valores estimados empirica-
mente, entonces se tendrian que dar tips a los escolares para que propongan una
cantidad de simulaciones razonable (1 000, 5 000, 10 000).

El obtener resultados muy distintos en los experimentos de los escolares en la tarea
a) puede ser una ocasion para buscar una solucion tedrica o una motivacion para
aumentar el alcance del experimento, de modo que se logre una estimacién mas
exacta. A la derecha mostramos un posible resultado en el caso de 1 000 simula-
ciones. Una tarea podria ser:
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a1) Simula el lanzamiento del giroscopio 1 000 veces e ilustra tus resultados. Ahora,
estima qué ganancia promedio por juego se puede esperar (0 si es prioritario hacer-
lo de forma tedrica: compara con el resultado tedrico).

a2) Repite la simulacién cinco veces méas y anota los valores promedio. Comprueba
tu estimacion.

Los resultados de nuestra simulacion son 4,02; 3,98; 4,03; 4,10; 3,89. Estimamos
que el valor se encuentra alrededor de 4 + 0,1 y nos queda un sentimiento de incer-
tidumbre con respecto a esta estimacién. Los escolares también podrian observar la
fluctuacién de la distribucion de frecuencias y asi aprender sobre aspectos esencia-
les de la idea directriz Datos y azar.
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El problema de las figuritas coleccionables

Una empresa ofrece paquetes de figuras coleccionables con los jugadores del Mundial de
Futbol 2006. Uno esta interesado en juntar tanto como sea necesario hasta tener una ‘serie
completa’, es decir, hasta que estén todos los jugadores.

a) ;Cuanto tiempo en promedio se tiene que esperar hasta lograr una ‘serie completa’?
b) (La probabilidad es que la espera sea larga?

c¢) (Cédmo se puede prolongar el tiempo de espera promedio si se hace escasear artificial-
mente a las ‘estrellas’?

Al imprimir este libro (durante el Mundial de Futbol 2006 en Alemania), ese ejemplo era
especialmente actual. Las empresas (por ejemplo, Panini) ponen en circulacion un nimero
determinado de figuritas del Mundial de Futbol que se distribuyen bien mezcladas en
paguetes con una cantidad especifica. Las preguntas que presentamos arriba ya han sido
abordadas por locutores radiales y han despertado preguntas criticas a los fabricantes
sobre si es verdad que cada jugador aparece con la misma probabilidad. Los oyentes afir-
maban que tenfan muchos duplicados, pero como maximo un ejemplar de las ‘estrellas’.

Si se tiene confianza en el método de simulaciéon, entonces también se le puede uti-
lizar en casos en los que los estudiantes no disponen de posibilidades para verificar
tedricamente, como en este ejemplo, para el cual una solucion tedrica se encuentra
mas alla de las matematicas escolares. Con ideas sencillas y una buena herramienta
de software donde se puedan trasladar las ideas facilmente, los escolares del nivel
de Secundaria | pueden experimentar por si mismos la potencia del modelaje esto-
castico y percibir la simulacién con una competencia propia.

Posible respuesta

Para que resulte mas sencillo, asumamos que son 22 jugadores y que las figuritas
se compran de manera individual. Luego confiemos en la afirmacién de la empresa,
gue dice que cada jugador aparece con igual probabilidad en una figurita. Entonces
podemos imaginarnos la produccién de figuritas como si uno las sacara —con de-
volucion— de una urna en la que se encuentran 22 pelotitas distintas, a lo cual se
tiene siempre la misma probabilidad de sacar cada imagen. Aqui se espera que los
escolares sean capaces de modelar. Ellos imaginan la situacién como si hicieran uso
de los aparatos de azar, que son conocidos para ellos. Con una urna real uno saca-
ria hasta que obtener todos los jugadores al menos una vez. El nimero de ‘sacadas’
necesarias se anota como "tiempo de espera’. Luego se repite el procedimiento.
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Los escolares tienen la experiencia fundamental, y central para la idea directriz Da-
tos y azar, de que una medida (el tiempo de espera) varia de caso a caso. Si se repite
el experimento muchas veces, entonces se forma una distribucion (de tiempos de
espera). La distribucién nos permite calcular cuanto tiempo se debe esperar en pro-
medio y cuan probable es, por ejemplo, que uno tenga que comprar mas de 100
figuritas para tener una serie completa de 22.

Para esto son necesarias muchas simulaciones, cuya realizacion no es factible sin un
uso apropiado de la computadora. Mostraremos un resultado en el caso de 1 000
simulaciones, para las que hemos anotado el tiempo de espera correspondiente a
una serie completa. Ademas del promedio (alrededor de 82 figuritas) se pueden
estimar las probabilidades. En 208 de 1 000 repeticiones se dio el caso de que uno
tenia que comprar incluso mas de 100 figuritas para completar la serie. La probabi-
lidad de que este suceso se vuelva a dar en el futuro es de 21% aproximadamente.

En la medida en que se pueda usar un programa de computadora como herramien-
ta cognitiva sencilla, bastara que los escolares cuenten con competencias de mo-
delacion estocastica simples en relacién con los modelos de urna, para que puedan
ocuparse de un problema complejo. El trabajar con distribuciones de caracteristicas
y con la estimacién de la probabilidad de un evento mediante la frecuencia relativa,
con la que ha aparecido en una serie larga de experimentos, contiene otro aspecto
fundamental de la idea directriz Datos y azar.

Medidas del muestreo de las figuritas coleccionables
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BSE-Test

Durante la llamada ‘crisis de las vacas locas’ se identificé la enfermedad BSE en dos de cada
1 000 vacas sacrificadas en promedio. Un test rapido recientemente desarrollado reconoce
una infecciéon al 98,5%. Por otro lado, el mismo test identifica a las vacas sanas de forma
correcta en un 99,9%. Cuando el test sefiala la presencia de una enfermedad, se denomina
al resultado "positivo’.

Asume que por precaucién, muchas de las vacas de un rebafio son sometidas al test, aun
antes de presentar sintomas de la enfermedad.

a) Imagina que el resultado del test a una vaca es positivo. Cada alumno de tu clase debe
estimar cuan alta es la probabilidad de que una vaca esté realmente enferma. Registren
las estimaciones del salén en un diagrama e intenten convencerse mutuamente de sus
estimaciones.

b) ;Qué errores y decisiones correctas pueden surgir en el test?

c) ¢(En qué medida se trata en este caso de procesos aleatorios? Representa las diferentes
posibilidades y niveles en un diagrama de arbol.

d) ;Cuén alta es la probabilidad de que un animal cuyo test lo sefiala como enfermo efec-
tivamente esté enfermo (sano)?

e) (Cuan alta es la probabilidad de que un animal cuyo test lo sefiala como sano en reali-
dad esté enfermo? Haz una estimacion primero, antes de calcular.

f) Asume que la tasa de enfermedad ha mejorado a dos de cada 10 000 animales. ; C6mo
cambia entonces la probabilidad calculada en d)?

g) Explica por qué uno se equivoca inicialmente en la estimacién. Da una explicacion sim-
plificada que también los ‘no conocedores’ puedan entender.

Wassner et al. (2004) usan una tarea estructuralmente similar, con el test del sida
como contexto, como introduccion a una serie de clases en noveno grado.

Comentario

En cuanto al nucleo matematico de esta tarea, se trata de la regla de Bayes. Muchas
situaciones de contexto tienen una estructura similar, por ejemplo los resultados del
test de sida, de mamografias o tests de embarazo. Se trata de una tarea sencilla en
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la que se observan los datos (el resultado de un test) en relacion con las hipétesis
(animal enfermo o sano). El significado de tales tareas para la educaciéon general se
ha destacado de distintas maneras, por ejemplo en la didactica de Riemer (1985),
en la investigacién psicoldgica sobre las decisiones sobre todo de Gigerenzer (2002)
y su equipo de trabajo. La posibilidad, vista en estas investigaciones, de representar
informacién mediante ‘frecuencias naturales’ también abre accesos a este tema
para personas con menos practica en este tema formal-matematico (Wassner, Mar-
tignon & Biehler 2004).

a)

Para el desarrollo de nociones basicas sobre situaciones aleatorias resulta impor-
tante hacer reconocibles las intuiciones de los escolares y conectar con estas. De
otro modo se aprende matematica, que coexiste con intuiciones parcialmente
errbneas que seguiran usandose para formarse un juicio con respecto a pro-
blemas de la vida cotidiana. La tarea parcial a) sirve a esta meta, que resulta
importante sobre todo para un primer acercamiento al tema. La mayoria de las
personas estiman la probabilidad entre 98,5% y 99,9%, es decir, que toman las
probabilidades de lo que indica la tarea.

Se deben diferenciar cuatro casos: enfermo y test positivo, enfermo y test nega-
tivo, sano y test positivo, sano y test negativo.

Uno se puede imaginar la situacién como un experimento aleatorio de dos fases.
En una primera fase se elige un animal de forma aleatoria con ‘enfermo’ y ‘sano’
como posibles resultados, en una segunda fase se usa el test con ‘test positivo’
y 'test negativo’ como posibles resultados. Se puede representar la informacién
en un diagrama de arbol.

99,8%
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La soluciéon mas simple consiste en empezar por representar en forma de frecuen-
cias absolutas la informacion que ha sido dado en porcentajes en el caso de una si-
mulacién ideal. Nos imaginamos, que muchos animales fueron examinados (1 000
000).

Asi obtenemos el siguiente diagrama de arbol, que permite un analisis sencillo.
Tenemos 1 970 + 998 = 2 968 tests positivos, de los cuales 1 970 estan realmente
enfermos, es decir, un porcentaje de ;g;g ~ 66 %. Un tercio de los animales con

tests positivos esta sano.

Con la ayuda de las probabilidades obtenemos diversas posibilidades de solucién
elementales, sin que tengamos que abordar explicitamente la Ley de Bayes. Por
ejemplo, se puede calcular de la siguiente manera, si se usan las Pfadregelen ('re-
glas de camino’) para probabilidades.

P(test+) = 0,002 * 0,985 + 0,998 * 0,001 = 0,002968
P(test+ y enfermo) = 0,002 * 0,985 = 0,00197
P(enfermo bajo la condicion test+)

P(test+ y enfermo) 0,00197

= = =0,6637
P(test+) 0,002968

Incluso si se lograra una buena motivacion para la Gltima relacion entre las tres posi-
bilidades, la comprensién se pierde en la cantidad de pequefios nimeros decimales
poco transparentes.

d) La probabilidad de que un animal testeado como sano esté enfermo es:

I .
997002+30 ~ 0.003%.
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e) Se obtienen solo 197 animales enfermos con test positivo y 999 sanos con test
positivo. La probabilidad de que un animal con test positivo esté realmente en-
fermo es solo de 577559~ =~ 16,5 %. Dentro de los tests positivos predominan
los ‘falsos positivos'.

Este problema es alin mas grave mientras mas rara sea la enfermedad dentro del
grupo testeado. No todos los que asesoran a enfermos son conscientes de los pe-
ligros de la estimacion errada (Gigerenzer 2000). Este argumento ha contribuido
histéricamente a prescindir de los tests masivos de sida.

f) En este caso se requieren las competencias Argumentar y Comunicar. Los esco-
lares reconocen el diagrama de arbol con frecuencias como un medio de comu-
nicacion. La estimacion errada se dio, entre otros factores, porque no se pensé
en los muchos casos de falsos positivos. Ademas, hace una diferencia si uno
determina la fraccién de enfermos entre los que tienen un test positivo o la frac-
cion con test positivo entre los enfermos (esto ya esta indicado en el porcentaje
98,5%). En este caso se dan conexiones con las competencias para el analisis de
datos del parrafo 3.3.

SOFTWARE

Fathom 2. Key Curriculum Press. Adaptacion alemana: AG Rolf Biehler. Springer
2006 [Version para descargar e info: http://www.mathematik.unikassel.de/~fa-
thom]
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PARTE 2

ASPECTOS DE LAS CLASES DE
MATEMATICAS ORIENTADAS AL
DESARROLLO DE COMPETENCIAS

1. EL ROL DE LAS TAREAS EN LAS CLASES DE MATEMATICAS

Timo Leuders

Las tareas cumplen diversas funciones en las clases de matematicas: en el aula de-
ben fomentar la adquisicion de diferentes competencias, y en los examenes o tests
de diagndstico deben hacerse evidentes las competencias que existen o que aun
falta desarrollar. Este aporte muestra, a partir de algunos ejemplos, cual es el sig-
nificado de ‘orientado a competencias’ en las diversas situaciones en clase, y sobre
todo, como se puede llegar de tareas que sirven para la evaluacion del rendimiento
a aquellas que inician diversos procesos de aprendizaje.

1.1 Acerca del rol de las tareas en las clases de matematicas

Las tareas pueden cumplir un gran nimero de funciones diversas en las clases de
matematicas. Cuando uno planifica las clases en conjunto con los docentes y ob-
serva los estandares de aprendizaje o el curriculo nucleo, encuentra ejemplos de
tareas que resultan fundamentales para ilustrar las competencias esperadas en los
estudiantes.

Pero luego, uno tiene una clase concreta frente a si, a escolares de un grado es-
pecifico y con una historia de aprendizaje particular. Mas alla de las competencias

95



96

ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

obligatorias que proponen los estandares, es seguro que uno tiene metas propias,
asi como énfasis e ideas sobre las competencias esperadas y su construccién a lo
largo de los afos. La mejor forma de concretar qué espera uno de los escolares de
una clase especifica al final de una serie de sesiones de aprendizaje, o de un afo,
es fijar desde un inicio qué tareas y problemas serviran al final para comprobar el
rendimiento del estudiante. Si uno tiene estas metas presentes, entonces serd mas
sencillo tomar decisiones en la planificacién, elegir métodos o usar el libro de texto
u otros materiales con un proposito.

Sin embargo, seria un mal consejo preparar a los escolares para que puedan resol-
ver precisamente las tareas que se han elegido como concrecion de las metas de
aprendizaje a largo plazo o aquellas que se usan en evaluaciones centrales. Final-
mente, se trata de que los escolares adquieran competencias matematicas y no de
que memoricen y utilicen esquemas de solucion. Entonces, se deben elegir tareas y
circunstancias en clase que parezcan adecuadas para que los estudiantes adquieran
competencias referidas al contenido del afio escolar, pero también competencias
generales tales como Argumentar, Resolver problemas, etcétera. Dichas oportuni-
dades para el aprendizaje y la practica deberfan ser mas ricas que las tareas que se
eligen para la comprobacion de las competencias, por ejemplo en los examenes.
Pero las oportunidades y las tareas de evaluacion deben referirse a las mismas com-
petencias.

El procedimiento implicito ilustra como se deben usar las metas de forma conse-
cuente y continua al planificar las clases; es decir, cdmo uno puede usar las compe-
tencias esperadas en los escolares a modo de orientacién y qué rol juegan las tareas
en esto. No todas las tareas son apropiadas para todos los propésitos. Sin embargo,
las tareas se pueden modificar de acuerdo con la intencién, y eso también rige para
las tareas de este libro. Calibrar las tareas y saber usarlas con un propésito no es una
ciencia secreta. Cualquier persona lo puede hacer, si se guia de algunos criterios y
principios sencillos.

La pregunta fundamental que uno se debe plantear cuando decide usar una tarea
se refiere a la situacién de clase concreta y a la funcién que la tarea debe cumplir.
Es preciso determinar si la tarea debe servir para...

e .. explorar, descubrir e inventar.
e .. sistematizar, recolectar y asegurar.
e ... practicar, conectar y repasar.
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e ... diagnosticar capacidades e ideas.
e ... comprobar el desempeno.

Las tres primeras situaciones (explorar, sistematizar, practicar) se podrian descri-
bir como ‘situaciones de aprendizaje’. En este caso se deben facilitar caminos de
aprendizaje individuales y estimularse la creatividad. Para ello se deben posponer
lo maximo posible los momentos de evaluacion de rendimiento. Las dos Ultimas
situaciones (diagnosticar y comprobar el desempefio) son mas bien ‘situaciones de
rendimiento’, en las cuales los escolares deben demostrar ‘lo que pueden’. En este
caso se puede estar buscando que los escolares experimenten un crecimiento en su
rendimiento, comprueben por si mismos su desempefio para gue puedan tener una
estimacion realista de sus propias capacidades u obtengan una retroalimentacion
del docente. Los docentes inician algunas de estas situaciones de rendimiento con
el proposito de hacer un diagnéstico del aprendizaje o una valoracién del desem-
peno.

Cuando uno rinde cuentas a partir de situaciones en clase en las que se usan tareas,
entonces es mas facil evaluar luego la pertinencia de esas tareas e incluso modifi-
carlas. No se deben interpretar los cinco ambitos centrales —explorar, sistematizar,
practicar, diagnosticar y comprobar— como fases de la clase que no se superponen:
mas bien, tienen multiples intersecciones. Por ejemplo, la practica es mas reflexiva y
efectiva cuando los escolares tienen a la vez la posibilidad de hacer descubrimientos
(Wittmann 1992, Selter 1995; ver también el capitulo 3, pagina 113). Una clasifi-
cacién de este tipo, segun la funcién especifica que una tarea debe asumir, puede
ayudar a optimizar el uso de la tarea segun su propoésito (Blchter & Leuders 2005).

A continuacion se presentaran los ambitos mencionados y se ilustraran mediante
ejemplos de tareas, aunque no se hara en una secuencia cronolégica natural. En su
lugar se presentara el ‘rendir’ (evaluacion de rendimiento y diagnostico) antes que
el ‘aprender’ (descubrir, sistematizar, practicar), para indicar de esta forma cémo se
ve el proceso de planificacion de clases cuando se parte del resultado de aprendi-
zaje esperado.

1.2 Situacién en clase: evaluacion del desempeno

Varios planes de clase nuevos ya no describen el catalogo de contenidos a traba-
jar, sino que formulan competencias que se espera que los escolares demuestren
al finalizar un periodo mas largo. Para concretar estas expectativas se mencionan
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tareas —tal como en los estandares de aprendizaje nacionales— que esclarecen de
forma ejemplar el desempeno esperado de los escolares. Uno puede imaginar tales
tareas como parte de evaluaciones centrales o examenes, pero también se pueden
utilizar para observar, verificar o calificar cémo va el desempefio escolar a lo largo
de una secuencia de sesiones de aprendizaje.

Triangulos inscritos en una figura

En la figura que se presenta, los puntos A, By C D
se encuentran sobre un circulo con el centro My

el diametro AC. A, B, Cy D conforman un romboi-

de simétrico (cuadrilatero con dos pares de lados /]
consecutivos iguales). La figura contiene varios A
tridngulos rectangulos, por ejemplo, el tridngulo

ASD. Indica todos los otros tridngulos rectangulos
inscritos en la figura. Fundamenta en cada caso

por qué los tridangulos son rectangulos. B

Esta tarea ilustra qué se espera de los escolares al final del décimo grado en un nivel
de aplicacién sencilla, dado que los estandares de aprendizaje formulan la siguiente
competencia referida al contenido en el &mbito de la idea directriz Espacio y forma
(KMK 2003):

e Jos escolares utilizan teoremas en el plano de la geometria al hacer construc-
ciones, calculos y demostraciones, especialmente el teorema de Pitagoras y el
teorema de Tales.

En este caso no solo se trata de conocer el teorema de Tales: se trata de tener la
capacidad de usar este teorema cuando la figura de Tales aparece en un contexto
distinto. Ademas se espera que:

® Jos escolares puedan reproducir argumentaciones rutinarias (como calculos, pro-
cedimientos, derivaciones, teoremas, que les son familiares en clase).

El conocimiento de conceptos y relaciones matematicas es una condicion basica
para la competencia Resolver problemas o Argumentar.

Entonces, tal como se describe, la tarea ilustra ciertas competencias. Se puede
poner en practica para evaluar estas competencias al final del afno escolar, como
parte de un examen que abarque varios temas, o también en una situacién de eva-
luacion justo después de tratar el teorema de Tales. Mediante indicaciones como
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“Fundamenta tu respuesta...” se puede obtener informacién complementaria que
permita saber cuan diferenciado es el nivel de argumentacién de los escolares.

Pero, iqué se puede hacer con la solucion: “Seis triangulos rectangulos, porque
el Tales esta ahi dos veces”? ;El escolar ha comprendido realmente el teorema de
Tales, es decir, su condicién? ;O simplemente ha pensado: “Cuando un triangulo
se encuentra dentro de un circulo, entonces tiene un angulo recto”, evidenciando
una figura argumentativa falsa, mas bien superficial y probablemente mal com-
prendida? Es igual que asumir que un estudiante ha comprendido cdmo se suman
fracciones si es que puede sumar%+% .

Se puede superar este problema si se reformula una tarea que pone a prueba un
procedimiento, convirtiéndola en una tarea que compruebe la comprension. Esto se
logra mediante la puesta en practica de una serie de técnicas:

1. Insertar en un contexto intra o extramatematico. esto ya sucedié en la tarea
anterior.

2. Exigir explicitamente fundamentaciones: esto también se utilizo en la tarea an-
terior.

3. Invertir la pregunta: dado que al invertir la pregunta no existe una sola respuesta
correcta, se espera una mayor flexibilidad en el uso de los conceptos.

Al invertir la pregunta, “Determina el area del triangulo dibujado” se convierte en
“Dibuja un triangulo de area 24 cm?”. “Calcula %+% " se convierte en “Nombra
dos fracciones cuya suma sea % La siguiente variante de la tarea “Triangulos
inscritos en una figura” combina ambas técnicas: “Invertir” y “Exigir fundamenta-

ciones”.

Variante de “Triangulos inscritos en una figura”

Dibuja un punto C sobre el circulo, o bien en el
cuadrado, de modo que se forme un tridngulo con
angulo recto en C. Fundamenta tu procedimiento.

Si antes se ha puesto en practica un principio de construccién apropiado, entonces
esta variante de la tarea solo corresponde a una verificacion del procedimiento.
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4. Exigir efemplos y contragjemplos: en este caso se comprueba la comprension
mediante la actividad de los escolares de plantear situaciones por si mismos.

En un circulo se debe dibujar cuadrilateros que tiene uno, dos o tres angulos rectos.
¢Qué casos funcionan? ¢ Qué casos no? Fundamenta tu respuesta.

5. ‘Dinamizar’ el planteamiento mediante la prequnta “;Qué pasaria si...?". me-
diante esta pregunta se puede comprobar también si se comprendieron las con-
diciones importantes de un teorema o algunos aspectos de un concepto.

Cuadrilateros inscritos en el circulo

El cuadrildtero dibujado tiene todos sus angulos sobre el
circulo y dos angulos rectos. ; Qué pasa con el numero de
angulos rectos cuando se mueve uno de los dngulos sobre
la circunferencia y los demas &ngulos se quedan fijos en su
posicién? Fundamenta tu suposicion.

Esta Ultima variante de la tarea solo tiene sentido si los estudiantes realizan mental-
mente el movimiento y reconocen qué consecuencias geométricas tiene este cam-
bio. La tarea adquiere un caracter muy distinto cuando el movimiento se realiza
usando un entorno virtual de geometria dinamica.

1.3 De la evaluacion del desempeno a la organizacion del proceso de
aprendizaje

A pesar de que la tarea aqui presentada y sus variantes parezcan muy apropiadas
para ilustrar y evaluar las competencias —por ejemplo en examenes—, seria muy
poco razonable utilizar estas ‘tareas de rendimiento’ para que los escolares descu-
bran el teorema de Tales, es decir, trasladarlas simplemente a una situacion de clase
distinta. En la primera versién presentada, los escolares reconocerian a simple vista
o mediante una medicién los angulos rectos, sin reconocer razones o relaciones.
El contenido del teorema de Tales se volveria un mero conocimiento compartido.

Pero si se trata de que los escolares se abran paso por estas relaciones, entonces
necesitan tener oportunidades para explorar activamente, para expresar y descar-
tar suposiciones, para comprobar condiciones y para argumentar entre si. Dichas
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experiencias no solo ayudan a tener una amplia base de la cual partir y una com-
prensidon mas profunda, sino que también fomentan el desarrollo de competencias
generales y especificas del area.

Para no solo comprobar competencias, sino también para adquirirlas, una tarea
debe ser diferente, por ejemplo asi:

Con la ayuda de un programa dinamico de geometria, dibuja un cuadrilatero cuyos angu-
los se encuentren sobre una circunferencia y explora la pregunta: ;cuantos angulos rectos
puede tener un cuadrilatero asi? ;Cémo deben posicionarse los angulos para que el cua-
drilatero tenga uno, dos, tres o cuatro angulos rectos?

Incluso sin la ayuda de una computadora los escolares podrian descubrir el teorema
de Tales:

Tridangulo inscrito en el circulo

Estira la liga de modo que se formen diferentes tridngulos.

Dibuja los triangulos formados, recoléctalos, examina sus
angulos y clasificalos en grupos. Haz la mayor cantidad de
suposiciones. Compruébalas y fundaméntalas, de ser posible.

Las ultimas dos tareas son apropiadas para iniciar procesos de aprendizaje, porque
estimulan acciones y permiten caminos de aprendizaje individuales en diferente
nivel. Ademas, la tarea no restringe a los escolares al teorema de Tales: también
pueden redescubrir el teorema de la suma de los dngulos en el tridngulo y practicar
calculos con angulos, pueden operar mentalmente con los angulos complementa-
rios, etcétera. Las tareas dan una orientacion en la forma de un problema exigente,
mas no abrumador. Incluso los escolares que no logren descubrir la figura de Tales
—y se puede asumir que existiran en el caso de un planteamiento tan abierto como
este—, experimentaran lo suficiente con angulos y formas triangulares, de modo
que podran comprender sin problemas los resultados de otro grupo. Cuando uno
encuentra que existen algunos tridngulos con un angulo de 90°, entonces encuen-
tra que su lado mas largo mide siempre igual. Si se colocan uno sobre otro en el
lado mas largo, entonces se forma la figura de Tales.
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Al disefiar la sesion de aprendizaje para esta tarea, es particularmente importante
que el docente apoye desde un principio la amplia gama de caminos de solucion
individuales. En un segundo paso, el docente puede elegir algunos y ‘escenificar’
qué resultados parciales deben presentarse, para poder resaltar resultados que dan
pie a mayor desarrollo y exigir de los escolares que detallen sus descubrimientos e,
incluso, que los comprueben.

1.4 Situacion en clase: diagnosticar las capacidades y las ideas

Comprobar el rendimiento en clase puede tener propésitos muy distintos. El do-
cente debe ser siempre transparente, ya sea que quiera calificar a los escolares o
hacerse una idea del desempefio de la clase.

Una mirada general al desempefio siempre es Util para disefiar los procesos de
aprendizaje siguientes. Aun mas Util es cuando uno no solo sabe qué escolares de
una clase ya cuentan con una competencia especifica porque pueden resolver una
tarea en particular, sino también cuando sabe en qué fallan los escolares individua-
les y cudles son las posibles causas de sus dificultades. Tales informaciones diagnds-
ticas se obtienen, por ejemplo, a partir del analisis de las soluciones de los escolares
ante tareas adecuadas (pero también en conversaciéon con los mismos escolares).
Junto a muchos otros aspectos que se presentan en el capitulo 2 (ver pagina 96),
existen varios requerimientos para que una tarea sea apta para el diagnéstico:

e Debe motivar a los escolares a generar productos lo mas significativos que sea
posible, como por ejemplo escribir (o expresar de forma oral) sus pensamientos
e ideas al resolver un problema o al buscar una justificacién. Una tarea en la que
la produccion del escolar consiste en elegir entre varias alternativas o llenar un
recuadro es poco significativa en este sentido.

e También es favorable cuando una tarea no solo distingue entre los que la resuel-
ven y los que no la resuelven, sino que se puede resolver en varios niveles y, por
ende, informa sobre el nivel de rendimiento.

e Por Ultimo, una buena tarea diagnéstica se puede concentrar en competencias
parciales especificas para poder hacer afirmaciones focalizadas.

Las siguientes dos tareas cumplen estas caracteristicas:
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La unidad en la recta numérica

Marca de la forma mas exacta posible la posicién 1 en la recta numérica. Describe tu pro-
cedimiento.

\

Comprension de fracciones

3

a) Sefala y nombra un numero fraccionario en la recta numérica que esté entre%y T

¢ Cémo llegaste a este numero?

Entonces, en el caso de las tareas de diagnostico, la capacidad de diferenciar y de
estimular la producciéon (“Dibuja”, “Pon un ejemplo”, “Describe”...) son cualida-
des importantes.

Un diagndstico de este tipo es mas dificil en tareas que, en el sentido de una ca-
lificacion del desempefio ‘objetivizadora’, estan construidas segun el principio de
correcto/incorrecto. Por consiguiente, se deberian incluir mas ‘tareas diagndsticas’
en los exdmenes, de modo que uno pueda no solo calificar a los escolares de una
clase, sino también obtener informacion cualitativa sobre el desempefio de cada
estudiante en particular (ver Leuders 2006).

1.3 Situacion en clase: explorar, descubrir, inventar

El aprendizaje esta unido a las experiencias previas, tiene un transcurso muy distinto
en cada persona y es impulsado por situaciones que son a la vez retadoras y accesi-
bles. El aprendizaje esta condicionado tanto a la actividad individual como al inter-
cambio social. Todas estas son razones por las cuales se requieren tareas especiales
para iniciar procesos de aprendizaje, para estimular a los escolares a que exploren
de forma autébnoma, a que descubran de manera individual y a que inventen con
creatividad. Para que las tareas sirvan a estos fines, deben cumplir ciertos criterios
(algunos de los cuales ya se mencionaron):

e Disposicion a varios caminos de aprendizaje individuales.

¢ Ninguna guia demasiado estrecha mediante tareas parciales ‘atomizadoras’.
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e Activacion para pensar (no solo para actuar).

e Posibilidad de diversas experiencias.

e QOrientacién hacia problemas retadores, pero accesibles.

e Apertura al lenguaje coloquial de los escolares y el uso de conceptos interinos.
e Inicio de procesos de comunicacién y cooperacion.

Naturalmente, no todas las tareas podran cubrir todas estas demandas. Sin em-
bargo, estos criterios pueden ayudar a ‘abrir’ —de forma consciente— las tareas
hacia procesos de descubrimiento. Las siguientes tareas cumplen con varios de los
criterios mencionados.

Areas de poligonos

Se toman en consideracion pentdgonos cuyos y
angulos se encuentran en la rejilla de puntos. La SR
figura muestra uno de estos pentadgonos.

a) Busca posibilidades que permitan cambiar la
forma de este pentdgono mediante la trasla-
cion de los angulos, sin que cambie el area de
la figura.

b) Usa estas posibilidades para cambiar el penta-
gono progresivamente, de modo que el area se .1
mantenga igual, pero el perimetro disminuya.

Documenta tus pensamientos en un cuaderno de B 12 3 4 5 6 «x
investigacion. 1

Trabajar con un cuaderno de investigacion tiene la ventaja de que los escolares se
ocupan de un problema de forma auténoma por un periodo mas largo. Dado que
registran su camino de aprendizaje, pueden alcanzar mayores niveles de reflexion y
también revisar procesos de resolucion de problemas a posteriori.
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Ecuaciones cuadraticas

Se puede crear una funcion cuadratica al multiplicar las expresiones algebraicas de dos
funciones lineales. Por ejemplo:

fix)=x+3
ax)=x-2
hx)=(x—-2)e (x+3)

a) Examina las tres funciones: f(x), g(x) y h(x) al representarlas graficamente (por ejemplo
mediante un plotter de la funcién, una calculadora grafica, un CAS o una hoja de cal-
culo).

b) ¢Qué relaciones entre los graficos has descubierto?

Describe tus observaciones y comprueba tus resultados en otros ejemplos de este tipo.

A continuacion se presentan los resultados de tres escolares:

Solucion del escolar 1

(=)

W) =Xt 4% —06
hoy =¥ 0,25-6-0,75
hod =(x20,5Y-6,25  S=(-054-6,15)

y /ts/ £0)

+ %

800

o llg00 orkan lapedbela hod ena oI

del ceve, 3\ que hod.
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Sin fundamentarlo en detalle, el estudiante constata que las lineas son paralelas e
identifica dos de las cuatro intersecciones de ambas rectas mediante una parabola.

Otro escolar ha reconocido la sustancia del ejemplo, aunque solo describe el para-
lelismo de las rectas y nombra la pardbola como tal, pero escribe “recta h(x)" en
lugar de “grafico de h(x)".

Solucion del escolar 2

Icum.?tm hoo 2 uma pasdilsla.,

i;v.\ santon ¢od 4y §EIaem paralilay.

En la solucion del tercer escolar se indican las cuatro intersecciones y se describe
—al menos de forma aproximada— la relacién entre los dos graficos.

Fa posibdle. oila Los ructas om-3/3/2[12.

Ja mulliplicacién do Len dex anloun doLa
j.wb.»daﬂ.dfmkxﬁ dn..ﬂa.j)mﬂmla

1.6 Situacion en clase: recopilar, verificar, sistematizar

A pesar del rol que cumple el descubrimiento autbnomo como motor del apren-
dizaje en clases de matematicas, el aprendizaje no se agota en el descubrimiento.
También se deben clasificar las relaciones, establecer correspondencias entre los
conceptos y los procedimientos normados y las terminologias y reflexionar sobre
cual es el alcance de nuevas conceptualizaciones. Normalmente esto sucede me-
diante la recopilacion de los resultados en las conversaciones en clase, en las que
el rol fundamental del docente consiste en resaltar la importancia de resultados
particulares, incitar a la recapitulaciéon sistematica, y eventualmente complementar
la informacioén e incorporar —solo si es necesario— las denominaciones y concep-
tos vigentes de las matematicas. Los escolares pueden llevar a cabo tales procesos
convergentes de forma parcialmente autbnoma si tienen a su disposicién una tarea
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apropiada. Dichas tareas pueden consistir, por ejemplo, en comparar los resultados
de una fase previa de desarrollo, recopilarlos y presentarlos sistematicamente, por
ejemplo, en forma de un mapa mental. En esta labor los escolares pueden incor-
porar otras fuentes, como por ejemplo textos escolares, y hacer conexiones con los
conocimientos que han generado de forma individual o grupal.

1.7 Situacién en clase: practicar, repasar, conectar

El afianzamiento de los conceptos y procedimientos no termina con la compilacion
conjunta de resultados. Para lograr efectos de aprendizaje duraderos, los escolares
deben tener reiteradas oportunidades de practicar y flexibilizar lo aprendido, de
repetirlo en diferentes conceptos y de conectarlo con otros conceptos. En el capi-
tulo 3, pagina 113, se dan pautas mas precisas sobre las diferentes posibilidades
de practicar.

Muchas tareas (esto también rige para las que se presentan en este libro), que estan
pensadas para comprobar el logro de capacidades, dado que demandan su uso en
diferentes contextos, son apropiadas también como tareas para practicar. El uso
en diferentes contextos tiene como meta flexibilizar habilidades y conectar conoci-
mientos. La practica es particularmente atractiva para los escolares cuando tienen
la experiencia de que pueden aproximarse y resolver problemas interesantes con la
ayuda de las capacidades que ya adquirieron. Por ejemplo este problema:

Tarea grupal “Burbuja de jabon”

Se introduce una cafita en una mezcla de jabén, de modo que se produce un tapén en la
cafiita. A continuacion se sopla para formar una burbuja de 8 cm de didmetro aproximada-
mente. ¢ Cudn gruesa serd la piel de la burbuja de jabon aproximadamente?
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La solucion de un escolar, que se presenta a continuaciéon, muestra como, a partir
del volumen de la gota, se puede determinar el volumen de la piel de la burbuja'y,
con ello, el radio interno de la burbuja. Mediante la diferencia, el escolar obtiene un

valor aproximado para el grosor de la piel de la burbuja de jabon.

Solucion del escolar

/lfylunnem/ de) cdimelns - A, 67

0__‘1.". ﬂ’: f-’;q
}(<|— . 0| 088 CMS
G i Duperice de 2 espee =:-?’r'?:
- .ﬁ
j = J da?c»- =101,06‘2.m1
Volomen de[a Bgera = 268, 093 ¢um®
*1 = 1 — o, 6%Fom?
Awe en 2 egea = 267,995 ome
2 x +3 =8um -
& =2 =
= Y, 2
\j— 3'i'f Y
I“l- v 3
‘{.w

2 267,995-3

“.
r3=33 999

= 3,996

X =4 -39996 = 0,0004cm
l\ —_—
%3 -1,
La /o;ef de lo burbge Fiene va greser
q o004 mm .

dc ﬁ/oro x.

La competencia de trabajar auténoma y cooperativamente se exige aun mas cuan-
do la tarea no se propone de esta manera, sino que se entrega una mezcla de jabdn
y una cafita a los escolares con el requerimiento de determinar el grosor de la piel

de la burbuja.
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Variante de la tarea de investigacion “Burbuja de jabén”

Se introduce una cafita en una mezcla de jabédn y luego se retira.
Esto lleva a que se forme un tapén, del cual se sopla una burbuja de jabon.
¢Cuan gruesa sera la piel de la burbuja?

Determina en el experimento los datos de salida para esta tarea.

Las tareas en las que los escolares deben estimar o representar magnitudes de la
vida cotidiana también permiten establecer uniones entre ‘conectar’ y ‘profundi-
zar’, por un lado, y ‘sentirse competente’, por el otro (ver las tareas del capitulo 4,
pagina 113 en adelante).

Las competencias, incluso aquellas que se consolidan —o automatizan— mediante
la practica y la repeticién, se basan siempre en habilidades y conocimientos. La au-
tomatizacién de habilidades tiene como meta descargar al individuo al ponerlas en
practica y generar espacio para otros procesos de pensamiento (ver también el ca-
pitulo 3, pagina XX). Sin embargo, no se debe ejecutar la practica para automatizar
como una repeticion terca. “Practicar con el pensamiento desconectado”, como
sucede en muchos grupos de tareas, puede incluso llevar a que la comprensién se
entierre por completo y se lleve a cabo un trabajo rutinario, lejano de la compren-
sion. Entonces, cuando la habilidad se pierda por falta de practica, no se podra
volver a la comprension basica como recurso.

Por consiguiente, las tareas para la practica automatizada también deben fomentar
el pensamiento, deben permitir que se hagan reflexiones y descubrimientos. Por
lo general tienen la caracteristica especial de que diferentes escolares trabajan de
forma distinta en la misma tarea, segln su capacidad de reflexion, de modo que
nadie esta sub o sobreexigido. Tareas que permiten todo esto no son tan exoéticas,
como muestra el siguiente ejemplo:

Como ‘materia prima’ se usa una tarea de un libro escolar que tiene meramente el
entrenamiento de habilidades como meta:
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Calculo aproximado

Primero estima y luego calcula:

a) 3025 :25 b) 2139 :31 c¢) 5278 :58
8424 :24 7011 :57 4140 :82
49941 :93 33894 :42 46 257 : 51

En lugar de que los escolares resuelvan todo el paquete de tareas, se les puede
plantear una pregunta adicional: ;qué resultado esta mas cerca de 1007?

Los escolares quiza deberan calcular un poco menos pero, ademas, deberan de-
sarrollar estrategias y tendran una buena razén para calcular estimando (ver, por
ejemplo, Wittmann 1992; Blum & Wiegand 2000; Leuders 2005).

1.8 Conclusion

Los ejemplos de los parrafos anteriores han demostrado que las tareas se pueden
optimizar segun la funciéon que se pretende de la clase. En los siguientes capitulos
se retoman los diferentes aspectos abordados con respecto a la adquisicion y com-
probacion de competencias. Se profundizara en ello y se ilustrard mediante mas
ejemplos.
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2. DISENO DE LA SESION DE APRENDIZAJE Y USO DE
LAS TAREAS ORIENTADAS HACIA EL DESARROLLO DE
COMPETENCIAS DESDE UN ENFOQUE DIAGNOSTICO

Johann Sjuts

Las tareas orientadas hacia el desarrollo de competencias, que se usan con el pro-
posito de diagnosticar, se distinguen por ciertas caracteristicas. Estas se pueden
parafrasear como ‘explicaciones en un texto’, ‘opinidn y reflexion’, ‘anélisis de con-
ceptos erroneos’ y ‘recepcion de ideas’. Es comun a todas estas tareas —y esto es
lo que caracteriza el sentido del diagndstico en el aprendizaje de las matematicas—
que el propio proceso de pensamiento y comprension se vuelque hacia afuera, es
decir, que lo invisible se haga visible, que se devele lo oculto. Asi se pueden hacer
hallazgos detallados y diferenciados y deducir medidas que estén sintonizadas. Esto
se explicara a continuacion, mediante tres ejemplos de tareas.

2.1 Uso diagnoéstico de tareas en la clase

¢ Cdmo se construyen tareas que sirvan para el diagnostico? i Cémo se logra obte-
ner mediante tareas apropiadas informacion sobre el estado del proceso de apren-
dizaje? ;Cémo se puede determinar de manera confiable si la clase ha rendido
frutos? ;Como se puede averiguar cdmo son los pensamientos de alguien que ha
resuelto una tarea de un modo especifico?

En el acontecer de la clase, los docentes deben reconocer qué sustancia matematica
y qué sustancia mental se encuentra en aquello que dicen los escolares. De la mis-
ma forma, se debe analizar aguello que escriben en el papel o en la pizarra o lo que
presentan en el proyector. i Qué es lo que quieren decir? ;Qué ideas se esconden
detras de sus representaciones?

Si los estandares de aprendizaje se representan mediante tareas, entonces las so-
luciones a las tareas informan en qué medida las ideas directrices ya se fijaron, las
competencias abordadas ya se desarrollaron y las exigencias de un &mbito especi-
fico ya se lograron.

Las ideas directrices, las competencias y los dmbitos de exigencia dependen de
la asignatura. En relacion con el disefo de tareas, esto resulta obvio y no precisa
mayor explicacion. Sin embargo, en relacion con el uso de tareas para fines diag-
nésticos, esto requiere una mencién aparte, sobre todo en oposicién a una vision
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meramente pedagdgica del diagndstico. Se trata de averiguar, con la mayor exac-
titud posible, hasta qué punto los escolares disponen de herramientas matemati-
co-cognitivas con las cuales puedan acceder y comprender el mundo relacionado
con las matematicas, asi como realizar matematizaciones (Cohors Fresenborg, Sjuts
& Sommer 2004).

Ademas, se debe considerar que una tarea bien pensada tiene —por si misma— un
efecto estimulante y propiciador del aprendizaje, que trae a conciencia del que la
trabaja las propias fortalezas y debilidades y que, por ende, consolida y estabiliza las
competencias, o conduce a buscar ayuda.

En el capitulo 1 se mostraron distintas posibilidades de cdmo usar en clase tareas
orientadas hacia el desarrollo de competencias. Esto no se volverd a abordar en
los siguientes parrafos. Naturalmente, desde un enfoque diagnéstico, el uso de las
tareas puede ser muy variado.

La variedad atafe las formas sociales, los medios y los métodos de trabajo. Sin em-
bargo, especialmente importante es el espacio que se da en clase a la evaluacion.
La construccion de tareas vinculadas con las competencias debe aprovecharse de
forma diagnéstica. Por consiguiente, las clases deben armarse también en funcion
del diagndstico y las consecuencias que se saquen de este, desde el fomento inten-
cional hasta las medidas remediadoras (Helmke 2003).

Los siguientes ejemplos y reflexiones ilustran el potencial que tienen las tareas
orientadas al desarrollo de competencias que se usan en clase, para obtener hallaz-
gos confiables.

2.2 Ejemplos de tareas

Los siguientes parrafos presentan tres ejemplos de tareas. Se trata de las tareas
"Chicos en un bus escolar”, “Sumas de nimeros vecinos” y “Bloques”. Los tres
ejemplos de tareas se presentan y clasifican seguin las indicaciones de los estan-
dares de aprendizaje. Varios trabajos de escolares documentan las posibilidades
gue existen de resolver estas tareas y ofrecen un material muy rico para el analisis
diagnéstico.
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2.2.1 Tarea: “Chicos en un bus escolar”

Chicos en un bus escolar

Ansgar, Bertram, Carsten, Dieter y Erik van al colegio en el bus escolar todas las mafanas.
Dado que suben en el primer paradero, siempre logran sentarse en los cinco asientos de
la dltima fila.

Chicos en un bus escolar (continuacion)

a) Un dia Erik nota lo siguiente: “El afio escolar tiene alrededor de 210 dias. ¢Sera posible
gue nosotros cinco nos sentemos siempre de una forma distinta en la tltima fila? Res-
ponde a la pregunta de Erik. Explica tu procedimiento.

b) Dieter dice: “En tareas de este tipo se necesita representar de forma sistematica todas
las posibilidades, para estar muy seguros de que no hemos olvidado ninguna”.

Esboza una representacion sistematica de la que puede concluirse que se contemplan
todas las posibilidades que tienen los cinco chicos de sentarse en la Gltima fila del bus.

c) Ansgar explica: “A mi me interesa saber cuantas posibilidades tenemos los cinco en to-
tal, si es que yo siempre me siento al lado de Bertram. Es como si Bertram y yo fuéramos
una sola persona en un asiento; ustedes tres tendrfan tres sitios. Entonces, son 4 e 3 e
2 1 =24 posibilidades”.

El resultado de Ansgar no es correcto. Retoma su explicacién y contintala hasta que te
lleve al resultado correcto.

d) Bertram, por el contrario, piensa lo siguiente con respecto al problema presentado en
Q): "Yo pienso en todas las posibilidades que tenemos de sentarnos juntos. Asi llego a
1+2+2+2+1=28posibilidades”.

La reflexion de Bertram tampoco estd completa. Continuala hasta llegar al resultado
correcto.

Clasificacion de la tarea “Chicos en un bus escolar”

Todas las tareas parciales corresponden a la idea directriz Numero. Se deben poner
en marcha reflexiones sobre combinatoria para determinar el nimero de posibilida-
des correspondientes. Sin embargo, varias competencias se emplean en simultaneo
en todas las tareas parciales.

Las competencias relacionadas con la tarea parcial a) son, sobre todo, Resolver
problemas y Argumentar. Se debe desarrollar una estrategia para determinar las
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posibilidades (dmbito de exigencia Il). Se debe comparar el resultado para el nimero
de posibilidades de sentarse (120) y el nimero de dias escolares (210), para poder
responder de forma completa a la pregunta. Se debe explicar el camino de solucién
gue se siguié, mediante argumentaciones de varios pasos (dmbito de exigencia Il).

Las competencias exigidas en la tarea parcial b) son, sobre todo, Usar represen-
taciones y Comunicar. Sin duda existen diferentes representaciones sistematicas de
la solucion. Esto aumenta la probabilidad de encontrar una solucion. Sin embargo,
la exigencia con respecto a la expresion escrita no es baja (ambito de exigencia Ill).

En las tareas parciales c) y d) se deben recoger los distintos pensamientos pre-
sentados y continuarlos. En ambos casos se requieren las mismas competencias, es
decir, Resolver problemas, Argumentar y Comunicar (dmbito de exigencia ll).

Soluciones de los escolares a la tarea “Chicos en un bus escolar”

Para a):

Soluciones de los escolares

/}19’ e OmMe 26m5 aalonlos yYS posonad; el
qumars lore S poodilide oy Qﬂ_,a,g“,,“laz,g
sl - Kot 226 hawy 420 prolentsilidade
CS"‘I‘S'Q'ﬂ)-(&m&e{mmW
30 cliap 4y up 420, exiloncsn Mo tonults,

Liomse Qo 26 funatna . Jow:
$:5:5-5:5 =315, 6 0a wui
gue 240,

Vs, mada. gua w0, poraps Cades st Jisnt.
AL pora. WJ&MJ 5453545 45=15
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Para b):

Soluciones de los escolares
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Para c):

Soluciones de los escolares
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Para d):

Solucion del escolar

Deckam ene b posboi)iclad de senterse
on el 50 elegidn pox Ansgar . Fexo los ohos
¥emen 3° 2 A opaibili dades de senecse .
Entomces 86 =4 8.

Para c) y d):

Soluciones de los escolares

0) ) bas solugiomes ner e paxecer, por @o
proprop 12 Spuiene olwiisto:
esiontos Byl Uy S 392 524 a8 Retham
estiela dewdhna 0 1Rguecde de Ansgs,
Ewlonces 42 =8, Los dewni Fienen 3 2Sien\os en

Yodas ls & posiloilidades .Gn es\s 3agientes oeden
serbree de Pormes. Esto guiexe detiv ¢-3=48.

Analisis de las soluciones de los escolares a la tarea “Chicos en un bus es-
colar”

Las soluciones de los escolares proveen indicios que sirven para evaluar la dificultad
de las tareas parciales. Sobre todo muestran qué informacién diagnéstica ofrece
este tipo de producciones de los escolares.

La primera solucién del escolar para la tarea parcial a) es corta y concisa. Evidente-
mente el escolar cuenta con una comprensién segura de que se requiere multiplicar
las posibilidades individuales de sentarse que tienen los chicos. Se examinan la accién
de sentarse de los cinco chicos uno después del otro; de la misma manera, podria
examinarse la ocupacién de los sitios uno después de otro. La comprensién —de la
cual el escolar probablemente sea consciente— queda demostrada al presentar el
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producto completo, incluso el factor 1. No obstante, no es poco comun que en una
tarea de este tipo aparezcan ideas erradas, tal como lo demuestran las otras dos
soluciones de los escolares. En esos casos no se ha considerado que el sentarse o
el ocupar un sitio son procesos en los que no se puede pensar solo en una persona
0 en un lugar (a lo mejor la primera o el primero). Si no se considera este aspecto
procedimental, entonces se arriba a la comprensién errada de cinco posibilidades
del mismo valor. También es bastante tipico que las posibilidades a combinar no se
multiplican, sino que se suman de forma errada. En casos como este, el principio de
la variacion de representacion puede resultar de ayuda.

La solucion a la tarea parcial b) contiene un bosquejo comprensible de todas las
posibilidades de sentarse (en el estilo de un diagrama de arbol) y una explicacion del
bosquejo y de los calculos. Si no se tienen en cuenta los errores de escritura (en la
sexta linea del texto deberia decir D en vez de B), entonces se puede reconocer una
seguridad notable en las explicaciones del nimero de posibilidades que resulta, jun-
to con los célculos. Cabe mencionar que, segun la competencia Comunicar, resulta
plausible que se hayan registrado todas las posibilidades. Comunicar requiere un
ajuste con respecto a la audiencia; la comunicacién puede estar dirigida a un lector,
oyente o interlocutor. Se deberia poder hacer frente a la critica posible o efectiva,
gue se refiera sobre todo a la totalidad de las posibilidades.

Las soluciones a las tareas parciales c) y d) permiten identificar aquello que falta
para una solucion completa. La oracion “Ansgar no empezd bien” prueba la ca-
pacidad de ponerse en los pensamientos de otra persona. La reconstruccion de las
ideas de otra persona implica a la vez revelar las propias ideas. Aqui se muestra un
elemento importante de Comunicar. Una réplica, una respuesta, debe capturar de
forma exacta lo que se dijo antes, para poder evaluar su veracidad y poner al des-
cubierto eventuales argumentaciones erradas o falacias.

La Ultima solucion (a ) y d)) pone en claro que se favorece un proceso de pensa-
miento propio. Esto debido a que la solucion parcial 1 +2 +2 + 2 + 1 = 8 propuesta
en la tarea se reemplaza mediante el propio razonamiento 2 + 2 + 2 + 2 = 8. En este
caso dos asientos se ocupan cuatro veces, incluido un intercambio, mientras que
en la solucion ofrecida en el texto de la tarea es evidente que primero se sienta un
chico en un asiento; luego, si se trata de un asiento en el borde, el segundo chico
tiene una posibilidad de sentarse al lado; si se trata de un asiento que no esta al
borde, entonces el segundo chico tiene dos posibilidades. En este caso se puede
identificar una preferencia en la estructura cognitiva (Schwank 2003). La idea mas
bien dinamica se rechaza y en su lugar se elige una mas bien estatica. Poner esto al
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descubierto ofrece puntos de partida para un cambio de ideas y representaciones
gue fomenten un mayor rendimiento.

Las soluciones de los escolares muestran que la competencia Resolver problemas
se traduce en este caso en la eleccién de una estrategia apropiada, la competencia
Argumentar en la presentacion de deliberaciones de varios pasos y la competencia
Comunicar en formulaciones claras y comprensibles.

2.2.2 Tarea: “NUumeros vecinos”

Numeros vecinos

a) Calculaencadacaso: 1+2+3=
9+10+11=
14+15+16=
49 +50+ 51 =

¢ Qué notas? Escribelo.

b) En clases se da la siguiente conversacién al respecto:
Nicole piensa: “Con los calculos se demuestra que la suma de tres nimeros naturales
consecutivos siempre da un multiplo de 3 como resultado”. Jessica complementa: “Lo
gue rige para 3 debe regir para 4. Eso quiere decir: la suma de cuatro nimeros natura-
les consecutivos da siempre un multiplo de 4 como resultado”.

Kathrin: “Lo siento. Lo que dicen ustedes dos no lo puedo aceptar. Nicole, a ti te lo
explicaria de la siguiente manera: ... Y a ti, Jessica, asi: ...".

Completa las explicaciones de Kathrin, es decir, explicale a Nicole qué parte de lo que
ha dicho no esta bien e indicale a Jessica cual es el error en su observacion.

Clasificacion de la tarea “Numeros vecinos”

Esta tarea modificada (con fines diagnésticos, en comparacion con la versién en
el capitulo 1, pagina 37) pertenece sobre todo a la idea directriz Numero. Varias
competencias son importantes.

En la tarea parcial a) se trata sobre todo de Comunicar, en la tarea parcial b)
también estan presentes el Argumentar y Manejar elementos simbdlicos, formales
y técnicos de las matematicas.

En la tarea parcial a) se esperaria lo siguiente: el resultado de la adicion de los tres
numeros es el triple del nimero del medio. Llegar a una constatacién de este tipo
corresponde al &mbito de exigencia |.
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En la tarea parcial b) primero se deben comprender las declaraciones de Nicole
y Jessica antes de completar el pensamiento de Kathrin. En este caso los calculos
sueltos no cuentan como prueba. En eso consiste la nocién errada de prueba de
Kathrin. De forma irrefutable debe quedar claro que la suma siempre da el triple del
numero del medio. Para esto existen visualizaciones convincentes, asi como demos-
traciones que recurren a formalizaciones (compara las diferentes fundamentaciones
en las pp. 37 y 38). Si x es el numero del medio, entonces se obtiene la relacion
(x=1)+x+ (x+ 1) =3 e x, que resulta una evidencia concisa. El caso de Jessica es
distinto. Un contraejemplo evidencia que su generalizacion es improcedente: 1 + 2
+3+4 =10y 10 no es multiplo de 4. Dado que se trata de hacer uso de medios no
muy sencillos en las aclaraciones, explicaciones y argumentaciones, y que se debe
presentar el alcance y la coherencia de las fundamentaciones, parece justo clasificar
esta tarea parcial en el ambito de exigencia Ill.

Soluciones de los escolares a la tarea “Numeros vecinos”

Para a):

Soluciones de los escolares

,\ﬁed-'ra Loz mpfmranon aen dinicibly entie | €0 mudmony dell mudlie
23 chirvieliclen pnlny, 2dem, & Mimnsy ol mudis,

(oando = rulliphica & nomen del melis detres oma i
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aumados eonsecrtives gor ks aantided se dbtione fa suma e [wmgxmk&

Para b):

Soluciones de los escolares

Nicole Ue
falha t pondamentacic ( Comndo caleule:
el el no besta. 50 + 5A + 52353

Olohengp 206 Y10 €S divisible
enivel
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Soluciones de los escolares
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Analisis de las soluciones de los escolares en la tarea “Numeros vecinos”

Las soluciones en la tarea parcial a) contienen, tal como lo propone el texto “; Qué
notas? Escribelo”, descripciones de relaciones que se pueden comprobar. En la
primera propuesta de solucidon se encuentran incluso tres constataciones que son
de gran importancia. La oracién presentada en la segunda propuesta de solucion
contiene una generalizacién, ademas de la abstraccion.

La tarea parcial b) verifica la comprension de la comprobacion matematica. No es
poco usual que existan nociones erradas considerables con respecto a este punto.
Las soluciones presentadas se caracterizan porque resulta claro que una “afirma-
cion universal” no se puede comprobar mediante ejemplos, pero si se puede refutar
mediante contraejemplos.

En estos casos resulta evidente que se trata de una comunicacion que ha tenido en
cuenta al destinatario. La tercera y la cuarta propuesta de los escolares (para esta
parte de la tarea) revelan ideas desarrolladas o ya disponibles, de cémo se puede
comprobar la relacién que se identificd y describié en un principio. En este caso de
trata de la idea de la induccidon completa: se empieza con una ecuacion 1 + 2 + 3
= 6. Si se aumenta en uno cada sumando, entonces la suma aumenta en 3. La ca-
racteristica de ser un multiplo de 3 se mantiene. Y uno obtiene asi todas las sumas
posibles de tres nimeros naturales consecutivos (ver la idea de solucion correspon-
diente en la pagina 38). La idea de la induccion conduce luego a la comprensién de
que la suma de cuatro nimeros naturales consecutivos no es de ninguna manera
un multiplo de 4. La otra propuesta de solucién aprovecha la idea de la compensa-
cion de numeros, que se explica en el texto y se expresa de forma concisa mediante
la formalizacion (Cohors Fresenborg, Sjuts & Sommer 2004).

La forma que asumen las competencias importantes Argumentar y Comunicar en
esta tarea se puede reconocer facilmente en las soluciones de los escolares. Aqui
cabe resaltar sobre todo la comprensiéon de la comprobacién. La disposicion espe-
cial de la tarea motiva a los escolares a describir en detalle qué caracteriza una argu-
mentacién convincente: una comprobacion justamente. No se trata de una rigidez
externa, sino de generar comprension y evidencia. Y a esto pertenece también el
ser sensible con respecto a que una respuesta esté completa y el dejarse llevar por
las exigencias argumentativas y comunicativas. Porque la calidad de la argumen-
tacion y comunicacién, que suele ser facil de identificar en una tarea como esta,
evidencia como se convierte la competencia en un didlogo sincero.
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Bloques

Se han apilado bloques de la misma forma y del mismo tamafio. La arista mas corta de un
bloque mide 10 cm. Las otras dos aristas miden siempre 4 veces esta longitud.

a) (Cuanto miden las otras dos aristas? Escribe cémo llegaste al resultado.
b) ;Cual es el volumen de la pila de bloques? Explica tu procedimiento.

¢) (Qué bloque toca la mayor cantidad de otros bloques? ;Qué dos bloques tocan la
menor cantidad de otros bloques? Fundamenta tus respuestas.

La pila de bloques debe completarse con la menor cantidad posible de bloques, de modo
gue resulta un paralelepipedo. ;Cuanto miden las aristas de este paralelepipedo? Explica
tus reflexiones.

Clasificacion de la tarea “Bloques”

La tarea parcial a) corresponde principalmente a la idea directriz Espacio y forma,
aunque también se abordan las ideas directrices Numero y Medir. El desarrollo de la
tarea requiere las competencias Argumentar, Usar representaciones y Comunicar.
Se debe fundamentar el calculo de las aristas que faltan. En esto juegan un rol las
reflexiones con respecto a los multiplos de 10, el registro de longitudes en el espa-
cio, que estan reducidas por la representacion en perspectiva, asi como la identifi-
cacion de un resultado que se puede calcular rapidamente. Se trata del &mbito de
exigencia Il, debido a que se pide una fundamentacion.

La tarea parcial b) es mas sencilla. Determinar el nimero de bloques, calcular el
volumen de los bloques individuales y luego el volumen de la pila de bloques y
explicar, todo esto pertenece al ambito de exigencia I. En este caso, las ideas direc-
trices Medir, asi como la competencia Argumentar, son de especial importancia.
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La tarea parcial c) pertenece a la idea directriz Espacio y forma. Se requiere una es-
trategia para encontrar una solucién. Se deben responder dos preguntas, cuyas for-
mulaciones dan algunas pistas sobre el alcance de la solucién. Se deben fundamentar
las soluciones encontradas mediante la estrategia elegida. Se requiere la competen-
cia Resolver problemas, que en este caso pertenece al ambito de exigencia Il.

La tarea parcial d) tampoco es tan dificil y corresponde al &mbito de exigencia I. La
tarea une la idea directriz Espacio y forma con las competencias Argumentar, Usar
representaciones y Comunicar. No debe dejar de mencionarse que el recoger infor-
macioén del grafico exige mecanismos de autocontrol. Es necesaria una verificacion
psicoldgica-perceptual, por ejemplo con respecto a la distorsién de los tamafios, a
la continuacion de las lineas en la representacion en perspectiva o a la interpreta-
cion de las reticulas.

Soluciones de los escolares en la tarea “Bloques”

Para a):

Solucion de un escolar
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Para b):

Solucion de un escolar
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Para c):

Solucion de un escolar
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Para d):

Solucion del escolar
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Andlisis de las soluciones de los escolares en la tarea “Bloques”

La solucion a la tarea parcial a) contiene una argumentacion completa, sin hacer
uso de interpretaciones de medidas u observaciones. Se usan los conceptos geomé-
tricos de forma consecuente.

La solucion a la tarea parcial b) se caracteriza por su exactitud y por las notacio-
nes que facilitan la lectura. Normalmente en este dmbito suele haber debilidades
al diagnosticar. Inexactitudes en la notacién suelen traer consigo propension a los
errores.

La solucién a la tarea parcial ¢) llama la atencién por ser muy clara y ordenada.
También es evidente que se trata de una examinaciéon completa. La numeracion
facilita en gran medida la solucion de esta parte de la tarea. Es bastante obvio que
el cuidado que se ha tenido favorece la supervision metacognitiva necesaria.

La solucion a la tarea parcial d) demuestra una comprensién correcta del concepto
de paralelepipedo (se podria confundir con un cubo, por ejemplo).

2.3 Diseno y uso de tareas en el contexto de la clase

La formulacion y el disefo de tareas, asi como su posicion en el proceso de ense-
flanza-aprendizaje, son métodos efectivos que se encuentran en las manos de los
docentes. A estos pertenecen también, independientemente del contexto en que
se planteen las tareas, la evaluacion y la retroalimentacién en clase. Los desarrollos
de las tareas y las propuestas de solucién deben estar al alcance de los grupos de
aprendizaje. Esto puede suceder de varias maneras: como fotocopia de una solu-
cion en hojas de trabajo, como una transparencia que se puede proyectar, como
solucién anotada en la pizarra. A esto se suma la ventaja de que aquel que elabord
la solucién puede informar al respecto.

Abordar en clase los trabajos de los escolares permite consolidar conocimientos,
estabilizar las habilidades y continuar desarrollando competencias, asi como consi-
derar medidas requeridas, en caso que se constate algun déficit, lo cual podria be-
neficiar a todo el grupo de aprendizaje. La calidad diagnéstica de una tarea consiste
en proveer de hallazgos lo mas detallados y diferenciados que sea posible.

Las tareas se pueden usar de muchas maneras, tanto para comprobar el rendimien-
to como para el desarrollo o la consolidacién. Las tareas funcionan como instru-
mentos de navegacion. Sirven tanto para la construccidon de competencias como
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para garantizar el cumplimiento de exigencias. Sin embargo, resulta fundamental
gue lidiar mentalmente con las tareas y las soluciones que se les dan formen parte
de la clase. La cognicidn y la metacognicion se encuentran en el foco (Sjuts 2003,
Cohorsfresenborg, Sjuts & Sommer 2004). Y uno debe expresarse explicitamente
con respecto a esto. Asi, se cumple con la demanda de los estandares de aprendi-
zaje de una orientacion hacia los procesos y resultados de aprendizaje, asi como del
analisis de caminos y resultados de aprendizaje individuales y su aprovechamiento.

Entonces, ;como se deben construir las tareas, de modo que se pueda obtener
de ellas (es decir, de los productos de los escolares) un diagnéstico sobre el desa-
rrollo de competencias especificas, que permita tomar decisiones fundamentadas
con respecto a los proximos pasos? Naturalmente, las tareas pueden proveer infor-
macién diagnostica de muchas formas (incluso las tareas de opcién multiple bien
pensadas; ver capitulo 3, pagina 113). A continuacién se presentaran solo algunas
formas apropiadas para una clase, orientadas al proceso de aprendizaje.

a) Explicaciones en un texto

Las actividades matematico-cognitivas son variadas. Se pueden poner en marcha
mediante la presentacién de problemas y tareas. Pero las actividades mentales no
siempre son evidentes: a menudo permanecen ocultas. Hacer visible lo invisible,
descubrir lo oculto, es imprescindible desde un punto de vista diagnéstico. La ope-
racion relacionada con esto es la explicaciéon. Explicar significa revelar. También sir-
ven a este propdsito el describir, el presentar, el aclarar, el explicitar los propios
pensamientos. El planteamiento de las tareas debe identificar estas operaciones,
exigirlas de forma explicita. La tarea “Blogues” puede servir de ejemplo. Presenta
las formulaciones correspondientes en diferentes lugares: “Escribe como llegaste
al resultado”; “Explica tu procedimiento”; “Explica tus reflexiones”. Esto provoca
gue los escolares que se enfrentan a la tarea escriban un texto y conlleva volcar las
propias ideas hacia afuera. Ademas, este planteamiento permite reconocer fortale-
zas y debilidades, y eventualmente encontrar ayuda. No se debe menospreciar que
la elaboracién de un texto tiene un efecto sobre el pensamiento y la comprension.
Aquel que explica sus pensamientos debe prestar mas atencion, vigilarse mas a si
mismo (Sjuts 2003, 2006). Debe involucrarse en un discurso consigo mismo.

b) Opinion y reflexiéon

Las tareas que exigen opinion y reflexion tienen un efecto similar. La reflexion se
puede relacionar con la planificacién, la supervision y el control del propio trabajo
con la tarea, pero también puede estar dirigida a propuestas de solucién. Se solicitan
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comentarios, contraposiciones, comparaciones, diferenciaciones, categorizaciones
y sistematizaciones. Como ejemplo se puede nombrar el comentario con respecto a
la comprension de la comprobacién en la tarea “Suma de ndmeros vecinos”.

Las tareas que siguen este principio ponen sobre todo las formulaciones y notacio-
nes en el foco de la atencion. Por ende, son apropiadas para detectar diferencias
individuales en la construccién de conceptos y procesos de comprension y para re-
construir concepciones individuales. Dichas reconstrucciones e identificaciones ha-
cen posibles las valoraciones individuales e impiden asumir una perspectiva estrecha
0 menospreciar un rendimiento no convencional. Las tareas de formato “Asume
una posiciéon” conceden espacio a la variedad de pensamiento y amplian el espec-
tro diagnoéstico (Kaune 2005).

¢) Analisis de nociones erradas

La presentacion de escenas de clase, didlogos entre escolares, errores, vacios, no-
ciones erradas y disonancias cognitivas es un principio de disefio de las tareas diag-
nésticas especial. La organizacion de una tarea de este tipo se suele basar en dife-
rentes ideas, que introducen la tarea haciendo referencias sobre todo a las personas
mencionadas y que se vuelven objeto de discusion. De esta manera, los escolares
se meten en una situacion y se meten en los pensamientos de otros. Al lidiar con
las ideas de otras personas reconocen el estado de su propia estructura cognitiva
(Schwank 2003), lo cual puede dar pie a cambios, ampliaciones o consolidaciones.
Encontrar y remediar nociones erradas es una caracteristica, que —entre las tareas
presentadas— se encuentra sobre todo en algunas partes fundamentas de las ta-
reas “Chicos en un bus escolar” y “Suma de nimeros vecinos”.

La didactica de las matematicas ha presentado y discutido esta caracteristica en mu-
chas oportunidades. Recuerde la siguiente tarea: “Un error comun de los escolares
consiste en la idea: a es negativo. ; Como ayudarias?”. Las tareas que tematizan
notaciones erradas (como por ejemplo el uso de paréntesis), asi como las tareas que
piden estimaciones y verificaciones, pertenecen a esta categoria, como también
aquellas que exigen lidiar con errores o vacios en la argumentacion. Siempre se tra-
ta de diseccionar y corregir aquello que no estd completo o errado (de ser posible
también dar causas y razones).

d) Registro de ideas

Las tareas no deben referirse Unicamente a aquello que ya se aprendi6 sino que
deben estimular expresamente que los escolares continten. Deben proveer nuevas
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ideas, ayudar a construir nuevo conocimiento y despertar inspiracion. Deben ani-
mar a los escolares a hacerse mas preguntas y a continuar las tareas. Esto les da
mas realismo, pero también un estimulo para lidiar con ellas. Los estimulos y retos
activan y generar un crecimiento en el aprendizaje. Al presentar ideas de solucion,
se cumple con las metas propuestas. Un disefio de este tipo se encuentra en la tarea
“Chicos en un bus escolar”. Este tipo de tareas no solo diagnostica falsas nociones,
errores y vacios en el conocimiento, sino también la capacidad que tiene cada nivel
de las competencias de establecer conexiones, la medida en que se dispone de
competencias especificas, es decir, la capacidad de aprender. Debido al valor que
tiene la competencia de aprender, es necesario recoger informacién sobre su desa-
rrollo que permita tomar decisiones con respecto a los préximos pasos.
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3. PRACTICA INTELIGENTE
Alexander Wynands

El aprendizaje como proceso activo se da al ocuparse de tareas y problemas cuyo
sentido y propdsito uno reconoce y para cuya solucidon se requiere nuevo cono-
cimiento. Los ejercicios son indispensables para asequrar lo aprendido y para co-
nectar el conocimiento. La practica inteligente y orientada hacia las competencias
hace hincapié en el ‘ejercitarse’, pero también apunta a otras competencias de los
estandares de aprendizaje, como fijar rutinas, usar lo aprendido en casos similares
pero nuevos o conectar distintas areas de contenido.

En este capitulo se trabajaran primero algunos aspectos generales de la practica in-
teligente, y luego, se presentaran ejemplos de tareas mediante las cuales se puede
llevar a cabo este tipo de practica.

3.1 ¢Para qué sirve la practica inteligente en las clases de matematicas?

La pregunta sobre una clase Util, y especialmente sobre el sentido y la extensién
de la practica en la escuela, parece ser tan antigua como la misma escuela. Winter
(1991) cita a Comenius, quien menciona dos razones para el escaso éxito de las
escuelas: “Las escuelas se ocupan mucho de cuestiones secundarias e inutiles, y la
ensefanza no tiene en cuenta que los seres humanos olvidan con facilidad, sobre
todo al leer y escuchar; es como acarrear agua con un colador”.

Para que las clases de matematicas estén determinadas por el sentido y la razén y
las competencias no se acarreen como agua con un colador, es indispensable que
haya practica intensiva y frecuente, que no se limite a escuchar y leer sino que
genere actividad propia en solitario o con un compafero de trabajo. La practica y
repeticién de habilidades basicas son especialmente valiosas. A esto corresponde,
por ejemplo, poder calcular mentalmente, redondear a nimeros en escalones de
10 (potencias de 10), calcular con estas potencias de 10, hacer geometria mental,
comprender expresiones algebraicas sencillas, comprender magnitudes (unidades
y factores de conversion) y contar con habilidades vinculadas con la solucién de
tareas con relaciones (anti) proporcionales, entre otros. La expertise (Baumert et al.
1997) para “aumentar la eficiencia de las clases matematico-cientificas” destaca,
con completa razén, que “en la Secundaria | no se puede renunciar a los asf llama-
dos ‘procedimientos de calculo ciudadano’”. Si no se presta suficiente atencién a
esto, faltardn rutinas necesarias que descarguen y permitan reconocer relaciones y
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generalizaciones en “ambitos de exigencia mas altos” y que respalden las reflexio-
nes, fundamentaciones y demostraciones.

Por ejemplo, Aebli (1991) recalca el sentido de dicha practica ‘pura’ o ‘simple’, es
decir, del mantener despiertas las habilidades basicas. Una practica de este tipo “as-
pira a la construcciéon de automatismos” y se deben entrenar “reacciones rapidas
y seguras, pero también estereotipadas”. Aebli explica el beneficio de esto, porque
solo este tipo de automatizaciéon permite que haya movilidad y sintesis mentales
que permitan que “nuevas operaciones se integren en relaciones de orden mas
alto”. El hecho de que un escolar no tenga que pensar mas en los pasos de calculo
le permite resolver nuevos problemas con ayuda de estos pasos. No debe pasarse
por alto que, para algunos escolares, el poder llevar a cabo rutinas de forma segura,
rapida y exitosa significa una experiencia de logro y es emocionalmente importante.

Sin embargo, segun Aebli, la ‘practica pura’ no hace que los escolares sean capaces
de transferir a una situacién nueva el conocimiento adquirido en una situacion espe-
cifica y ejercitado en situaciones similares. Se habla de ‘practica inteligente’ cuando
las rutinas no se mantienen como un propdsito en si mismas, sino que sirven para
hacer comprensibles los conceptos generales, conectar las areas de conocimiento,
descubrir nuevos conocimientos e impulsar la comunicacién a partir de fundamen-
tos. Asi, los ejercicios adquieren importancia en las clases de matematicas cuando
no estan orientados a la repeticién testaruda de esquemas, que generan aburri-
miento. Winter (1991) sefala que la practica y el aprendizaje por descubrimiento
no tienen por qué ser opuestos sino que pueden apuntar en la misma direccion.

Los siguientes ejemplos concretan antiguas demandas, entre otras de Wittmann
(1982), de hacer que las tareas, los problemas y las areas de problemas sean el
nucleo del “aprendizaje activo y por descubrimiento” en las clases de matematicas.
La préactica inteligente en la Secundaria | busca fomentar el pensamiento propio, asi
como retomar y continuar con la meta propuesta por Wittmann & Muller (1992) de
‘practica productiva’ sobre la base de habilidades béasicas de conteo y célculo, de
forma y medidas. Los ejemplos conectan numeros, formas y medidas. Demandan
que se continlie pensando para reconocer patrones o reglas que se puedan funda-
mentar y discutir con otros.

De forma resumida se mencionan las siguientes metas de la practica inteligente
orientada hacia las competencias:
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e Consolidar rutinas.

e Aplicar lo aprendido a casos nuevos, pero similares, y conectar areas de conoci-
miento.

e Descubrir caracteristicas matematicas o reglas generales.

e Comunicar experiencias y descubrimientos de forma adecuada mediante una
argumentacion y un lenguaje matematicos.

Con esto, la practica inteligente contiene las seis competencias generales de los
estandares de aprendizaje.

3.2 La ‘practica pura’y el conocimiento basico

No es la intencién de los estandares de aprendizaje renunciar a la practica de auto-
matismos, pero si lo es reducir el alto porcentaje que se asigna al trabajo de célculo
0, en todo caso, reorientarlo. Tareas de calculo que no estan relacionadas unas con
otras se pueden reemplazar por secuencias de areas que no solo entrenan las habili-
dades de calculo sino que también dirigen la mirada hacia relaciones, regularidades,
reglas, métodos y conceptos.

Primero se muestran ejemplos de tareas pequefias y sencillas para la practica de
competencias basicas particulares; por ejemplo, el calculo mental con nimeros de
una cifra y potencias de diez, el calculo aproximado o la conversion de medidas (ver
también Wynands & Neubrand 2003). Estas deberian encontrarse con frecuencia
en las clases de matematicas, en ejercicios ‘orales’ de concentracién o en exdmenes
que retoman contenidos vistos hace un tiempo.

Estas tareas también son apropiadas para formar un pensamiento conectado. Pero,
a pesar de las buenas ideas y los buenos deseos, se debe evitar sobreexigir a los
escolares, especialmente en la Hauptschule'. La frustracién y los temores contra-
producentes serian consecuencias previsibles. Sin embargo, se debe mencionar que
los ejemplos dados aqui —que provienen de materiales para una clase de Haupts-
chule (El mundo del nimero, 2001-2004)— no estan dirigidos solo al 30% de
escolares de alto rendimiento de la Hauptschule, cuyas capacidades matematicas

1 La Hauptschule es una de las modalidades de educacién secundaria que se ofrece en Alemania y Austria.
Empieza luego de cuatro afos de escuela primaria. Ofrece educacion secundaria de nivel de exigencia 2,
segun la Clasificacién Internacional de Estandares de Educacion.
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corresponden a las de escolares de la Realschule o el Gymnasium?. En algunos es-
colares el aprendizaje se fomenta mediante tareas retadoras.

Se nombran solo algunos ejemplos para los grados 5/6, que mantienen vivas algu-
nas habilidades técnicas y que se relacionan con expresiones algebraicas y magni-
tudes.

Expresiones y medidas

a) Calculay ordena los resultados de menor a mayor:
44+2e3 (442)e3 4e(2+3) 4:(2-1)
4:2-1 4-2e0 4+2:1)e0

b) ¢Qué magnitudes corresponden a longitudes y cuéles a areas? Clasifica y ordena.
06m 0,Tm2 50mm 80 cm? 10cm? 1.dm? %km 66 m

¢ Qué objetos concretos son de esos tamafios? Nombra ejemplos.

¢) Trabaja con estas longitudes:
305m; 195m; 95m; 550m; 650m; 450m; 915m; 805m; 85m.

1) Dos longitudes juntas deben dar al menos % km (y 1,5 km como méaximo). Escribe
todos los pares de longitudes que encajan con esto.

2) ;Cuanto miden x varas de igual tafo, que juntas miden igual que la suma de todas
las longitudes mencionadas? Determina las longitudes de las varas para diferentes
valores de x.

d) Completa los factores, de modo que la ecuacién sea correcta.

1)10e6=5e__e  2)100e15=25e_3e_  3)9e40=__o o o

En los siguientes ejemplos, el calculo de las tareas presentadas es una mera obli-
gacion; el reconocimiento del patron en las tareas es un estimulo para el descubri-
miento, y su fundamentacion es un reto.

2 El Gymnasium, en el sistema de educacion aleman, es un tipo de escuela secundaria con fuerte énfasis
en el aprendizaje académico, comparable con el sistema de grammar school britanico, o con los prep
schools en los Estados Unidos.
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a) Calculay verifica. Completa con ecuaciones similares.
1)9¢11=10010-1;1921=20020-1;2931=3030-1 ...
2)901-1=8;9¢21-1=188;9¢321-1=2888;9 4321 ...

b) Observa la serie de ecuaciones y verifica. 1=1
1) Continua la serie con tres ecuaciones mas. 4-1=1+2
2) ¢Cémo se llama la décima ecuaciéon? (Es 9-4+1=1+2+3
correcta?

16-9+4-1=1+2+3+4
3) Dibuja patrones de puntos para ambas partes
de las ecuaciones.

Tip: A la izquierda se encuentran nimeros ‘cuadrados’, a la derecha nimeros ‘triangulos’. ..

c) Verifica, completa y prueba con otras ecuaciones similares.
(1+27=14+2,
(1+2+32=14243,
(T+2+3+4P=13+23+3%+ 4 ..

Con esta tarea se entrena un patrén de pensamiento importante para el trabajo
estratégico. Aquel que afine la mirada hacia el trabajo hacia atras (recursivo) y hacia
adelante (inductivo o iterativo), podra acercar a los escolares con buen desempefo
el trabajo recursivo e iterativo y mostrarles el método de demostracion de la induc-
cion completa. Lo importante es trabajar primero con nimeros constantes raros
o significativos en lugar de hacerlo con variables. Luego, en retrospectiva, se pue-
den reemplazar los numeros significativos por variables —o se pueden colorear de
rojo— y se puede formular una ley o regla general. Se sugiere revisar la demostra-
cion para la secuencia de tareas presentada como una propuesta de conversacion
en clase, que ejemplifica el descubrimiento guiado (Wynands 2005).

33 Ejemplos de tareas sometidas a prueba

Los siguientes ejemplos de tareas se probaron en distintas escuelas y grados. Si-
tuaremos los ejemplos segun los estandares de aprendizaje y revisaremos ideas de
solucién exitosas, asi como errores tipicos.
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3.3.1 Un ejemplo de Manejar elementos simbdlicos, formales y técnicos de

las matematicas

Muros de numeros

Los siguientes muros de célculo se construyen de tal modo que en un ladrillo que se en-
cuentra sobre dos ladrillos se escribe el producto de los niimeros de las dos piedras.

a) Completa el muro de calculo (de la izquierda).

b) Se llama numero meta al que se encuentra mas arriba. Escribe como puedes calcular el
numero meta del muro de la derecha, sin calcular los otros nimeros uno por uno.

¢) El nimero meta es 100 000 000 y en la fila de abajo todos los numeros son iguales.
¢ Cudl es el numero de la fila de abajo?

Observaciones

Esta tarea, que corresponde a la idea directriz Numero, exige las competencias
Usar representaciones y Manejar elementos simbdlicos, formales y técnicos de
las matemaéticas. La tarea parcial a) demanda habilidades basicas en el ambito
de exigencia |, la b) y la ¢) demandan el reconocimiento de relaciones, de la ano-
tacion en potencias y de una estrategia de ‘ensayo con propésito’ o del calculo
hacia atras (ambito de exigencia Il).

Los tipos de tarea como las tareas parciales a) y ¢), con ‘ladrillos de suma’ en
lugar de ‘ladrillos de producto’, ya se pueden usar desde los primeros grados de
primaria. La adicién/sustraccion y la multiplicacion/division en el dmbito de los nu-
meros naturales son y seran siempre tareas comunes en las clases de matematicas.

En la tarea parcial b) podrian encontrarse expresiones de mas de un miembro
en la fila de abajo, con lo cual surgen diversos ejercicios para la anotacion de
expresiones. Se ofrece la posibilidad del trabajo en pares: un escolar propone
una tarea, el otro la resuelve. De ser necesario, las soluciones deben defenderse
ante las objeciones de aquel que dise? la tarea.
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Experiencias y resultados

En dos clases de octavo grado de un Gymnasium la mayoria de los escolares
resolvieron de forma correcta las tareas parciales a) y b); sin embargo, menos
de la mitad de los escolares pudieron resolver la tarea parcial ¢). En una clase de
décimo grado de una Hauptschule todos los escolares resolvieron la tarea par-
cial a). Alrededor de la mitad de la clase encontré probando el resultado para c).

En una escuela secundaria especializada (Fachoberschule) de un afio de dura-
cion, los escolares solo cometieron errores en la formulacion de potencias y en
la tarea parcial c).

En una escuela secundaria especializada (Fachoberschule) de dos afios de dura-
cion, solo algunos escolares pudieron encontrar una formulacion adecuada en
la tarea parcial b).

3.3.2 Un ejemplo de Resolver problemas y Comunicar

Barras de union

Se construyen cubos a partir de bolas y barras de unioén,
tal como se presenta en la imagen. Si se tienen tres bo-
las en cada arista, esto da un total de 20 bolas.

a) Determina la cantidad total de bolas en el caso de
que haya 2 o0 4 en cada arista y completa la tabla.

Cantidad de bolas en una arista | 2 3 4

Cantidad total de bolas 20

b) ¢Cudantas bolas se necesita si se quiere fijar 100 bo-
las en cada arista? Escribe cémo lo calculaste.

Observaciones

Partiendo de los ejercicios introductorios de la tarea parcial a), en b) se debe
desarrollar una estrategia de conteo y anotarla mediante un método de calculo.

El camino de solucién anotado —eventualmente en forma de una expresion alge-
braica— muestra si se domina el lenguaje matematico y si se hace uso de reglas
de prioridad (paréntesis y multiplicacion/division antes de adicién/sustraccion).
Estos ejercicios con patrones de puntos se pueden realizar desde los primeros
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grados de primaria. En la Sekundarstuffe P pueden servir para la elaboracion de
la anotacion de expresiones, el descubrimiento de simetrias en la geometria y sus
consecuencias aritméticas, es decir para la conexiéon entre aritmética, algebra y
geometria (ver Winands 2005). Este tipo de tareas sirve para verificar el desem-
pefio en todas las competencias, en especial en Resolver problemas y Comunicar,
dado que los escolares deben documentar su camino de solucién en la tarea
parcial b).

Experiencias y resultados

En dos clases de octavo grado del Gymnasium la mayoria de los escolares resol-
vieron la tarea parcial a), pero solo un tercio resolvié correctamente la tarea
parcial b).

En una escuela de artes y oficios (Gewerbeschule) de dos afios de duracién (Tec-
nologia, décimo grado), uno de tres escolares resolvieron ambas tareas parciales;
en una escuela secundaria especializada (Fachoberschule) (Tecnologia, duodéci-
mo grado) fue de uno de cada dos.

Diferentes formas de pensar y estrategias salen a la luz mediante una variedad
de métodos de calculo correctos para b). En clase, estos caminos de solucién se
pueden recolectar como protocolos de pensamiento, por ejemplo en un ‘afiche
de aprendizaje’. Luego se pueden comparar y premiar los caminos mas ‘astutos’.
A continuaciéon se presentan algunos protocolos de pensamientos interesantes
—y en parte errados— de una clase de octavo grado. El protocolo se puede
escribir en la pizarra, para discutir en plenario cdmo o qué se estaba pensando:

Solucion de un escolar 1

(A) 400 “H =100, aj-3 = 384 “)&“b'f;ﬂ- = 4ov -l-‘-\ﬁl-{': AAH

(2) k=342 « (a00-2)

(3) K= 42-400-4¢

(4) k= 4.400 47 -93

(8) & = (40013446).2 +2 ~400 -8

() 400 +29 ¥qu1 23+ qqrqqy 2 + @9 + qQ 448 +4B 48

3

A partir de quinto y hasta noveno grado.
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Resulta asombroso el siguiente calculo, en el que ya en la hilera de cuatro bolas por
arista se llegaba al resultado 32. Se continué con una cadena de pasos de calculo
(recursivos y correctos):

Solucion de un escolar 2

5 ae I2y42= 4y
G ~ 4y y 42= 56
F._ 5k +s2 =063
g 08 va2 = 80
q. Boxax =02

AD ~ Gr ¥4l = ALH

qo + ALY AH = A2

Evidentemente, el resultado intermedio de 104 bolas para 10 bolas por arista se
usé de forma estratégica para llegar al resultado de 1 184 bolas para 100 bolas por
arista. jEl camino —y no el resultado (1 184)— es la meta de este ejercicio!

El analisis de errores tipicos en el método de célculo permite discutir soluciones
erradas, como por ejemplo la siguiente:

Solucion de un escolar 3

Glp -12.95

(2)3 = )72. 100 - 6.8

(3 900/00,- 5‘,«/9@:—?5/0'(_’ ¢. o0 24900
9. ..

(...

(3) 3 bolas - 20, 1 ok - 29 ; 100 S0/as - 294100

=k66 &




PARTE 2: ASPECTOS DE LAS CLASES DE MATEMATICAS ORIENTADAS AL DESARROLLO DE COMPETENCIAS

3.3.3 Un ejemplo de Resolver problemas y argumentar

Diagonales

En el pentdgono regular exterior, las cinco diagonales estan dibujadas. Completa en la tabla
el numero de diagonales de los poligonos regulares (convexos) mencionados.

Triangulo | Cuadrilatero | Pentdgono | Hexagono | Heptdgono [ Octdgono | Dodecagono

5

AN

Describe cdmo encontraste el niumero de diagonales del dodecagono (poligono de doce
angulos).

Observaciones

Esta tarea conecta las ideas directrices Numero vy, sobre todo, Espacio y forma.
Es apropiada tanto para la introduccién a la exploracion de poligonos regulares
como para practicar procedimientos de conteo sistematicos, sobre todo para
el desarrollo de métodos recursivos o iterativos. Seria un desperdicio usar este
ejemplo como una tarea de evaluacion: se adecua mucho mejor al descubri-
miento y la fundamentaciéon con autonomia, para lo cual se requiere mas tiempo
en clase y se deben permitir formas cooperativas de trabajo, como el trabajo
en pares. El encontrar una férmula de solucion con la cual se pueda calcular
rapidamente el nimero de diagonales debe ser una meta remuneradora de las
reflexiones. El énfasis se encuentra en este caso en las competencias Resolver
problemas y Argumentar. Determinar el nimero de diagonales en un dodeca-
gono demanda una estrategia. Esta puede apoyarse en los casos previos, que
son mas sencillos, pero necesita de la reflexion sobre los casos resueltos y de una
generalizaciéon. La tarea puede servir como ilustracion geométrica de la proble-
matica ‘tomar 2 de n posibles’.

Tareas vestidas adecuadas para los escolares podrian ser: “;Cuantos juegos ha-
bra, si siempre juegan dos de n (18 en la Bundesliga de futbol) equipos uno
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contra otro?” o “Cada uno le da la mano a otro...”. El modelado de estos pro-
blemas puede conducir a representaciones gréaficas en forma de poligonos.

e Experiencias y resultados

En ambas clases de octavo grado de Gymnasium, la mitad de los escolares llené
la tabla de forma correcta hasta llegar al octdgono. Uno de cuatro escolares
encontré el numero (54) de diagonales en el dodecagono.

Cuatro soluciones correctas estaban estructuradas de forma muy clara; una de
ellas se muestra a continuacion en el siguiente protocolo de trabajo:

Solucion de escolar 1

f&vjafgooo = 5:24¢24+1
Plexcgono - 9= 31 3+2+4
Hz’gﬁ:\bono = ’Li = “f‘f‘!“ ."3?‘?-'1'4-

ch‘c’gono 208515 r9r3r2i1

@ocfe(gbono =549 r9rT+? r6rSH4+3+ 2+

A pesar de que el signo igual no fue bien elegido, se entiende el sentido; se
aceptd como error perdonable. Otros dos escolares trabajaron de forma muy
diferente. La tabla de la tarea se amplié en una hilera y se completo ‘sin huecos’
hasta llegar al dodecagono:

Solucion de escolar 2

Tres Coatre Gnco Stis Siele Ohy Nveve Diez Once Doce (NMumers de
a’nﬁv?os)

115y ( Mimers de

s 9 o 20 % ¥
olia ono/e;)
J

0 2

(D;as:no-}u
9 37 44 S k6 43 +3 o BTo) qve se asacle,
Coda VEZ)

140



PARTE 2: ASPECTOS DE LAS CLASES DE MATEMATICAS ORIENTADAS AL DESARROLLO DE COMPETENCIAS

Otro camino de solucion se indico de la siguiente manera:
1M+10+9+8+...+2+1-12=54

La expresién izquierda de la ecuacién corresponde al protocolo de una estrate-
gia correcta. Se hicieron bosquejos a mano para todas las soluciones e intentos.

3.3.4 Otro ejemplo de Resolver problemas y Argumentar

Hexagono

a) En la imagen encuentras seis b) Del hexagono regular se cortan trian-
angulos internos ¢ de igual medida. gulos rectangulos, tal como muestra
Averigua cuanto mide cada uno. la imagen. Queda una estrella. Dibuja
Fundamenta tu procedimiento. esta imagen. ; Cémo puedes construir

triangulos rectdngulos? ; Cuanto mide
el dngulo P en la punta de la estrella?

(V7

PN

Observaciones

Esta tarea también sirve mejor para fomentar una practica dirigida al descubri-
miento que para evaluar. Se estimulan las competencias Argumentary Resolver
problemas, principalmente. La tarea estd pensada para implementarse a partir
del séptimo grado, después de haber trabajado teoremas simples de los &ngulos
(la suma de los angulos de un tridngulo, teorema del dngulo base). Esta sirve
para profundizar y conectar. La tarea parcial a) prepara a los escolares para el
trabajo con la tarea parcial b). Por consiguiente, en clases con un desempeno
alto se podria dejar de lado a). Se deben descubrir las relaciones entre los an-
gulos de un hexagono regular. Existen varios caminos posibles para construir la
estrella. Esta parte de b) es ‘abierta’ con respecto a los métodos de construccion:
se puede usar el teorema de Tales, se pueden trazar mediatrices hacia los lados
del hexagono, se pueden construir triangulos (a, 1, a) = (45°, lado, 45°).
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e Experiencias y resultados

Casi tres cuartos de los escolares de ambas clases de octavo del Gymnasium
encontraron el resultado correcto (120°) en la tarea parcial a). Entre los esco-
lares que fundamentaron su procedimiento, algunos lo hicieron mediante los
seis tridngulos en el medio (Mittendreieck), otros mediante la descomposicion
del hexagono en cuatro tridngulos y otros mediante la descomposiciéon en un
rectangulo y dos triangulos.

Esta variedad de soluciones es alta, por conocida, y es posible gracias a la crea-
tividad de los escolares, que en tareas como esta —que es abierta respecto del
método— surge mejor en trabajo individual o en pares que en una conversacion
centrada en el docente.

Cerca de la mitad de los escolares del Gymnasium resolvié bien la tarea parcial
b). Se debe mencionar que, en el caso de los escolares de octavo grado, no se
pidié que dibujaran el hexagono con la estrella. De incluirse como tarea de eva-
luacion, se habria requerido mas de los 35 minutos que tenian disponibles para
resolver todas las tareas presentadas hasta el momento.

Varios escolares no calcularon en las tareas parciales a) y b), sino que midieron
el angulo B.

El uso de esta tarea en una clase de noveno grado (con relacién a la conversacién
posterior sobre la evaluacién del nivel de aprendizaje) demostré que la tarea se
puede usar en el marco de una secuencia de clases para practicar y repasar. Las
estrellas, como la de la tarea parcial b), resultan atractivas para los escolares por
motivos estéticos; esta es la razén por la que se presenta de colores. Si los escolares
realmente cortan la estrella, tal como se propone en la tarea, entonces esta también
adquiere un matiz de actividad. Dibujar la estrella estimula a los escolares a que
empiecen a pensar en la estructura de la figura. Seguidamente se puede plantear la
siguiente pregunta: “;qué otros angulos reconoces en la figura?”. La tarea se pue-
de ampliar en clase y se puede pedir que no solo se corten triangulos rectangulos,
sino también triangulos obtusos o agudos, y que se mida en cada caso el &ngulo en
la punta de la estrella. O, viceversa, se puede dar el angulo de la punta y pedir que
calculen los angulos del triangulo.

El software de geometria dindmico es un buen soporte para extensiones de este
tipo. Al poder medir los angulos, el software permite que los escolares verifiquen
por si mismos sus respuestas. La figura debe construirse de tal modo que la estrella
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cambie (jpero siga siendo simétrica!), cuando se ‘jala’ desde un angulo interno de
la estrella. Para poder construirla, los escolares deben tener muy claro cudl es la
estructura de la figura.

El software también incrementa el valor estético, ya que resulta muy sencillo cam-
biar el color de la figura.
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4. EL ENFOQUE DE PROYECTOS

Christina Drike-Noe

Las tareas en clases de matematicas pueden mostrar diferentes grados de amplitud.
El espectro va desde tareas cortas y cerradas para practicar, pasando por tareas
cada vez mas amplias y abiertas, hasta llegar a tareas parecidas a proyectos. A
continuacion presentamos el potencial de las tareas tipo proyecto en relacion con
el fomento de diferentes competencias matematicas.

4.1 Laimportancia de una clase con un enfoque de proyectos

Ya en la década de 1920 John Dewey y William Heard Kilpatrick intentaron desarro-
llar alternativas a las clases tradicionales. Ellos demandaban un cambio en las clases,
de modo que los intereses y las necesidades de los alumnos estuvieran en primer
plano, de modo que con su trabajo los escolares pudieran unir la planificacion, el
aprendizaje y la accion en el proceso del aprendizaje autogestionado. Tales metas
podian lograrse mediante una clase que tuviese un enfoque —al menos por fases—
hacia los proyectos.

Por ende, no se puede concluir que la realizacién de clases con un enfoque de
proyectos sea una consecuencia de los estandares de aprendizaje; tampoco que las
clases con un enfoque de proyectos son un nuevo tipo de ensefianza. Mas bien,
la implementacion de este tipo de clases puede, por un lado, ampliar la variedad
metodoldgica de las clases de matematicas, y por el otro, aportar a llevar a cabo
clases orientadas al desarrollo de competencias, dado que al trabajar en proyectos
o mediante tareas parecidas a proyectos se activan y fomentan un gran nimero de
competencias.

A menudo, las clases de matematicas alemanas se enfocan en la adquisicion de
rutinas y estan caracterizadas por la resolucion de tareas intramatematicas estan-
dar. Por ende, pequefos proyectos matematicos pueden ofrecer la oportunidad a
los escolares de resolver problemas de forma activa, de argumentar y de establecer
relaciones entre conceptos matematicos y situaciones de la vida cotidiana y del en-
torno. Las fases de proyectos en la ensefianza pueden desarrollar y complementar
la cultura actual con respecto a las clases y las tareas, de modo que los escolares
tengan variadas oportunidades de realizar actividades vinculadas con las compe-
tencias y puedan estar cognitivamente activos, a la par que se fortalece el enfoque
centrado en los alumnos (ver los criterios de calidad del capitulo 1, pagina 29).
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4.2 ;A qué nos referimos con un ‘enfoque de proyectos’?

Dado que las clases de proyectos en su forma mas pura se enfrentan a los limites
de lo posible en la realidad del salén de clases, hablamos mas bien de clases con un
enfoque de proyectos, que es mas factible y menos intensivo en tiempo. Gudjons
(1997) presenta diez caracteristicas de un proyecto y se refiere —en contraste— a
un enfoque de proyectos cuando solo se cumplen algunas de estas caracteristicas.
En este articulo se propone que para una clase con enfoque de proyectos rijan las
siguientes caracteristicas: autogestion y autorresponsabilidad (los escolares partici-
pan de la planificacion), planificacion orientada hacia una meta, generacion de un
producto, inclusién de muchos sentidos y de un aprendizaje social en el proyecto®.

El enfoque de proyectos implica un mayor énfasis del proceso, a la par que el resul-
tado del proceso adquiere mayor importancia, es decir, el producto. Idealmente un
proyecto se caracteriza por las siguientes cuatro fases —que no son faciles de dis-
tinguir cronolégicamente—, y cuya mezcla puede resultar intencional y provechosa:

Establecer una meta
Planificar
Implementar
Evaluar

PWN=

En esta forma de organizacion del aprendizaje escolar los alumnos adquieren con-
tinuamente una mayor co- y autodeterminacién. En el caso ideal, son ellos quienes
definen las metas de la clase, o al menos de la sesién, y determinan qué métodos
usar, desarrollan los problemas y los resultados y finalmente evaltan lo que logra-
ron. Tales evaluaciones finales ayudan a que los escolares piensen sobre el proceso
y resultado de aprendizaje, lo cual les permite profundizar en los conocimientos
adquiridos y conectarlos con lo que ya sabian. Reflexiones de este tipo aportan a
gue los procedimientos que se han hecho conscientes puedan ser transferidos con
mayor facilidad a otros problemas y son ademéas —y no solo en el caso de fases con
un enfoque de proyectos— distintivos centrales de la calidad de una clase.

A continuacién, a partir de la tarea “Cajita de jugo”, presentaremos cémo se pue-
den implementar muchas caracteristicas del enfoque de proyectos mediante la

4 Ademas de estas caracteristicas, Gudjon formula las siguientes: relacién con una situacién (es decir, la tarea
surge de la vida real), consideracién de los intereses de los participantes, relevancia practica para la sociedad e
interdisciplinariedad. También menciona los limites de los proyectos, por ejemplo que aquello que se aprende
en el proyecto se pueda relacionar con una de las areas y que se puedan sistematizar los conocimientos.
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transformacion intencional del planteamiento de una tarea (ver también el capitulo
1, pagina 152). En cada momento se explicitaran las competencias que los escola-
res pueden adquirir mediante un abordaje orientado hacia los proyectos.

4.3 Un ejemplo de tarea: “Cajita de jugo™®

Cajita de jugo

Agujero para

Consigue una cajita de jugo con una cafita la cafiita

pegada, tal como la que se muestra en la
imagen.

A partir de este contexto se puede plantear una serie de tareas parciales cuyo desa-
rrollo fomente conocimientos y habilidades basicas, asi como también competen-
cias. Las siguientes son posibles tareas parciales:

a) Mide el largo, el ancho y la altura de la cajita. Haz un dibujo en perspectiva a escala.
b) Calcula el volumen de la cajita. Compara con el volumen indicado por el fabricante.
c) Calcula la superficie de la cajita.

d) Si no se tiene cuidado, la cafita se puede deslizar dentro de la caja. (A qué se debe
esto?

e) (Qué cambia, si tomas en cuenta el agujero de la caja? ;Qué longitud deberia tener la
cafita para que no se deslice dentro de la caja, en caso que el agujero estuviese en el
medio de la caja?

f) ;Qué problemas surgirfan si se pegara una cafita mas larga en el empaque? ;De qué
longitud puede ser una cafiita recta como maximo?

5 Al usar esta tarea en clase, se debe decidir si se entregard un esquema del modelo. Si se entrega el
esquema, entonces el sentido de esta tarea de modelaje cambia y se convierte en una tarea mas bien
intramatematica.
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Al trabajar estas tareas parciales una gran variedad de competencias entra en jue-
go. Los escolares recurren a la competencia Usar representaciones, cuando hacen
el dibujo en perspectiva, modelan el volumen vy la superficie y trabajan de forma
simbdlica, técnica y formal. La tarea es especialmente adecuada para las fases de
practica, si se presenta en esta variante.

A partir del andlisis de dos soluciones de la tarea parcial b), se mostrard a con-
tinuacién qué otras competencias y actividades complementarias se pueden fo-
mentar mediante una aplicacion de este planteamiento que parta del enfoque de
proyectos.

Soluciones de escolares

V=hG bV = a6 C
\ = 435-(s-38) V= $:35-13s
\ = 236,80 V= 236,25 cm?

3
[ empogee ey 43,35 0m menss

Goe. (v quese wdnad

* En el empaque hay 13,75 cm® menos que lo que se indica.

Ambas soluciones de escolares a la tarea parcial b) muestran que los escolares
disponen de la competencia para el trabajo simbdlico, técnico y formal, dado que
calculan correctamente el volumen a partir de las medidas. Sin embargo, se re-
flexiona acerca de volumen de forma distinta. Mientras que en la primera solucion
—tal como se pide— el volumen se piensa en relacién con lo que indica el empa-
gue, en la segunda solucién esta comparacion queda fuera. En ambos casos falta la
reflexion con respecto a la exactitud de los resultados. No se piensa (al menos no de
forma evidente), si tiene sentido indicar el volumen (en cm?) con la exactitud de dos
decimales después de la coma, a partir de medidas que estan dados en milimetros
exactos. Ademas, falta la relacion con las caracteristicas de la cajita de jugo, que
se hincha al llenarse de liquido y por ende contiene los 0,25 | indicados con mayor
probabilidad que los 236,35 cm?® calculados. En general se podria decir que la rela-
cién con la realidad no ha sido tomada con suficiente seriedad por los escolares (ver
capitulo 4, pagina 194).

Es mas probable que los escolares reflexionen sobre un resultado obtenido si es que
este tiene un significado, por ejemplo para el subsiguiente desarrollo de la tarea.
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Este es el caso cuando los escolares deben calcular las posibles medidas de la cajita
de jugo a partir del volumen dado. Para esto deben verificar diferentes combina-
ciones de medidas y relacionar los volimenes calculados con el volumen dado. Las
clases con un enfoque de proyectos pueden favorecer tales reflexiones.

4.4 Aplicacion de la tarea “Cajita de jugo” desde un enfoque de
proyectos

a) La tarea “Cajita de jugo” desde un enfoque de proyectos

Disefla un empague gue contenga aproximadamente 250 ml de jugo. Intenta tener en
cuenta aspectos tales como:

- el transporte de los empaques.
- el bajo costo de los materiales.

- una cafita que no se deslice por completo dentro de la caja.

b) El marco de la clase

La implementacion en clase de la tarea “Caijita de jugo” desde un enfoque de pro-
yectos puede darse en el marco de una unidad de aprendizaje sobre volumenes y
superficies de cuerpos o en un marco tematico mas amplio, como por ejemplo con
respecto a los ‘empaques’ (una propuesta de este tipo se encuentra en el capitulo
5, pagina 138). Los métodos de ensefanza se deben elegir de acuerdo con la fase
del proyecto. Las formas cooperativas de trabajo (trabajo en pares o grupos) son las
mas adecuadas; para la presentacion de los productos existen diferentes métodos,
como por ejemplo el método de expertos, el paseo en el museo® o la presentacion
al pleno. El uso de medios diferentes es ventajoso segun el proceso y el resultado
de cada una de las fases del proyecto, en especial el uso de modelos, diapositivas,
carteles, etc.

¢) Fases del proyecto y competencias

A continuacion se explicard qué pasos del proyecto y actividades de los escolares
se realizan en relacién con las cuatro fases del proyecto, asi como qué aspectos se

6  Descripciones mas detalladas de los métodos nombrados se encuentran por ejemplo en Brauneck et al.
(1995).
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ponen en practica y qué competencias se activan y fomentan con especial énfasis.
En la siguiente presentacion se asume que una clase trabaja organizada en varios
grupos.

Primera fase del proyecto: plantearse una meta

Primero se presenta la tarea al plenario, se recogen las primeras propuestas e
ideas y se formulan posibles preguntas. Se acuerda cudl sera la meta o el tema
del proyecto.

Segunda fase del proyecto: planificar

En esta fase se estructura el procedimiento para la produccion de los empaques y
se planifican los bocetos de los diferentes modelos de empaque. Para ello puede
requerirse que los escolares busquen mas informacién. Durante esta fase del
proyecto se hace uso de varias competencias matematicas. Por un lado esta la
competencia Argumentar, ya que los escolares desarrollan argumentaciones y
deben formular las condiciones para lograr el volumen requerido de 250 ml. Para
ello pueden trabajar simbdlica, técnica y formalmente al calcular volimenes. Otra
competencia es la de Resolver problemas, ya que los escolares deben desarmar
el problema planteado en problemas parciales y encontrar ideas de solucién. Du-
rante la fase de planificacion se pueden usar recursos como tablas y bosquejos.

Tercera fase del proyecto: implementar

En esta tercera fase del proyecto se elaboran en cada grupo los modelos de em-
paque. Para esto se generan modelos matematicos de distintos empaques, que
pueden tener formas diferentes. Se puede pensar en prismas con bases distintas
0 en cuerpos que se componen de varios prismas. La reflexion dentro del grupo
sobre los resultados puede apoyarse en el dibujo de desarrollos o perspectivas.
Ambas formas de representacion aportan al andlisis, la evaluacion y la compara-
cion de las distintas formas de empague. Elaborar este tipo de representaciones
corresponde a la competencia Usar representaciones. Ademas, en esta fase del
proyecto se fomenta la competencia Modelar con especial énfasis, dado que
los escolares traducen en estructuras matematicas la situacién “Disefio de un
empaque, que contenga alrededor de 250 ml de jugo” y trabajan luego en el
modelo matematico que eligieron (bloque, cubo, cilindro, entre otros). Deben
verificar sus resultados continuamente a la luz de la situacion dada —esto es
central para el modelado—y pensar si es que deben modificar las medidas de los
empaques o si estan respetando las condiciones formuladas para los empaques
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(por ejemplo el que se puedan apilar), por nombrar dos ejemplos. Durante este
tipo de reflexion dentro del grupo, los escolares obtienen la oportunidad de
argumentar, ya que describen y justifican sus caminos de solucion.

También se fomenta la competencia Comunicar, porque los escolares de un
grupo deben presentarse mutuamente y de forma comprensible sus reflexiones,
caminos de solucién, enfoques. En principio, varias formas de proceder son po-
sibles en esta fase. Puede que se trabajen distintas alternativas de empaque en
un grupo pequeno o que se opte por una sola forma, cuya elaboracion se realiza
mediante la reparticion de tareas dentro del grupo. También es posible que un
grupo disefie un empaque, que se compone de varios Cuerpos geometricos.
Sobre todo en este Ultimo caso la cooperacion entre los miembros del grupo
resulta indispensable y los pasos deben ser estrechamente coordinados. La cons-
truccion de un modelo de empaque es la meta de esta fase del proyecto.

e Cuarta fase del proyecto: evaluar

Esta fase final se inicia normalmente con la presentacién de los resultados de los
grupos. Las reflexiones, que se dieron primero de forma interna en los grupos
durante la fase de implementacion del proyecto, se pueden profundizar en el
plenario. Dado que —como se menciond anteriormente— se ha trabajado en
varios grupos en paralelo, en el plenario se pueden contrastar los enfoques de
solucion de los grupos, evaluar y reflexionar al respecto. Para ello los escolares
utilizaran nuevamente las competencias Comunicar, Argumentar y Utilizar re-
presentaciones. Es posible que en esta fase la clase se decida por uno de los
modelos presentados y que, eventualmente, se sugieran algunas mejoras. Como
cierre se puede hacer una evaluacion del proyecto completo. Para esto se pue-
den formular preguntas a un nivel ‘meta’, como por ejemplo “¢Cémo hemos
procedido a lo largo del proyecto?”, “;Qué contenidos matematicos hemos
puesto en practica?”, etc. De este modo se aporta a la construccion a largo
plazo de competencias (ver capitulo 5).

4.5 ;Qué cambia mediante un enfoque de proyectos?

Una modificacion de la tarea “Cajita de jugo” desde un enfoque de proyectos apor-
ta a perseguir metas distintas a las de la tarea original (ver acapite 4.3).

Asi se puede aportar, por un lado, a una activacién de los escolares, ya que la tarea
“Cajita de jugo” ofrece un mayor énfasis en la resolucién de problema cuando se
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plantea como proyecto. Los escolares pueden experimentar con mayor libertad, ya
que el resultado no es accesible a priori, sino que debe desarrollarse y obtenerse. A
diferencia de una tarea de practica, ellos no trabajan sobre la pregunta dada, sino
gue desarrollan una propia y luego la resuelven. Las preguntas que los escolares
deben plantearse a si mismos en el trabajo con el proyecto estan dadas cuando se
trata una variante cerrada de la tarea. Asi como los escolares asumen un papel mas
activo, el rol del docente también cambia. El asume con mayor fuerza la posicién
de un consejero, que apoya o da retroalimentacion bajo demanda y que por ende
tiene mas tiempo para un soporte individual a los escolares.

Ademas, se ofrecen oportunidades para conectar, pero también posibilidades para
fomentar el pensar en relaciones funcionales. Los escolares pueden hacer pregun-
tas como “;Cémo seria si...?" y pensar bajo qué condiciones son factibles sus
ideas. Asi se puede hacer un aporte al aprendizaje por descubrimiento, a la flexibi-
lidad cognitiva, a la creatividad, conexién y capacidad de argumentacion. También
mejoran la concentracion y la motivacion, lo cual se relaciona con la esperanza de
gue el contenido de aprendizaje se impregne mejor, y de que se den posibilidades
mas adecuadas para la construccion sostenible de estructuras cognitivas.

El enfoque de proyectos también puede aportar a la diferenciacion, dado que los
escolares se plantean preguntas a si mismos y eligen rutinas de solucion de forma
auténoma. Esto implica a la vez una mayor demanda que la consigna “Calcula el
volumen de la cajita de jugo”. Este enfoque mas abierto puede garantizar las con-
diciones para la generacion de una variedad de soluciones (ver capitulo 2, pagina
162). Es factible pensar que los escolares disefien distintos empaques que conten-
gan todos igual volumen, pero que tengan formas diferentes. Una restriccién a un
empaque en forma de prisma rectangular no es necesaria, sin embargo se debe
verificar la practicidad de las diferentes formas de los empaques. La oportunidad y
la necesidad de tales reflexiones comparativas se dan casi de forma automatica, una
vez gque los grupos llegan a diferentes resultados. La comunicaciéon y la cooperacion
entre los escolares se fomentan, de modo que los escolares con menor desempefio
reciben apoyo de sus companeros en las fases de trabajo grupal, en el sentido de
hacer un aporte a la diferenciacién. A la vez, los escolares de mayor desempefo
obtienen la oportunidad de trabajar en preguntas de mayor profundidad y comple-
jidad, por ejemplo al desarrollar formas de empaque mas complejas.

No debe dejar de mencionarse que se deben reunir las ideas, en parte divergentes,
gue surjan de los escolares al trabajar con la tarea modificada. Esto requiere tiempo,
también porque el ritmo de trabajo de los grupos varia.

151



152

ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

En grupos de aprendizaje de escolares de menor desempefio suele haber (;con
razdn?) cierta cautela ante el uso de tareas con mucho texto. La carga de texto de
la tarea “Cajita de jugo” surge a partir del alto numero de tareas parciales. La re-
formulacién de la tarea desde un enfoque de proyectos implica una clara reduccion
del texto, dado que la misma meta del proyecto (es decir el producto) se convierte
en la tarea. Al trabajarla los escolares hacen uso de la competencia Comunicar de
tal forma que documentan sus pensamientos, caminos de solucién y resultados, los
representan de forma clara para sus companeros y los presentan con un medio de
su eleccion (PowerPoint, afiche, etc.).

La modificacion de la tarea original mediante la eliminacion y la agrupaciéon de
tareas parciales implica un mayor énfasis en metas de proceso. Los escolares usan
la competencia Resolver problemas con mayor intensidad al trabajar un proyecto,
dado que deben descomponer en varios problemas parciales el requerimiento de
desarrollar un modelo de empaque adecuado.

El enfoque de proyectos implica, ademas del proceso descrito, un enfoque de pro-
ducto. Al trabajo convencional con la tarea se le suman el significado y la forma
de los resultados como componentes esenciales. En el caso de una clasica tarea
disfrazada el resultado suele tener solo un significado, correcto (adecuado) o inco-
rrecto. En el caso de una tarea desde el enfoque de proyectos la solucion tiene un
significado real. Asi, en la evaluacién del desempefio escolar se pueden tener en
cuenta otros aspectos distintos, en comparacion con la evaluacion de otra tarea.
La originalidad de una idea, su ejecucién y la presentacién de un producto pueden
jugar un papel.

Todas estas explicaciones no deben conducir a pensar que una tarea solo es ‘bue-
na’, cuando se plantea desde un enfoque de proyectos o cuando es abierta. Tal
como lo propone Helmke (ver Helmke 2004), la pregunta sobre si una modificacion
de la realizacion en clase de la tarea “Cajita de jugo” es buena o no solo se puede
responder en relacién con las preguntas “para qué” (¢ Qué metas de aprendizaje?
¢ Qué métodos de aprendizaje?), “para quién” (fomento de todos los escolares, en
la medida de lo posible - ; qué métodos?), “medido a partir de qué condiciones de
inicio” (composiciéon de la clase), “desde qué perspectiva” (calificacion de la calidad
de una clase en relacion con la perspectiva del evaluador). La respuesta a estas pre-
guntas es responsabilidad del docente que ensefa.

Ambas variantes de la tarea tienen su lugar en la clase, pero cada uno de estos tipos
de tarea persigue sus propias metas y muestra sus propias fortalezas. Para elegir
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de forma intencional un tipo de tarea adecuada es necesario considerar el espectro
completo de tipos de tarea.
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5. CONSTRUCCION DE COMPETENCIAS A LARGO PLAZO

Regina Bruder

Objeto de este capitulo son los conceptos y sugerencias para la construccion a largo
plazo de competencias durante el afio escolar y mas alla. Se explicard, mediante
ejemplos, cdmo se logra un crecimiento en el aprendizaje a partir del trabajo con
tareas y como el escolar puede tomar conciencia de esto. Ademas, se abordara la
diferenciacion y se nombraran las condiciones de aprendizaje provechosas para la
construccion individual de competencias.

5.1 Establecimiento de metas

El propdsito de este capitulo es dar sugerencias metodolégicas para la construccién
a largo plazo de las competencias mencionadas en los estdndares de aprendizaje.
Para esto se tomara en cuenta el desarrollo de la personalidad individual de los
estudiantes de una clase, teniendo como contexto las expectativas de los estanda-
res de aprendizaje y el desarrollo del potencial de cada grupo de aprendizaje. De
acuerdo con los estandares de aprendizaje, la construccion de competencias a largo
plazo se refiere a lo siguiente:

A partir del perfil de competencias actual e individual del escolar en los diferentes
campos matematicos dentro de un grupo de aprendizaje de un grado en particular,
se deben plantear tareas adecuadas para el nivel de desarrollo. A su vez, dichas ta-
reas deben ser también promotoras del desarrollo en unas sesiones de aprendizaje
planificadas, que vayan mas alla de la unidad de aprendizaje actual. Dichas tareas
deben permitir a todos los estudiantes desarrollar sus competencias a lo largo del
ano escolar y mas alla.

Esto implica una exigencia alta con respecto a la competencia diagnéstica del cuer-
po docente (ver capitulo 2, pagina 96). Y se espera que se pongan a disposicion —
de forma planificada en el largo plazo— entornos de aprendizaje que contemplen
niveles de exigencia y fomento individuales en grupos de aprendizaje heterogéneos
(Bruder 2000); es decir, que permitan una diferenciacion, estimulen los procesos de
aprendizaje correspondientes y los acompanen de forma adecuada.

En los capitulos anteriores se explicd, mediante numerosos ejemplos, cobmo son
las tareas, en clases de matematicas, mediante las cuales se pueden diagnosticar
las competencias en contextos intra y extramatematicos, y también cémo estas se
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pueden disefar. A continuaciéon se dara una mirada a la construccién a modo de
espiral de competencias a largo plazo y en red:

e Dentro de un afno escolar a lo largo de diferentes temas o ideas directrices’, es
decir, en una conexion horizontal.

e Dentro de una misma idea directriz, pero con conexiones verticales con un enri-
guecimiento a lo largo de diferentes grados.

Como cierre se abordara como es el entorno propicio en clase para la construccion
a largo plazo de competencias en los estudiantes.

Hasta el momento, hay pocas investigaciones orientadas a la practica que den luces
sobre las posibilidades de construir las competencias de forma gradual, conectaday
sostenible en clase. Nosotros nos concentraremos en los conocimientos que se ge-
neraron a partir de los resultados sobre el fomento a largo plazo de la resolucion de
problemas en relaciéon con el aprendizaje autorregulado (Komorek, Bruder, Schmitz
2004) y que, en principio, se pueden transferir a toda la gama de competencias
matematicas a fomentar.

5.2 Construccion de competencias a lo largo del ano lectivo

Para que el escolar sea consciente de la construccion individual de competencias,
es decisivo que se aprenda lo maximo posible a partir del trabajo con una tarea o
secuencia de tareas. Esto significa que los estudiantes deben tener la oportunidad
de aprovechar de forma éptima la situacién de aprendizaje, teniendo en cuenta sus
posibilidades. Esto se puede entender de varias maneras. Por un lado, los estudian-
tes adquieren de forma progresiva nuevos conocimientos sobre conceptos, relacio-
nes y procedimientos matematicos que los ayudaran a lidiar de forma adecuada
con fenédmenos intra y extramatematicos y a interpretar y presentar los resultados.
Por otro, se trata del aprendizaje sostenible de estrategias apropiadas que sirvan
de apoyo a las competencias referidas al proceso. A continuacion se presentaran
ambos aspectos en mayor detalle. Para esto se requieren entornos de aprendizaje
gue fomenten progresos individuales y diferenciados de aprendizaje y su reflexion,
gue se pueden establecer mediante formatos de tareas apropiados. Sin embargo, el
progreso de aprendizaje individual no se deberia limitar a las competencias exigidas
por los estandares de aprendizaje.

7 Nota de la editora: Las ideas directrices adoptadas por los estandares de aprendizaje de matematicas
alemanes son: Numero, Medir, Espacio y forma, Relacion funcional, Datos y azar (KMK 2003).
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5.2.1 Destacar de manera explicita la ganancia de aprendizaje en el trabajo
con una tarea

Después de que se intentd resolver una tarea —por ejemplo, primero de forma
individual, luego en el intercambio con un compafiero, y finalmente, en la compa-
racion con el grupo o la clase— y existen resultados, asi como (distintos) caminos
de solucién, se debe destacar de forma explicita en qué consiste la ganancia de
aprendizaje de dicha tarea. Con esto debe quedar claro que el potencial de apren-
dizaje de una tarea no surte efecto en clase de forma automatica, sino que requiere
siempre una explicitacion metddica. No se lograra el crecimiento potencial en co-
nocimientos o cierta sostenibilidad de la experiencia de resolver la tarea si solo se
solucionan grupos de tareas o se entrena en la resolucion de tareas de evaluacion.
Sobre todo en el caso de tareas complejas, no basta con comparar los resultados
del trabajo individual o grupal. Se trata mas bien de reconocer y destacar explicita-
mente el patron de matematizacion® en los conceptos, relaciones y procedimientos
matematicos en el contexto de aplicacion correspondiente.

La reflexion sobre el uso de elementos de conocimiento matematico, por ejemplo
mediante la generalizacién de la pregunta (ver el ejemplo “Bombones”, tarea par-
cial a), ofrece la posibilidad de transferir auténomamente dichos elementos del
conocimiento a situaciones analogas de aplicacion.

Con respecto al segundo aspecto, para una construccion de competencias a largo
plazo es indispensable destacar de forma explicita algunas estrategias heuristicas,
como la descomposicion de un fendmeno complejo en partes conocidas con las
gue se puede lidiar, por ejemplo, al calcular el &rea de un poligono o el volumen de
un cuerpo geométrico compuesto (ver tarea “Empaque”, capitulo 1, pagina 27),
y hacer consciente su alcance y transferibilidad a otros contextos de aplicacion.
Es este conocimiento sobre estrategias apropiadas —que, si bien no garantiza el
encontrar una solucién, si muestra en qué direcciones se puede pensar y sirve de
orientacion cuando la demanda es alta— el que ayuda a flexibilizar los caminos
de solucién, fomenta la comprensién de relaciones matematicas y da soporte a las
capacidades de aplicacion.

Las reflexiones quiadas sobre la forma de proceder en clase después de haber tra-
bajado una tarea son una condicion necesaria para que la mayor cantidad posible

8 Un elemento cognoscitivo —como un concepto, teorema o procedimiento matematico— se convierte
en un patron de matematizacién cuando el estudiante puede comprobar la relacién entre la aplicacion
concreta y el concepto general.
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de estudiantes alcance de forma progresiva un mayor nivel de exigencia en su perfil
de competencias. En el ejemplo que presentamos a continuacion se muestra cémo
se ve esto concretamente.

Bombones

a) Estima el volumen de esta caja y describe tu procedi-
miento.

b) Cuando el volumen del contenido corresponde al 70%
(0o menos) del volumen del empaque, se dice que se
trata de un ‘empaque engafnoso’. ¢ Es este un empaque
engafnoso? Fundamenta tu opinién mediante célculos.

Tarea parcial a). En tareas como esta, en las que se trata de manejar con flexi-
bilidad conocimientos sobre figuras e ideas de magnitudes, se requieren primero
supuestos apropiados y comparaciones de magnitudes. Si uno tiene una idea de
lo que mide un bombdén aproximadamente, entonces puede imaginar la caja llena
de bombones y asi estimar grosso modo su contenido. O uno se puede acercar a
la caja mediante un prisma. Entonces, existen diferentes posibilidades sensatas de
llegar a una estimacion del volumen (idea directriz: Medir; competencias: Modelar
y Comunicar, &mbito de exigencia: II).

Tarea parcial b). Para esta parte de la tarea se necesitan medidas concretas, que
pueden obtenerse a partir de objetos reales en clase o indicarse en una hoja. Si las
medidas de los bombones estan dadas —como en el segundo dibujo de la pagina
139—, entonces un patrén de matematizaciéon es mas evidente (prisma o cilindro
para los bombones y la descomposicion del area de la caja). En el otro caso, tiene
gue pensarse primero como se podria matematizar, para poder identificar qué me-
didas se necesitan. Por consiguiente, el potencial de aprendizaje de ambas variacio-
nes de la tarea es muy distinto.
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a=2m
b=2cm

. >
d=2,0cm d=2,5cm

d=3,0cm

Clasificacion, cuando las medidas de los bombones estan dadas; idea directriz: Me-
dir, competencias: sobre todo, Modelar, Usar representaciones y Manejar elemen-
tos simbdlicos, formales y técnicos de las matematicas; ambito de exigencia: Il.

Clasificacion, cuando las medidas de los bombones no estan dadas; idea directriz:
Medir, competencias: Resolver problemas, Modelar, Usar representaciones y Manejar
elementos simbdlicos, formales y técnicos de las matematicas; ambito de exigencia: Ill.

Independientemente de qué forma de organizacion se elija para presentar o com-
parar los caminos de solucién y los resultados, al final de un trabajo con una tarea
tan compleja debe formularse la siguiente pregunta: ;qué nos ha ayudado a resol-
ver el problema?

Se esperan dos direcciones en las respuestas a esta pregunta: por un lado, respecto
de las herramientas matematicas o elementos de conocimiento que se han utiliza-
do (conceptos, relaciones, procedimientos), y por otro, con relacion a las ayudas
heuristicas usadas (figura informativa, tabla, ecuacion) y estrategias o principios
como trabajar hacia adelante o hacia atras, principio de la analogia, principio de la
descomposicién, etcétera (Bruder 2000b).

En la reflexion sobre la tarea “Bombones”, tarea parcial a), se debe destacar que
se puede trasladar a situaciones similares. Cuando se debe estimar el volumen de
un cuerpo cuyas medidas exactas no estan disponibles, entonces ayuda el siguiente
procedimiento: buscar medidas comparativas conocidas (idea de medir) y aproxi-
macién mediante cuerpos geométricos, que son faciles de calcular (basarse en lo
conocido).

El principio de basarse en lo conocido también resulta Util al trabajar la tarea par-
cial b): para un calculo exacto del volumen se puede concebir la caja como un
prisma con un octagono como area base y asumir que se trata de un octagono
regular, o se puede proceder de forma aln mas precisa a partir del principio de la
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descomposicién y dividir el area base, por ejemplo, en un rectangulo y dos trapecios
de igual medida.

La ganancia de aprendizaje individual a partir del trabajo con una tarea asi puede
ser diferente. Sin embargo, para que la mayoria de los estudiantes viva de forma
consciente el potencial que tiene esta tarea, se pueden discutir las siguientes pre-
guntas al final del trabajo: ;Qué estrategias resultaron Utiles? ;Qué herramientas
matematicas nos ayudaron a resolver la tarea? Tales fases cortas de reflexion re-
quieren una orientacion clara y el apoyo del docente y no pueden dejarse en manos
del escolar sin que haya habido una experiencia a largo plazo, de modo que el
estudiante esté habituado a ellas. Aun asi, la meta es que aprendan a responder y
a plantearse estas preguntas por si mismos.

La siguiente pregunta también abre la posibilidad de que el potencial de aprendi-
zaje de las tareas planteadas sea vivenciado de forma consciente por cada escolar
particular.

Esta pregunta se puede hacer incluso al final de una primera fase de practica: ;qué
tienen en comun todas las tareas de ejemplo que acabamos de trabajar?

Ejemplos de las respuestas que dan los estudiantes:

e Entodas las tareas se podia calcular usando el teorema de Tales, porque siempre
se pedian segmentos en paralelas intersectadas.

e Se trataba siempre de pirdmides o partes de ellas.

e Siempre se trataba de calcular alguna distancia, pero habia distintas formas de
hacerlo.

¢En qué se diferencian las tareas entre si?
Ejemplos de las respuestas que dan los estudiantes:

e Enalgunas tareas se tenia que trabajar hacia atras, porque te pedian aquello que
normalmente siempre te dan.

e Los calculos se hacian cada vez mas dificiles. A pesar de que el texto cambiaba
cada vez, el camino de solucién era siempre el mismo.
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También se puede requerir que los estudiantes hagan este tipo de comparaciones
como parte de la tarea para la casa o en el contexto de un diario de aprendizaje.
Requieren poco tiempo para trabajarse y la comparacion de los resultados, pero fo-
mentan que se dé una mirada a lo esencial que se debe aprender en clase y apoyan
las conexiones.

Asimismo, se ha demostrado como valioso que los estudiantes se acostumbren pro-
gresivamente a dar un paso atras mentalmente frente a un problemay a responder
las siguientes preguntas:

e ;De qué trata esta tarea?
* ;Qué cosas ya sé en relacion con este problema?
¢ ;Qué métodos y técnicas tengo a disposicion?

Asi se cierra el circulo de reflexion sobre el procedimiento al final del trabajo con
una tarea (Bruder 2002). Si al terminar el trabajo complejo con una tarea se con-
sigue filtrar qué herramientas y estrategias matematicas fueron Utiles, entonces se
pueden retomar estas experiencias explicitas en el trabajo con una nueva tarea. De
esta forma se construye a largo plazo —y a partir de la experiencia de resolucion
de problemas— un almacenador de conocimiento y un perfil de competencias que
puede usarse de forma flexible. Con ello surge un efecto psicoldgico secundario: el
gue aprende ya no se siente tan desvalido frente a un nuevo problema, incluso si las
estrategias heuristicas no son garantia de llegar a una solucién. Sin embargo, estas
indican caminos que se pueden probar.

5.2.2 Apoyar los avances de aprendizaje individuales

En clase, y en las tareas en casa, se suele presentar el problema de que, en tareas
cerradas que requieren varios pasos parciales, la valla para empezar es muy alta
para estudiantes con un débil desempefio. Por otro lado, en algunos casos los es-
tudiantes con un alto desempefio se sienten subexigidos por la misma tarea. Para
que todos los estudiantes puedan lograr los avances de aprendizaje alcanzables
para ellos en el momento actual y en los distintos dmbitos de competencias, es
necesario disefiar entornos de aprendizaje flexibles, con posibilidades de eleccién y
construccion adecuadas para los estudiantes.

Para esto resultan interesantes las tareas complejas, con tareas parciales graduadas
segun la dificultad. Las tareas abiertas —especialmente aquellas de varios pasos—
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en las que ‘florecen’ nuevas tareas con final abierto a partir de una tarea cerrada
elemental, son apropiadas para procesos de practica debido a su autodiferencia-
cion y también sirven para tests (estandarizados), con cierta limitacién debido a la
apertura de los resultados. La autodiferenciacion se refiere a lo siguiente: la valla
de inicio es tan baja que la mayoria de los estudiantes deberia poder resolver la
primera tarea de manera auténoma. Con eso se logra una condicién importante
desde el aspecto motivacional para continuar abordando mas tareas parciales. Los
estudiantes avanzaran distinto en un tiempo de trabajo dado y por lo general no
podran resolver con éxito todas las tareas parciales. Pero esa tampoco es la meta.
Sin embargo, con el formato descrito —que es adecuado sobre todo para la fase
de préactica (ver también capitulo 3, pagina 113)— habremos dado a todos los es-
tudiantes la oportunidad de desarrollar su limite actual de desempefio.

Sin embargo, para un desarrollo de competencias a largo plazo se debe tener en
cuenta que, en las primeras tareas parciales —especialmente en las mas sencillas
de una 'tarea flor'—, se alternen las competencias requeridas, porque de lo contra-
rio se fomenta un desarrollo unidireccional de la competencia Manejar elementos
simbdlicos, formales y técnicos de las matematicas. La siguiente tarea tiene esta
naturaleza diferenciadora, ya que presenta tareas parciales graduadas en dificultad.
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Poligonos de grilla

A veces, en clases de geometria, se utiliza papel con puntos dibujados a una distancia uni-
forme, lo que facilita el dibujo. Los puntos de la grilla estan a una distancia de una unidad
de longitud (1 UL), tanto horizontal como verticalmente. Para el drea se asume una unidad
(1 UA) de un cuadrado de longitud = 1.

Sobre esta grilla se pueden dibujar poligonos. Todas las esquinas de dichos poligonos se en-
cuentran sobre puntos de la grilla. Los lados no deben cortarse. Los puntos de los poligonos
se deben llamar puntos borde, y los puntos de la grilla que quedan dentro de la figura se
deben llamar puntos internos.

Ejemplo de un poligono de grilla Esto no es un poligono de grilla

+ + + + 0+ + o+ o+ 4 + + o+
1UA
+ + o+ o+ o+ o+ +\ + + o+
1UA
+ + o+ o+ 4+ +
+ o+ o+

a) Determina la cantidad i de puntos internos y la cantidad r de puntos borde en el ejem-
plo del pentdgono.

b) Examina si los poligonos que tienen el mismo perimetro también tienen igual area.

¢) Dibuja cinco poligonos lo mas diferentes que sea posible y que tengan solo un punto
interno. Determina el &rea de cada figura. ¢ Cual es la relacién entre el &rea Ay el nu-
mero r de puntos de borde en estos poligonos?

d) Determina el drea A, la cantidad r de puntos borde y la cantidad / de puntos internos
en cada una de las cinco figuras ilustradas a continuacion. Halla una formula, mediante
la cual se puede calcular el area A a partir de r e i. Confirma tu suposicion en cinco
poligonos de grilla.

+ + 0+ 4+ o+ 4+ 4+ 4+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+ o+
Figura 1

+ G + + + + + 4+ o+ o+ o+ o+ +

+ +\+ + + 4+ + + + o+ o+ o+ +

+ o+ o+
Figura 4

Figura 3
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La tarea parcial a) permite una entrada sencilla, que ofrece la oportunidad de fa-
miliarizarse con un fendmeno poco usual. En la tarea parcial b) ya se trata de una
exploracion libre en el mundo de los poligonos enrejados, sin que se proponga una
estrategia para proceder.

Segun la situacion de la clase y cuan habituado esté el grupo a tareas abiertas,
podria considerarse la posibilidad de que en la tarea parcial b) los estudiantes bus-
quen regularidades en el perimetro y el area de los poligonos enrejados, y de que
formulen preguntas adecuadas por si mismos que puedan examinarse en los poli-
gonos. Tal como se ha formulado la tarea, esta pertenece a la idea directriz Mediry
permite el desarrollo de las competencias Resolver problemas y Manejar elementos
simbdlicos, formales y técnicos de las matematicas en el ambito de exigencia ll.

Esta tarea tiene, ademas, el potencial de fomentar la competencia Argumentar,
por ejemplo cuando se tematizan las diferentes aproximaciones en la tarea parcial
b); entre otros, la busqueda consciente de un ejemplo contrario como una posible
estrategia.

La posibilidad de fomentar competencias —que es un potencial de la tarea— recién
hara un aporte al desarrollo del perfil de competencias individual del escolar si el
crecimiento en aprendizaje se tematiza y reflexiona con ayuda del docente. La ta-
rea, con sus gradientes, ofrece muchas posibilidades de conectar y complejizar para
los estudiantes en todos los grupos de desempefio.

Las preguntas creativas, con resultados abiertos y elementos comunicativos —es
decir, preguntas que no suelen aparecer en un test— son un elemento fundamen-
tal con el cual los estudiantes pueden aprender a moverse de forma flexible en un
tema, de modo que luego, en una situacién de evaluacién mas cerrada, puedan
actuar sin bloquearse. De este modo, se hace un aporte fundamental a la construc-
cién individual y a largo plazo de competencias.

5.3 Construccion de competencias durante varios grados

Las tareas “Bombones” y “Poligonos de enrejado” iluminan diferentes aspectos dentro
de la idea directriz Medir; sin embargo, se asientan de forma horizontal con respecto
al perfil de competencias, dado que no se aprenden ni practican nuevos elementos de
conocimiento matematico, sino mas bien se hace referencia a estrategias generales.

La siguiente tarea —que también pertenece a la idea directriz Medir— muestra
cdmo se puede retomar el mismo contexto en diferentes grados, para permitir y
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hacer consciente un crecimiento vertical del conocimiento y de las competencias
Resolver problemas y Modelar.

Mediante el aprendizaje de nuevos conceptos, relaciones y procedimientos ma-
tematicos se amplia el repertorio de los estudiantes con respecto a patrones de
matematizacién a lo largo de varios grados.

5.3.1 Desarrollo de competencias en combinacion con crecimiento de
conocimiento

La siguiente tarea, “Alturas” (para estimar la altura del farol), es un ejemplo de cémo se
definen distancias entre puntos parcialmente inaccesibles. Contextos similares son, por
ejemplo, determinar el ancho de un rio en un lugar dado, calcular la altura de un arbol o
edificio, entre otros. Para este tipo de preguntas son adecuados los siguientes patrones
de matematizacién, que se aprenden progresivamente a lo largo de varios afos de la
escolaridad: diferentes caracteristicas de los tridngulos —como por ejemplo el que sean
isbsceles— pueden ayudar a determinar el ancho de un rio. Solo se tiene que caminar
por la orilla hasta que al otro lado se pueda observar un punto previamente determina-
do con un angulo de 45°. En tales condiciones, el ancho del rio y el camino recorrido
en la orilla son catetos de un tridangulo rectangulo isésceles. Este camino de solucion ya
se puede implementar en 5° 0 6° grado, si se conocen los angulos y coémo medirlos.

Otros patrones de matematizacién con respecto a las distancias, mas tipicos de los
grados superiores, son opciones de calculo en tridngulos rectangulos (teoremas
de Pitdgoras, funciones trigonométricas), y finalmente, también en tridngulos en
general (teoremas de Tales, teorema de seno).

De esta manera, se enriquece a lo largo de los afios de escuela el repertorio de
herramientas matematicas para modelar y resolver problemas sobre distancias.
Pero aqui también es importante hacer que este crecimiento en el aprendizaje sea
transparente. Esto se logra al hacer que el problema de aplicacion —en este caso,
determinar la distancia entre puntos parcialmente inaccesibles— sea centro de las
reflexiones de conexion. Estas conexiones que fortalecen las competencias se dan
cuando se combinan diferentes herramientas o elementos de conocimiento mate-
maticos, que son adecuados para trabajar un problema aplicado general. También
se pueden considerar las consecuencias del uso de distintas ayudas.

Las tareas mediante las cuales los estudiantes se apropian de forma auténoma de un
procedimiento de solucion son especialmente valiosas para que ellos vivan de forma
consciente un crecimiento en su aprendizaje de los patrones de matematizacion.
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Con ello queda claro de qué tipo de crecimiento en aprendizaje se trata y cudl es la
conexion con el conocimiento que se tenfa hasta el momento sobre el problema de
aplicacion.

a) Primero, estima la altura del farol. Luego, desarrolla un método de calculo para deter-
minar su altura. Basta con un resultado que sea exacto en decimetros.

b) Otro procedimiento matematico para determinar la altura es el ‘'método del lefador’ que
se describe aqui (citado de www.wdrmaus.de/sachgeschichten/baumhoehe_messen).

En el ‘método del lefiador’, uno se coloca a una distancia del
arbol de modo que, si se estira el brazo y se cierra un ojo, la
punta del pulgar coincida con la punta del &rbol y el mefique
coincida con su raiz. Se marca ese lugar.

Luego, se voltea la mano hacia la izquierda de modo que la pun-
ta del pulgar sefale la pradera. Uno debe memorizar este segun-
do lugar que sefiala la punta del pulgar, acercarse y marcarlo.

Christoph marca con un palo el lugar que memorizé y luego
regresa al punto de partida. Ahi vuelve a medir: jSi! jEl palo
marca exactamente la posicién de la punta de mi pulgar sobre
la pradera!

Christoph camina con pasos largos desde el palo hasta el
tronco del arbol. Al hacerlo, él cuenta sus pasos. Cada paso
mide alrededor de 1 metro.

Christoph ha contado 20 pasos; es decir, 20 metros. Segun
esta medicion, el arbol mide alrededor de 20 metros de altura.

Explica como se puede fundamentar matematicamente este método y usa el ‘'método del
lefiador’ con tus companeros con objetos en el patio del colegio.
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De manera similar a la tarea “Bombones” del acapite 5.2.1, la entrada a esta tarea
también es una estimacion. Las estrategias —de las que los estudiantes han sido
conscientes al trabajar, por ejemplo, con la caja de bombones— ya se deberian
haber interiorizado y probado en tareas analogas en cada grado, de modo que
puedan ser utilizadas de forma consciente o no en la tarea actual.

La tarea parcial a) de “Alturas” demanda la competencia Modelar en un &mbito
de exigencia Il.

Incluso los estudiantes de 5.° grado pueden estimar la altura del farol. Ellos recono-
cen gque la varilla de medicién que la persona sostiene en la mano mide aproxima-
damente 2 metros de largo y que cabe alrededor de tres veces en el farol. De esto
resulta una altura estimada de 6 metros.

Para desarrollar un método de calculo y determinar la altura, los estudiantes deben
disponer de conocimientos sobre el teorema de Tales (noveno grado). La tarea
parcial b) demanda la capacidad de comprobar si el procedimiento presentado es
veraz y matematicamente correcto, asi como describirlo. En este caso, el foco radi-
ca en la competencia Argumentar en un dmbito de exigencia lll, pero también se
requiere la competencia Comunicar en el ambito de exigencia ll, dado que se debe
comprender, trabajar y presentar un procedimiento que consta de varios pasos.

Las soluciones que dan los estudiantes a esta tarea muestran que las explicaciones
del ‘'método del lefador’ suelen estar en un lenguaje coloquial y sin matematiza-
cion. Esto no debe sorprender si los estudiantes no han tenido la oportunidad de
aprender y practicar, a partir de ejemplos adecuados, cdmo se argumenta matema-
ticamente y qué expectativas se tiene con respecto al uso del lenguaje y a formu-
laciones légicas.

Justamente a eso se refiere una construccion de competencias en el largo plazo:
antes de que se empiecen a evaluar las competencias, debe haber oportunidades
de aprendizaje libres de valoracién, de modo que los estudiantes puedan construir
las competencias en situaciones reales, hacerse conscientes de ellas y reflexionar al
respecto.

La tarea "Alturas” es poco apropiada como introduccion a la argumentacion ma-
tematica. Esto debe suceder mucho antes y en situaciones menos complejas. La
tarea "Poligonos en enrejado”, por el contrario, presenta muchas oportunidades
adecuadas.
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Una reflexién de cierre de esta tarea ofrece gran potencial para continuar desarro-
llando las competencias Modelar y Argumentar, asi como para tomar conciencia y
sistematizar conceptos y relaciones matematicas como patrones de matematiza-
cion. Las siguientes preguntas pueden servir de apoyo hasta que se llegue a una
transferencia a la préactica:

e Piensa en dos situaciones reales distintas en las cuales seria necesario o intere-
sante determinar la distancia entre dos puntos, de los cuales al menos uno no es
accesible.

e Intenta encontrar la mayor cantidad posible de procedimientos matematicos
que podrian ayudarte en un problema de este tipo. Haz una correspondencia
entre las situaciones y los procedimientos apropiados.

e Fundamenta por qué los antiguos barcos a vela tenian una atalaya en el mastil
principal. ¢ Cuan lejos se puede ver desde una atalaya a 20 metros de altura en
comparacion con una baranda de 3 metros?

De esta forma queda claro cudl es el marco de orientacidon para una construccion
de las competencias a largo plazo: primero se requieren ofertas de aprendizaje, con
las que se sienta una especie de fundamento basado en conocimientos necesario
para el consiguiente desarrollo de competencias. Los estudiantes obtienen la opor-
tunidad de realizar, en un campo tematico de las matematicas, las actividades que
se indican en los ambitos de exigencia de cada competencia. No todas las compe-
tencias se exigiran y fomentaran en todas las clases. Luego se amplia el contexto:
las competencias que se encuentran en desarrollo se exigen y fomentan en el marco
de otra idea directriz. Finalmente, se da un aumento de la dificultad que genera
una diferenciacién dentro de la misma idea directriz, mediante un enriquecimiento
con nuevos conocimientos matematicos y la consideracion progresiva de los tres
ambitos de exigencia.

5.3.2 Desarrollo de competencias a partir de las sistematizaciones

Las sistematizaciones —en relacion con las ideas directrices— son un elemento
didactico importante para fomentar la transparencia en cuanto a las metas y el
desarrollo de las competencias. Disefiar ‘'mapas mentales’ también sirve de apoyo
esencial para las sistematizaciones.

Al final del 10.° grado se puede hacer, por ejemplo, una sistematizacién con la
meta de que se asuma consciencia sobre el recurso heuristico de visualizacion
‘triangulo’ en diferentes contextos, de modo que se pueda aumentar el potencial
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de transferencia de este recurso para el Modelar y el Resolver problemas. Como
gancho para una sistematizacion de este tipo sirven las examinaciones que permi-
ten una sintesis en un nivel meta con respecto a calculos de distancia con recursos
trigonométricos en décimo grado.

Sistematizacion de tridangulos

a) ¢Cdébmo se pueden clasificar los tridngulos segun sus diferentes caracteristicas y qué
preguntas matematicas podrian resultar interesantes en dicho contexto?

b) ¢Qué tipos de triangulos se puede encontrar el mundo real?

Ejemplos de respuestas de estudiantes con respecto a la tarea parcial b):

Solucion de un escolar

€ d el ek onenaondd tsidmgules -
- AR calandan distancics o alfurss .
- (e Taidngules do apsyl on cuarpass (petgyempls plimds)
- M doscomponan iguscs omplcadas (gssns),
- Como tuidmgules de Qoo elonsisio de fundonen
Dimpoders (toses da combes dizadesn).
En el mundo real encontramos triangulos:
e al calcular distancias o alturas
e como tridngulos de apoyo en cuerpos (por ejemplo pirdmides)
e al descomponer figuras complicadas (areas)

e como tridngulos de la elevacion de funciones lineales (tasas de cambio locales)

Agqui es claro, nuevamente, cémo se ve la conexiéon entre componentes de conoci-
miento matematico desde una perspectiva de aplicacion. Los triangulos rectangulos
son un elemento central de la matematizacion en el sentido de recurso heuristico y
los patrones de matematizacion son, por ejemplo, los teoremas de Pitagoras, el teo-
rema de Tales, las construcciones a escala o las funciones trigonométricas, si se tie-
nen que determinar longitudes. En el proceso de aprendizaje, cada procedimiento
matematico trabajado por primera vez en clase deberia ser dotado de una especie
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de ‘marca de reconocimiento’, para apoyar su capacidad de uso flexible. Si se logra
cambiar de perspectiva de una sistematica de contenidos a una sistematica de uso,
entonces esto serd la expresion de un desarrollo de las competencias avanzado.

En resumen, se puede decir que la construccién de competencias a largo plazo
dentro de un ano escolar y a través de los anos requiere tareas especificas que ge-
neren actividad cognitiva, que contengan elementos abiertos —es decir, potencial
diferenciado—, que estimulen de forma dirigida las reflexiones sobre contenidos
y estrategias de las matematicas, que apoyen el aprendizaje de nuevos elementos
de conocimiento matematico, y que ofrezcan oportunidades para sistematizar y
conectar.

5.4 Condiciones de aprendizaje para una construccién de las
competencias a largo plazo

Las experiencias de docentes exitosos y sus estudiantes, asi como los resultados de
diferentes estudios (Helmke & Hosenfeld 2004a, Helmke 2004b, Leuders 2001,
Gudjons 2004), respaldan las siguientes caracteristicas de clases efectivas, que van
mas alla de las demandas que ya se mencionaron y sirven sobre todo para una cons-
truccion de competencias a largo plazo (ver capitulo 1, pagina 29):

e Transparencia con respecto a las metas de las clases de matematicas, tanto para
los estudiantes como para sus papas, con informacion clara sobre las expectati-
vas de desempenfo.

e Estructura clara de las clases en relacién con los contenidos a aprender, con ele-
mentos de reflexion para describir el estado actual de aprendizaje.

e Oportunidades para la autoevaluacién de los estudiantes y para asumir pro-
gresivamente la responsabilidad de cubrir los vacios en el conocimiento base
(aprendizaje autorregulado y aseguramiento del nivel inicial). Ver también Bru-
der, Barzel & Hilgers 2006.

e Uso efectivo del tiempo de aprendizaje con un manejo de la clase profesional.
Ver Schrader & Helmke 2004.

e Activacion cognitiva en clase con cambios funcionales de las formas sociales y de
trabajo.

e Clima de aula positivo, con una atmdsfera de trabajo propicia para el aprendi-
zaje, tanto para estudiantes con bajo rendimiento como para aquellos con alto
rendimiento, con una cultura de conversacion y feedback.
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Con estas demandas al disefio de la clase, que se enfocan en lograr un manejo
flexible de una gran variedad de tareas, los docentes exitosos comprenden su rol
como el de un diseflador creativo de entornos de aprendizaje y como moderadores
de los procesos de aprendizaje mas diversos. Es tarea de las escuelas desarrollar y
fomentar esta comprensién del rol docente.

Junto a los aspectos que ya se han discutido con respecto a un desarrollo de com-
petencias duradero, existen otros que aqui solo se pueden mencionar brevemente
(ver Bruder 2001a y capitulo 1, pagina 81):

e Los entornos de aprendizaje que ayudan a comprender un nuevo tema deberian
respaldarse en una planificacién a largo plazo del trabajo, que garanticen un hilo
conductor en el nuevo ambito.

e Las tareas para la casa tienen un gran potencial para el aprendizaje individuali-
zado y para que los estudiantes asuman mayor responsabilidad sobre su propio
aprendizaje, si es que se ofrecen los formatos de tareas correspondientes y se
proporcionan opciones para elegir.

e Los entornos de aprendizaje pensados para la practica productiva y la aplicacion
compleja requieren también elementos que aseguren la disponibilidad de cono-
cimientos base (ver también capitulo 3, pagina 113).

Para terminar, se presenta un ejemplo de un ejercicio de calculo mental que abarca
muchos temas y toma diez minutos, incluyendo la autoverificacion. Se trata de un
método muy econémico en cuanto al tiempo de trabajo y que aporta resultados
sostenibles. Se pide a los estudiantes que solo anoten sus resultados; ellos resuelven
la tarea en su cabeza:
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Ejercicios mentales

a) Calcula el cuadrado de 16.
b) Resuelve los paréntesis 2(a — 3b)?.
¢) Resuelve la ecuacion: 3x -5 =1.

d) Haz una aproximacion de cuanto mide el perimetro de un circulo que tienen 15 cm de
didmetro.

e) Escribe como expresion algebraica: el triple de un nimero al que se le ha restado 5.

f) Anota las coordenadas de un punto que td mismo elijas en el tercer cuadrante del sis-
tema de coordenadas.

g) (Qué relacion existe entre un angulo circunferencial y el angulo central en el circulo?
Dibuja un pictograma.

h) En un plano con una escala de 1: 200 000, se miden 4 cm entre dos lugares. ; Cual es
la distancia real?

i) ¢Qué longitud pueden tener los lados de un rectdngulo de &rea 30 cm?? Da tres posi-
bilidades.

j)  Un banco ofrece la opcién de invertir a partir de EUR 5 000 con una tasa de interés de
4%. ;Cuadl seria el interés al final del afo, si yo hubiera depositado EUR 6 000 al inicio
del siguiente mes?

Al calificar los resultados, se puede identificar cuantos estudiantes comenten me-
nos errores que en la semana anterior frente a tareas similares. Se ponen a dispo-
sicién oportunidades para un aprendizaje individual voluntario que permita cubrir
algunos vacios, por ejemplo, mediante hojas de trabajo para temas especificos. De
esta forma se fortalece el asumir la responsabilidad por el propio aprendizaje. Esto
también permite descargar el tiempo en clase de repeticiones poco productivas e
indiferenciadas.

Las oportunidades regulares para repasar y asegurar el nivel basico, el trabajo con
un ‘almacenador de conocimientos’ y con recursos que ayudan a calcular, los proto-
colos de aprendizaje ocasionales para fomentar la reflexién sobre la comprensién y
el diario de aprendizaje son elementos didacticos de un disefo de clases moderno y
orientado hacia las competencias (Bruder 2001b). Estos métodos vinculados con el
aprendizaje se pueden unir de manera efectiva con la variedad de tareas puestas a
disposicién con motivo de los estandares de aprendizaje, de modo que se respalde
una construccion de competencias en el largo plazo (Bruder 2000c¢).
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PARTE 3

TAREAS DE MATEMATICAS ORIENTADAS
AL DESARROLLO DE COMPETENCIAS

1. VARIACION DE LAS TAREAS
Hans Schupp

Sin lugar a dudas, el trabajo con muchas tareas del mismo tipo tiene como resul-
tado la ‘cosecha de plantaciones de tareas’, es decir, un resultado de aprendizaje
ostensible y de corta duracion. Aquel que ya puede hacerlo se aburre; aquel que
no puede, solo aprende como maximo una técnica aislada sin una comprension de
su trasfondo y sentido. Sobre todo, falta el tiempo para trabajar intensivamente en
tareas individuales especialmente seleccionadas que permitiran construir compe-
tencias importantes. Para esto existen posibilidades comprobadas, como:

e ¢l rastreo y la comparacion de diferentes caminos de solucion (ver Blum y cols.,
2010, capitulo 2, pagina 162)

e [a extraccion y generalizacion de métodos y estrategias que se han usado de
forma implicita (ib. cit., capitulo 5, pdgina 135)

e ¢l rastreo, andlisis y correccion de errores tipicos de los estudiantes (ib. cit., capi-
tulo 2, pagina 96)

e la reflexion sobre el sentido de cada tarea, es decir, sobre el progreso de apren-
dizaje (ib. cit., capitulo 5)
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En este capitulo se presentara otro enfoque menos conocido: el variar juntos una
tarea después de haberla resuelto y el trabajar con las variantes encontradas. Esto
se explicara a partir de dos ejemplos muy diferentes: el primero es de tipo intrama-
tematico y el sequndo es la tradicional tarea en situacion de contexto.

1.1 Una tarea intramatematica

La primera tarea puede parecer fuera de lo comdn en un principio, a pesar de que
solo aparecen conceptos que son conocidos desde la escuela primaria. Sin embar-
go, se demostrarad que, junto a sus variantes, esta tarea cumple con criterios im-
portantes de los estandares de aprendizaje y que se encuentra en relaciéon estrecha
con contenidos candnicos de los planes de ensefianza. Ademas, el ejemplo se ha
sometido a prueba en clases (en tres clases de Gymnasium?® y dos de Realschule),
como parte del proyecto de investigacion empirica de varios afios de duracion:
“Tema con variaciones” (Schupp 2002).

1.1.1 La tarea “Diferencia de cuadrados”

Diferencia de cuadrados

Si la diferencia de dos nimeros cuadrados es: 21 = 52 — 2%

a) Encuentra la mayor cantidad de numeros naturales que también se pueden escribir
como diferencia de dos nimeros cuadrados. Indica la diferencia en cada caso.

b) ¢Qué numeros naturales no se pueden escribir de esta forma? Fundamenta.

1.1.2 Soluciéon

1. Los escolares formaron muchas diferencias de cuadrados y se tropezaron con
distintos nUmeros naturales, pero con ello no habian resuelto aun ni a), ni b).

2. Rapidamente se sistematizé esta busqueda, ya que se repasaron los ndmeros
cuadrados segun su tamafio y en cada caso sustrajeron de ellos los nimeros
cuadrados mas pequenos. O lo hicieron (en parte por sugerencia del profesor)
al armar una tabla (de conexiones), en la que escribian los nimeros cuadrados y
mostraban las diferencias (en la medida en que no fueran negativas). Pero estos
procedimientos también se interrumpen en algin momento, incluso cuando

9  Adiferencia del Realschule, modalidad de escuela abierta a todos los estudiantes, el Gymnasium esta
restringido a estudiantes de alto rendimiento que se preparan para estudios superiores universitarios.
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se traspasan a una hoja de calculo, lo cual ocurrié dos veces, y fue en un caso
una aplicacion de la técnica aprendida. De todas maneras, ellos produjeron dos
supuestos:

Respecto de a), todos los nimeros impares y todos los nimeros divisibles entre
4 se pueden escribir de esta manera.

Ejemplos: 3=22-1%7=42-32,12=42-22, 28 =8> - 6%

Respecto de b), todos los demas numeros naturales —es decir, todos los nime-
ros pares, que no son divisibles entre 4—, no se pueden escribir de esta manera.

Ejemplos: 2; 10; 22; 98.

. Les llamd la atencion (especialmente en la tabla) que la diferencia de dos nime-
ros cuadrados vecinos siempre es impar. En efecto, se dio lo siguiente:

N+ 12=n2=n*’4+2n+1-n*=2n+1.

Ahora era légico observar un ndmero cuadrado y el nimero cuadrado subsi-
guiente:

n+2°2-n"=n*+4n+4-n*=4n+4=4e¢(n+1)

Entonces, cada nimero natural divisible entre 4 es también la diferencia entre
dos nimeros cuadrados.

¢Pero por qué se niegan los otros numeros impares a ser representados de esta
manera? Podrian aparecer como resultados de las diferencias que ain no se han
analizado: (n + i)* — n?

N+0=-nN=n+2ni+i-n>*=2ni+ 72

Si i es par, entonces 2ni e /2 son divisibles entre 4, es decir el resultado es 2ni + /2.
Si i es impar, entonces es 2ni par e 2 impar, el resultado es entonces impar.
También se podria llegar a una solucién mediante a> — b? =(a + b) ® (a — b).

Si a y b son pares, entonces también losona +bya—byporende (@a+b)e
(@ — b) es divisible entre 4.

Si ay b son impares, entonces rige lo mismo. Si a es par y b es impar (o vicever-
sa), entonces a + by a — b son impares y también su producto.

En efecto, no se dan numeros pares que no sean divisibles entre 4.
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1.1.3 Analisis

Dado que la tarea demanda conocimientos elementares de algebra (férmulas bino-
miales, divisibilidad de expresiones algebraicas), se trabajé a partir del noveno gra-
do (en total: tres veces en noveno grado y dos veces en décimo grado). A pesar de
—o0 quizas justamente por— su caracter de novedad, la tarea despertd gran interés
en los estudiantes. Fue formulada de tal manera que primero se tenia que recoger
los datos (idea directriz Datos y azar). Cualquiera podia involucrarse en esta parte.
Para poder avanzar, se tenia que sistematizar lo recolectado (competencia Usar
representaciones), expresar supuestos, y finalmente fundamentar (competencia Ar-
gumentar), para lo cual se tenia que aplicar los contenidos de algebra aprendidos
(competencia Manejar elementos simbdlicos, técnicos y formales). Es claro que este
trabajo se relacionaba principalmente con la idea directriz Numero, ya que se revi-
saban discretamente conocimientos de grados anteriores (nimeros cuadrados, par
e impar, divisibilidad), pero también con la idea directriz Relacidon funcional.

En la fundamentacion de la tarea parcial b) se va mas alld de los &mbitos de
exigencia | (recolectar) y Il (sistematizar, suponer, probar con medios sencillos). Las
dos cadenas de argumentacion (alternativas, pero que sucedian en paralelo en dos
grupos de estudio) resultaron ser muy largas para algunos escolares de la Sekun-
darstufe I'°, es decir, poco claras debido a las distinciones de casos. Aqui se debia
trabajar de forma diferenciada. En un grupo de estudio de la Hauptschule se debio
dejar de lado la tarea parcial b), o por lo menos la exigencia de fundamentar.

1.1.4 Variaciones

Se pidi6 a los estudiantes cambiar algo en la tarea resuelta (por ejemplo un con-
cepto, un signo, una pregunta, una condiciéon dada) y generar asi una nueva tarea.

En una clase de noveno grado ya se habfan hecho variaciones antes. La clase habia
hecho més de una variante, con las cuales trabajaron mas adelante: a + b? en vez
de a? - b?, producto y cociente de dos nimeros cuadrados, nimeros cubos en vez
de nimeros cuadrados (c = a' - b' = a — b se resolvid inmediatamente: cada nime-
ro natural se puede representar muchas veces como la diferencia de dos nimeros
naturales).

Después de algunas vacilaciones debido al caracter totalmente nuevo de la situa-
cion, en algunas clases se reemplazo diferencia por suma y se empezé a trabajar

10 Hasta cuarto grado de secundaria.
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sobre la nueva tarea. Para ello existian dos posibles procedimientos: inspeccionar
las representaciones mediante una modificacion de la tabla de la que se disponia
y trabajar algebraicamente de forma anéloga a las expresiones algebraicas de la
diferencia. En dos clases esto sucedié en simultaneo (en dos grupos de trabajo), en
las otras sucedio en forma sucesiva.

La inspeccion resulté al inicio en una imagen difusa. No todos los nimeros impares
se pueden representar (por ejemplo 3 y 7); tampoco se pueden representar todos
los numeros divisibles entre 4 (por ejemplo 12 y 24). Por otro lado, hay numeros
pares que solo son divisibles entre 2 y que sin embargo son sumas cuadradas (por
ejemplo 18 = 32+ 32y 20 = 42 + 2?).

¢Acaso no habia ninguna regularidad? Si la habia. En una clase un estudiante la
notd; en otra, se requirié la ayuda del profesor: 3 'y 7 no son los Unicos ndmeros
gue no son sumas de cuadrados: también lo son 11; 15; 19, etcétera; es decir todos
los nimeros naturales que al ser divididos entre 4 tienen un residuo de 3. ;A qué
se debe esto?

Ahora se debia volver al camino algebraico. Los estudiantes habian examinado pri-
mero (n + 1)+ n>y encontrado 2 ene(n+ 1)+ 1. Eso es con seguridad un numero
impar. Algunos estudiantes concluyeron, de esto, que todos los nimeros impares se
pueden representar como la suma de numeros cuadrados seguidos. Sin embargo,
la analogia con 2n + 1 fracasa: si n recorre todos los nimeros naturales, entonces
2n + 1 es siempre un nUmero impar, peronoloes2 ene(n+ 1) + 1, como se pue-
de comprobar cuando se reemplazan los valores. (Recién a partir de este andlisis de
errores fue que los estudiantes entendieron que la expresion 2n + 1 jrepresentaba
ndmeros impares!). La misma comprension se dio para (n + 2)> + n*=2 ¢ (n*> + 2n
+ 2) y los nimeros pares.

Ahora, con respecto a la pregunta anterior, si a y b son pares, entonces también lo
es a’ + b2. Si ambos son impares, entonces a2 + b? sigue siendo par. Cuando a es par
y b impar (o viceversa), entonces a? + b? es impar. ;Por qué es imposible entonces
que guede residuo 3? Porque Qu)y> + Qv+ 172 =4 e (> + V> +Vv) + 1.

Se tuvo que conducir a los estudiantes a esta Ultima reflexién. Lamentablemen-
te nuestros estudiantes estan poco acostumbrados a utilizar variables y expresio-
nes algebraicas para la formulacion de condiciones y afirmaciones y estan menos
acostumbrados aun a utilizar las transformaciones de expresiones algebraicas para
construir relaciones. En este caso, estas técnicas adquieren un sentido que resulta
motivador.
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En una clase se dio una comparacién interesante, motivada por una alumna. Ella
menciond que se pueden escribir mas nimeros naturales como diferencias de cua-
drados que como sumas de cuadrados. Efectivamente: en el caso de las diferencias
cada cuarto numero queda fuera (aquellos con residuo 2). En el caso de las sumas
sucede lo mismo (aquellas con residuo 3), pero también quedan fuera muchos
otros nUmeros naturales (pares e impares). (Que ambos conjuntos numéricos sean
equivalentes a los conjuntos de todos los nimeros naturales, y también entre si, es
irrelevante en este contexto.)

Lamentablemente este grupo no conocia aun el concepto clasico de probabilidad,
de lo contrario se hubiera podido formular también la probabilidad de que un
numero natural elegido al azar se pueda representar como la diferencia (o suma)
de dos cuadrados es % (%). Con eso se hacia referencia a la idea directriz Datos y
azar. No se puede negar que esta tarea extra es mas exigente que la predecesora.
Esto no rige para las representaciones de los nimeros naturales como productos o
cocientes de cuadrados.

Las cuatro clases ‘principiantes’ hallaron rapido (después de formular la tarea de
una manera mas evidente) que solo los niimeros cuadrados se pueden escribir de
esta forma, y que esto aplica para todos los niumeros cuadrados.

La clase con mas experiencia en ‘variaciones’ optd por trabajar a* — b3, pero no
logré pasar de afirmaciones cualitativas (tal como se esperaba): los huecos en la
pizarra crecian cada vez mas en cantidad, porque los nimeros clbicos estdn menos
proximos que los numeros cuadrados.

Con esto tenemos un ejemplo de que las variantes de una tarea pueden tener di-
ferente grado de dificultad, de banal a facil, factible, dificil, demasiado dificil por el
momento (por lo menos en el colegio), hasta imposible, es decir sin soluciéon. Por
consiguiente, se transmite la imagen representativa de unas matematicas vivas, en
comparacion con la percepcién comun —y fomentada sin querer por la matematica
escolar tradicional— entre novatos de las matematicas como disciplina que ya ha
resuelto todos sus problemas.

Hasta el momento todas las variantes eran previsibles. Sin embargo, sucedié algo
gue no solo es inevitable sino también deseado: no solo no se mencionaron algu-
nas de las variaciones que el grupo de investigadores anticipd, sino que se hicieron
propuestas (de los estudiantes y sus profesores) en las cuales no se habia pensado
antes.



PARTE 3: TAREAS DE MATEMATICAS ORIENTADAS AL DESARROLLO DE COMPETENCIAS

Asi, en una clase llamé la atencion que algunos nimeros naturales tuvieran mas re-
presentaciones posibles como diferencias de cuadrados, por ejemplo 40 = 112 - 92
=7%-32 ";De qué depende el nimero de representaciones posibles?”, pregunta-
ron. La profesora, sorprendida, pidié como tarea pensar al respecto. En efecto, dos
escolares (y la profesora) trajeron una respuesta. De a’> — b> = (a + b) ® (a — b) resulta
gue hay tantas representaciones de las diferencias como representaciones de los
productos del niumero correspondiente. Esto se precisd en clase, al mencionar que
solo ‘cuentan’ los productos en los cuales uno de los dos factores o es par o ambos
factores son impares (ver arriba).

40=20¢2=104. Enelprimercasosedaa+b=20ya—-b=2, entonces a =
11yb=9.Enelsegundocasosedaa+b=10ya—-b=4,entoncesa=7yb=3.

En otra clase, el profesor pidi6 investigar nimeros naturales especificos con respec-
to a su representacion como diferencias de cuadrados y también con respecto al
ndmero cuadrado en si. Sabemos que todos los nimeros cuadrados son o impares
o divisibles entre 4. El resultado: se pueden representar todos los nimeros cuadra-
dos como diferencia de dos niimeros cuadrados. Los estudiantes resolvieron esta
tarea de forma espontanea y la continuaron dos veces.

Los nuimeros cubicos son o divisibles entre 8 o impares. Entonces, se pueden repre-
sentar como diferencias de nimeros cuadrados. Los nimeros primos son impares
(excepcion: 2). Para ellos rige lo mismo (aunque dado que solo hay un Unico pro-
ducto posible, solo hay una representacion posible. Pero para llegar a esta com-
prension se tendria que haber hecho el mismo analisis que en la otra clase).

Como se ve de manera transversal, las variaciones de una misma tarea pueden
llevar a diversos recorridos, a pesar de tener un ndcleo comun. El tiempo necesario

., . , o, 1 1 L, .
tamplen fue dn‘erente §egun el grupo y oscild entre 1y —-horas pedagogicas.
¢Valio la pena la inversion?

1.1.5 Resumen

Las experiencias y los comentarios de arriba deben haber dejado claro que recién se
aprovecha el potencial didactico de la tarea —que se evidencia al resolverla— cuan-
do se trabajan las variaciones. Ademas, es importante tener en cuenta lo siguiente:
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a) Se practica sin ser insistente (Blum 2010, capitulo 3, pagina 113): se revisan los

componentes de la divisibilidad elemental, que ya se habian olvidado, y se utili-
zan los conocimientos sobre el manejo de variables y términos.

Pero esta practica es mas que una simple repeticién, ya que los contenidos se
demuestran unos a partir de los otros y se formulan mediante formas de re-
presentacion y argumentacién cada vez mas avanzadas y precisas. Por ende,
se trata de un aporte a la adquisicién acumulativa de la competencia, tal como
proponen los estandares de aprendizaje.

b) La tarea es propuesta por otro, y por ende su soluciéon es una reaccion (im-

(9)

portante y necesaria). Sin embargo, sus variaciones son una produccion de los
propios escolares. De ellas emana una alta motivacion que favorece la actividad
de los estudiantes, de modo que profundizan y valoran las siguientes tareas.
Esto afecta no solo los resultados, sino también las formas de comunicacion y
cooperacién al obtenerlos (competencia Comunicar).

En el mediano plazo se debe aspirar a que los grupos de estudios sean quienes
recolecten las variaciones, evallen su légica y grado de dificultad, las estructuren
y las repartan entre si, antes de que empiecen a examinarlas (dmbito de exigen-
cia Ill).

En este proceso el consejo y la ayuda de un profesor son necesarios; sobre todo
tendra efecto sobre la eleccion de formas adecuadas de armar la sesion de
aprendizaje, las relaciones sociales y la diferenciacion. La clase de noveno grado,
sobre la que se contd anteriormente, ya se encontraba en camino de lograr todo
esto.

En una clase un profesor volvié a abordar al final de la sesion la tarea parcial b)
de la tarea original. Se evidenci¢ que en un inicio habian comprendido solo par-
te de la solucion. El variar tiene un efecto sobre la reflexion. Asi, algunas tareas y
su solucién se comprenden recién cuando se realizan variaciones. Pero también
se da el efecto contrario: una tarea sencilla, y quizas aburrida, gana a partir de
cambios atractivos (por ejemplo, cuando se dan las variantes %— 3=5y2x-3
=5de-3=5).

d) Las variaciones no se deben trabajar en clase de forma exagerada ni aislada. Por

un lado, para su uso se asume que las clases tradicionales son la regla. Por otro,
las variaciones benefician justamente a la clase tradicional. Esto rige especial-
mente para estrategias de variacion, que se utilizan implicitamente en un inicio
(o que se utilizan porque han sido indicadas), y que se explicitan gradualmente,
para que se pueda hacer un uso consciente de ellas. En el ejemplo anterior se
trata de las siguientes estrategias:
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e 'Tambalear’ (cambiar levemente: por ejemplo, usar el exponente 3, en vez del
2).

e 'Reemplazar’ (formar analogias: por ejemplo +;  ; : en vez de -).

e 'Aumentar’ (condiciones, es decir ‘especializar’: representar niumeros cuadra-
dos, cubicos o primos).

e ‘Comparar’ (relacionar: representaciones de sumas y diferencias).

e ‘Cambiar de perspectiva’ (descentrar: de una representaciéon a varias repre-
sentaciones).

Se encuentran otras estrategias de este tipo en Schupp (2002), pagina 31. Evi-
dentemente se trata de estrategias heuristicas elementales, de las cuales los
estudiantes deberian disponer (y en las cuales muchas veces fracasan, por una
falta de flexibilidad), sobre todo en el caso de tareas dificiles o propuestas por
otros.

Variar es un método natural y muy Gtil en el quehacer del matemético investiga-
dor, como se puede comprobar a partir de muchas declaraciones de los expertos
(y también a partir de la historia de las matematicas). Al tener en cuenta las
variaciones en el aprendizaje escolar y de las matematicas se hace un aporte a la
clase ‘investigadora’, que se fomenta tanto pero se pone en practica tan poco.
Naturalmente este enfoque no elimina la posibilidad —mas bien lo exige— de
que el docente sea quien varie en clase de tiempo en tiempo y haga consciente
esta estrategia. Eventualmente se puede afadir la pregunta: “;qué mas se po-
dria cambiar?”.

A continuacion el segundo ejemplo, muy diferente:

1.2 Una tarea en contexto

El ejemplo aqui presentado parte de una tarea en un contexto mas bien tradicional.
Se tomo de la base de tareas de la KMK y esta pensada para los grados 7/8. Sin
embargo, aulin no se cuenta con la experiencia de poner esta tarea en practica.
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1.2.1 La tarea "“Pintar la fachada”

Pintar la fachada

La familia Meister quiere pintar el frente de su casa
con pintura para fachadas.

Una cadena de tiendas ofrece pintura para fachadas
como oferta del dia:

Consumo: 1 litro para 5 m? aproximadamente

2,5 litros (EUR 8,20/litro)
5,0 litros (EUR 7,80/litro)
10,0 litros (EUR 6,90/litro)

A
\

6,60 m

El senor Meister piensa: “Compraré el balde de 10 litros, ya que asi el precio por litro es
maés barato y ahorro mas”.

¢ Qué piensas tu al respecto? Argumenta tu respuesta.

Nota: Las otras medidas se pueden obtener del dibujo a escala (ojo: en esta version el di-
bujo no esta a escala).

1.2.2 Solucién

Con las medidas dadas se puede calcular el area que se va a pintar: son alrededor
de 35 m?. Si se considera un balde de 5 litros y otro de 2,5 litros, entonces se tiene
suficiente pintura para 37,5 m?. Si el sefior Meister compra los dos baldes, paga
EUR 20,50 + EUR 39,00 = EUR 59,50. Por consiguiente, paga bastante menos que
EUR 69,00 por el balde de 10 litros. Su deliberacién no era correcta.

1.2.3 Analisis

Se requiere actividades en el marco de las ideas directrices Nimero, Mediry Espacio
y forma. Estas requieren las competencias Argumentar, Modelar, Usar representa-
ciones y Manejar elementos simbalicos, técnicos y formales. Los pasos aislados no
son dificiles, pero son muchos y deben poder resumirse y representarse de forma
estructurada y argumentativa. La tarea corresponde al ambito de exigencia Il.
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1.2.4 Variaciones

Naturalmente, se pueden "tambalear’ las medidas dadas. Pero esto solo resulta inte-
resante si es que tiene un efecto en la decision del sefior Meister. Nos preguntamos:
¢ bajo qué circunstancias habria tomado una decisién diferente?

Algunas posibilidades:
e El balde de 10 litros es mas barato (por ejemplo EUR 5,80/litro).

e Los baldes méas pequefos son mas caros (por ejemplo EUR 9,99/litro y EUR 8,99/
litro).

e El consumo es mayor que el consumo dado (por ejemplo 1 litro solo alcanza
para 4 m?). Sobre todo esta Ultima medida es critica (como se puede suponer de
la indicacién ‘aproximado’ en la oferta). El sefor Meister debe mirar de cerca su
fachada. ¢Es lisa o rugosa (lo cual aumenta la superficie)? ¢Se ha pintado antes?
¢ Cuanto de la pintura absorbera el yeso? ;Esta muy sucia por el clima, de modo
gue pueda ser necesario darle dos manos (una de ellas con pintura diluida)? ¢Es
posible que baste solo una mano si se usa una pintura mas cara?

Se recomienda repartir las distintas posibilidades entre los grupos de trabajo, hacer
los calculos respectivos y discutir las decisiones correspondientes en plenario. Este
tipo de ‘critica’ constructiva de la tarea inicial la hace més interesante y de hecho
también mas auténtica. Este esfuerzo se puede reforzar mediante una ‘actualiza-
cion’ de la situacion: ¢qué pinturas para fachada venden en otras tiendas? ;En qué
envases y a qué precios se vende la pintura? ; Como se plantearia ahora la tarea?

A manera de ejemplo, queda claro que en las decisiones respecto de preguntas
extramatematicas no solo influyen deliberaciones intramatematicas, sino también
aquellas referidas al contexto; que el calculo matemaético no es el decisivo, sino que
ayuda a elegir. Asi, algunas de las tareas de aplicacidon de nuestros libros de texto se
podrian enriquecer mediante la variacién critica.

iComo llega el sefior Meister a la punta del frontis que mide mas de 8 metros?
¢No hay un zécalo en esta casa? ¢ Por qué pinta solo un lado de su casa? ¢Por qué
no pinta los otros lados? ;Cémo podrian verse los lados? Nombra diferentes posi-
bilidades, elige una, dibujala, calcula el drea a pintar, simala y llega a un consumo
total de pintura, asi como de los envases correspondientes. Estas son preguntas y
estimulos complementarios que le dan un caracter casi de proyecto a la pregunta
inicial, que es bastante cerrada (ver ib. cit., capitulo 4, pagina 126).
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Blum (2005) presenta otro ejemplo de una variacion, que permite profundizar en la
aplicacion; él parte de un ejemplo de los estandares de aprendizaje (ver KMK 2003,
pagina 16).

1.3 Conclusiones

Evidentemente, las mismas variaciones y también las formas (estrategias) de variar
dependen del tema, pero también de los conocimientos y las experiencias heuristi-
cas previas de cada grupo de aprendizaje, asi como de las intenciones del docente.
Este debe decidir previamente cuando y donde —y, de ser el caso, cuan extensiva
e intensivamente— se debe variar, mediante la liberaciéon de algunos conceptos y
componentes de la tarea inicial. Ya que uno puede variar todas las tareas, se debe
poner especial énfasis en lo siguiente: lo decisivo no es la cantidad de variaciones
realizadas o de las variantes resultantes, sino la diversidad y calidad del proceso
de variar. Las variaciones pequefias —por ejemplo, de una sola caracteristica de
la tarea— también pueden avivar la clase, sobre todo cuando son los estudiantes
quienes las proponen (lo que sucede pronto).

También se recomienda incluir variaciones como parte de las evaluaciones de des-
empefo. Por ejemplo:

Cuadrados parciales

a) Dibuja un cuadrado y dividelo en 4 cuadrados parciales.

b) Demuestra que se puede dividir el cuadrado en 9; 16; 25... cuadrados parciales, es
decir, siempre de tal forma que el nimero de cuadrados parciales es un cuadrado. Basta
con que hagas un bosquejo.

c) (Es posible hacer otras divisiones muy distintas del cuadrado en cuadrados parciales?

Variar no es un fin es si mismo. Si se utiliza de forma dosificada, contribuye a hacer
las clases mas abiertas, exigentes, productivas y esenciales, tal como lo proponen
los estandares de aprendizaje.
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2. MULTIPLES CAMINOS DE SOLUCION EN LAS TAREAS: EL
SIGNIFICADO PARA LA MATERIA, EL APRENDIZAIJE, LA CLASE
Y EL REGISTRO DE DESEMPENO

Michael Neubrand

En este libro aparecen numerosos ejemplos de como los escolares pueden resolver
las tareas tomando distintos caminos. Los multiples caminos de solucion no estan
atados de manera fija a ciertos propositos didacticos. En principio, el desarrollo de
las clases de matematicas se beneficia del hecho de que diferentes caminos de solu-
cién estén a disposicion de los escolares. Por un lado, esto es importante porque los
multiples caminos de solucién son parte de las matematicas, pero también porque
respaldan el aprendizaje individual, de modo que la clase se vuelve asi cognitiva-
mente mas rica.

2.1 Los multiples caminos de soluciéon son necesarios desde la
perspectiva de la materia

¢ Existe un camino o quizas la mejor solucién para una tarea? A veces uno escucha
la respuesta: “Matematicamente si, quizas podria ser distinto en el primer encuen-
tro con el contenido”. Ya sea de forma consciente o no, esta respuesta parte de
una nocién de las matematicas como algo estatico y esquematico. Pero, ;deberian
presentarse las matematicas en la escuela como una colecciéon de procedimientos
y conceptos dptimos? Es comprensible asumir esta postura, ya que la ‘'matematica
escolar’ parece tan ‘pensada hasta el final’, que uno pierde de vista su vitalidad y
su potencial genético. Incluso se puede hablar de una “problematica basica de la
ensefianza y el aprendizaje de las matematicas en la escuela” (BLK 1997, capitulo
5.1): “Los ambitos de contenidos y los problemas que se trabajan en clase se cu-
bren mediante conceptos y procedimientos que han sido probados, asegurados y
pensados para poder mostrar rendimiento. Esto promueve la tendencia de aspirar
a procedimientos terminados de forma lo mas directa y efectiva posible. Entonces,
la representacion matematica en si misma parece ser la estructura de ensefanza
optima”. Este encuadre obstruye el acceso a unas clases de matematicas orientadas
hacia la comprensién.

Las mismas matematicas, cuyo ‘caracter de proceso’ (Neubrand 1986) es decisivo,
muestran un camino distinto: “Las matematicas surgen cuando uno se enfrenta a
tareas y problemas intra y extramatematicos. En principio, los caminos de solucion
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estan abiertos. Incluso se aspira a una variedad de caminos de solucién, porque
cada nuevo camino permite profundizar en la comprension de la estructura” (Witt-
mann 1995, pagina 16). De esto surgen —para empezar, solo “a partir de la mate-
ria” (Wittmann)— dos significados centrales que dan la bienvenida a una apertura,
cuando no a una busqueda, a multiples caminos de solucion:

e (Cada nuevo camino de solucién abre una nueva perspectiva hacia el objeto de
estudio, de modo que surge una ‘comprensién estructural’. Esto va mas alla de
producir simplemente un resultado final.

e (Cada nuevo camino de solucidon muestra que la resolucion de problemas y el
modelar requieren apertura. Mostrar multiples caminos de soluciéon ayuda a
comprender que las soluciones a los problemas siempre pueden variar y mejorar,
y que las afirmaciones fundamentadas mateméaticamente solo pueden llegar a
ser tan buenas como los modelos en los cuales se basan.

La primera funcion remite a la necesidad de una transferencia vertical y una cons-
truccion sistematica; la segunda se relaciona con la conexion horizontal. Asi, Wei-
nert (2000) y otras muchas fuentes indican que diferentes tipos de conexién apor-
tan en la misma medida a lograr que una clase sea productiva. La siguiente tarea
(tres tareas parciales) muestra el significado de los multiples caminos de solucion
desde la perspectiva de la materia.

Descomposiciéon de un octagono - tarea parcial a)

Se ha dibujado el triangulo ABC circunscrito en C
el octagono regular, de modo que la base del

triangulo coincide con uno de los lados del oc-

tadgono y C es el punto central del lado opuesto

del octagono.

a) (Qué parte del area total del octagono re-
presenta el triangulo ABC? Fundamenta tu
resultado.
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Esta primera tarea parcial reine diferentes contenidos de la clase de geometria. En
la tarea se pueden unir de forma apropiada las areas de triangulos y las operaciones
con ellas, los poligonos regulares y su construccién interna, asi como los procedi-
mientos para calcular la longitud de segmentos y el contenido de areas. La tarea
corresponde primordialmente a la idea directriz Medir, aunque también se abordan
las ideas directrices Espacio y forma.

Respecto de las competencias generales, e independientemente de cual sea el ca-
mino de solucién elegido, los escolares activaran principalmente la competencia
Resolver problemas matematicamente. Si no se pone en practica un procedimiento,
es decir, “elegir y utilizar apoyos heuristicos, estrategias y principios apropiados”
(estandares de aprendizaje), entonces no se llegara a una solucién. Es crucial dibujar
lineas de soporte que cumplan un propdsito.

También, independientemente del camino de solucién, esta tarea corresponde al
ambito de exigencia Il de los estdndares de aprendizaje, ya que se trata de que
"“se conecten conocimientos, habilidades y capacidades que se adquirieron en el
trabajo con diferentes dominios matematicos”. Un primer camino de solucién se
hace evidente a partir de ciertos indicios en la tarea. Al mostrar el tridngulo ABC, se
muestra también el triangulo ABM en el dibujo. Si esto se tiene en cuenta, entonces
se puede interpretar qué se pensé en el siguiente camino de solucién:

Camino de solucidn 1: relacion con el tridngulo central

El &rea del A ABC mide el doble que el area del A ABM, porque el A ABC tiene el doble de
alturay la misma linea de base. El octdgono completo se forma a partir de 8 triangulos con-
gruentes con el A ABM. Por consiguiente, el A ABC abarca un cuarto del drea del octdgono.

No todos los escolares captaran este indicio en la tarea. Mas bien, los escolares
empezaran por encender la ‘maquina de calcular’: ; por qué no se puede calcular el
area de A ABC de la misma forma como se calcula el contenido de un triéngulo:%o
linea base e altura? Entonces surgen las siguientes deliberaciones: la linea base de
A ABC también es un lado del octagono. Pero, ;cuél es la altura?



PARTE 3: TAREAS DE MATEMATICAS ORIENTADAS AL DESARROLLO DE COMPETENCIAS

Camino de solucion 2: altura ABC

Intento 1: Con ayuda de Pitdgoras, pero, ade-
mas, del lado del octagono, falta el tercer lado
del tridangulo. Este enfoque no permite continuar
de inmediato.

Intento 2: Orientarse del lado exterior del octa-
gono: la altura de A ABC se compone del lado a
del octagono y de dos segmentos parciales, que
forman un triangulo isésceles, cuando se tiene el
lado del octagono como hipotenusa. Uno de es-
tos triangulos esta dibujado. El segmento de so-
porte hs1 se tiene que sumar dos veces al del lado
del octdgono. Esto permite determinar la longitud
de la altura buscada, es decir para el area % 1+
/2 )a?. Pero, ;cudl es la relacién con el area com-
pleta del octdgono? Aquf se estanca el enfoque.

A pesar de que estos caminos de solucion se interrumpen y no conducen direc-
tamente a la meta, como se vera, son importantes para el proceso completo de
resolucién de problemas. Otro camino de solucién permite continuar con las ideas
gue se han expuesto hasta el momento.

Camino de solucién 3: otra estructuracion

Se puede representar el area de A ABC de otra
forma. El segmento de ayuda hs, permite reco-
nocer que los tridangulos ABC y ABD tienen igua-
les el area, la base y la altura. Esta area mide el
doble que el triangulo central ABM, dado que
visto desde AB se observa la misma linea base @ hs,
y el doble de altura, desde BD se ve la misma
altura y la mitad de la linea base (es decir, mas
caminos de solucion dentro de mdltiples cami-
nos de solucién). También se identifica, tal como
en el camino de solucién 1, que el A ABC abarca
un cuarto del area total del octagono. A
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Los multiples caminos de solucién para una tarea fomentan el adentrarse en un
fenémeno, incluso si las diferencias entre los caminos son minimas. Ya con eso se
puede conectar conocimiento. En esta tarea los accesos esbozados se respaldan
mutuamente, aun si no estan completos. Justamente por eso se abre la perspectiva
hacia la estructura interna del octagono. Con un Unico camino de solucién esto no
serfa posible.

Asi, el primer intento interrumpido alude implicitamente a las tareas basicas al tra-
bajar con poligonos regulares, esto es, a establecer las relaciones entre los lados de
los poligonos y los radios de los circulos externo e interno. El segundo intento, inte-
rrumpido inicialmente, muestra que el octagono se puede descomponer en dos rec-
tdngulos que se cruzan y en cuatro tridangulos rectangulos isésceles en las esquinas,
lo cual sefiala una posibilidad de hallar el area del octdgono (incluso si no es la mas
elegante). Finalmente, el tercer camino de solucidon muestra como se pueden usar los
conocimientos geométricos elementales (misma area) de forma flexible, es decir, con
segmentos de referencia que se pueden alternar. En combinacién con la comprension
del camino 2 del segundo intento de que A ABC tiene el drea %(1 +1+/2)a? se obtiene
del tercer camino de solucion: que el area del octagono regular es 2(1+ +/2)a>.

Una construccién de este tipo es un buen ejemplo de estructura de conocimien-
to acumulativa, sistematica y conectada verticalmente, pero “local” en este caso.
Muchos conocimientos individuales se retinen en una gran relacion y permiten con-
tinuar. Tales procesos de trabajo ‘locales’ deben hacerse conscientes en las clases
(Neubrand 1986) y el andar por multiples caminos de solucion respalda esto. Ade-
mas, los distintos caminos de solucién proveen resultados de diferente calidad.
Como resultado, se puede verificar solamente que A ABC representa un cuarto del
area del octdgono, pero también se puede producir un resultado numérico para el
area de A ABC, incluso si no se ha pedido explicitamente. Esto lleva a determinar
el contenido del octdgono completo. También se deben explicitar estas cualidades
distintas, para estimular desde la misma materia el aprendizaje conectado.

Estas interpretaciones ilustran la importancia que tiene desde la misma materia
mantener la apertura hacia distintos caminos de solucién. Ademas, se debe tener
en cuenta el siguiente aspecto, que también es caracteristico de la disciplina, pero
que ademas es indispensable para el aprendizaje auténomo:

e El trabajo con una tarea implica siempre la exhortacién a seguir pensando, a
conectar y establecer relaciones. Esto puede respaldar los multiples caminos de
solucién, incluso cuando la tarea en si misma es ‘cerrada’.
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En el ejemplo esto se hace evidente, ya que esta tarea se continla en subsiguientes
tareas parciales, que son en verdad ‘abiertas’:

Descomposicion del octagono - tareas parciales b) y c)

b) En el octdgono, dibuja un rectdngulo cuya area sea la mitad que el area del octagono.
Fundamenta tu procedimiento.

¢) Existen muchas posibilidades de sombrear la mitad del octdgono. Dibuja tres posibilida-
des (para la tarea completa con bosquejos.

Evidentemente, los caminos de solucién presentados anteriormente para la tarea
parcial a) ya contienen algunas aproximaciones para responder a las tareas parcia-
les b) y c). Estos exigen directamente que se trabaje el octdgono regular como una
figura con estructuras internas. La pregunta es ‘abierta’, porque diferentes solucio-
nes son posibles. Pero si la tarea parcial ‘cerrada’ a) ya se trabajé como una tarea
para reconocer estructuras a partir de los multiples caminos de solucién, entonces
los accesos a b) y c) ya se han preparado, y son justamente una retrospectiva acu-
mulativa y sistematizadora de lo que ya se pensoé.

2.2 Los multiples caminos de solucion respaldan el aprendizaje con
comprension

¢ Qué es el ‘aprendizaje con comprension’? Weinert (2000) se refiere a un conoci-
miento inteligente: “Tener un conocimiento inteligente significa poseer un conoci-
miento, que tiene un significado y un sentido. El conocimiento bien comprendido
es un conocimiento que no esta ‘encapsulado’, que no estd muerto en la memoria,
que no esta ‘atado’ a la situacion en la que se adquirid, sino que es vivaz, Util de
forma flexible, inteligente justamente”. El enfatiza que la mediacion del conoci-
miento flexible es “la meta de aprendizaje primordial y mas importante”. ; Cémo
se logra esto?

e Los multiples caminos de soluciéon respaldan el aprendizaje con comprension.
Esto se debe a que trabajar con caminos de solucién variados permite desatar el
conocimiento de las situaciones en las que se adquirié originalmente. Asi, la unici-
dad de la situacién se rompe y el conocimiento se puede usar en otros contextos.

Esto también se puede reconocer en la tarea presentada anteriormente “Triangulo
en el octagono”: sin importar como se adquirieron conocimientos previos sobre los
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poligonos regulares, la tarea demanda una reorganizacion de estos conocimientos
y los desata asi del contexto original. Un segundo ejemplo muestra esta funciéon de
los multiples caminos de solucién. Las soluciones que los escolares dan a esta tarea
remiten que el aprendizaje con comprensién se debe impulsar y organizar mediante
intervenciones adecuadas.

Victoria segura

Se dan estos cuatro dados, descritos por sus desarrollos.

A B C D
2 5 0 3
2 2 2 1 1 1 4 0 4 3 3 3
6 5 4 3
6 5 4 3

Dados de Bradley Efron (dados chinos)

Dos jugadores eligen un dado uno después del otro. Luego, cada uno lanza el dado una
vez. Gana quien obtiene el nimero mas alto.

Expresa lo que piensas respecto de las posibilidades de ganar.

Claramente la tarea “Victoria segura” corresponde a la idea directriz Datos y azar,
segun la clasificacion de los estandares de aprendizaje. Se deben activar varias com-
petencias, de las cuales Matematizar es la mas resaltante.

El camino de solucién mas evidente, sobre todo si esta técnica se ha adquirido
previamente en clases, es el uso de diagramas de arbol. Asi se pueden anticipar de
forma mas o menos sistematica los diferentes resultados de este experimento de
varios niveles.

Se presentan las soluciones de un séptimo grado. Todos los escolares siguen este
camino y llegan, en gran mayoria, a soluciones Uutiles.
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Camino de solucién 1: un diagrama de arbol

Entre los seis diagramas trabajados sistematica- D - A
mente por un escolar, se encuentran dos diagra-
mas con la siguiente estructura. 4
2 7
El escolar reconoce que el dado D ganaria con una 23 3
probabilidad al dado A.
%/\5/3 /\ Y A
A
? 13 4
p> = 4
G T O v

El escolar utiliza esta variante del diagrama de arbol, que en un principio parece
confuso, para comparar los dados D y A, asi como D y B, pero no para comparar C
y D (jsecuencia!). Aparentemente no podria mantener el esquema de diagrama de
arbol, si el arbol empezara con una sola rama.

Sin embargo, el escolar no quiere apartarse de este camino de solucién e inventa
asi una ramificacion en la parte superior del arbol. Entonces, el escolar no esta en
condiciéon de separar sus conocimientos sobre las probabilidades de ganar en expe-
rimentos multietapa del ‘contexto de adquisicion’ (Weinert 2000), que en este caso
se trata del esquema ‘diagrama de arbol’. ; Cémo se reacciona ante esto, si se trata
de construir conocimientos comprensivos?

La reaccion en clase frente al diagrama presentado se puede detener si se hacen
pequenas correcciones: “¢No hubiese sido mas facil para ti...?". Sin embargo, con
esto uno se mueve en el mismo nivel que los escolares. Se trata de ‘conocimiento
atado’. Pero uno también puede remitir a soluciones alternativas, eventualmente
mediante la incitacién a continuar pensar por uno mismo —o mediante una am-
pliacion del planteamiento—; en todo caso, la intervencién del docente debe tener
un propdsito. La meta es alejarse de la fijacion en la solucién estandar en beneficio
del aprendizaje con comprension. En este caso, podria verse asi: ;de verdad se tie-
nen que dibujar seis diagramas de arbol? ;O hay casos en los que se podria llegar a
una decisién de otra manera? La respuesta a la segunda pregunta es ‘si":
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Camino de solucién 2: separar primero los casos sencillos

Todas las comparaciones con el dado D pueden resultar a partir de los nimeros del dado
de comparacion correspondiente. Asi se obtiene, sin necesidad de armar un diagrama de
arbol completo, que C gana contra D y D gana contra A, asi como que en la comparacion
B contra D las chances son inciertas.

Una reaccion anéloga ante los (inevitables) errores de célculo —es decir, otra vez el
intento de separarse del esquema del diagrama de arbol— seria dar el indicio de
gue las probabilidades de ganar deben sumar 1. Esta es una posibilidad de verifica-
cion que puede fomentar la comprension conceptual.

Hacer referencia a variantes de solucién puede ayudar a desplegar el aprendizaje
comprensivo, de tal modo que estrategias de orden superior, metacognitivas, en-
tren a tallar:

e Recorrer multiples caminos de solucién implica también abrir posibilidades de
verificacion, separar los casos sencillos, evaluar el actual camino de solucién.
Estos son elementos de un conocimiento comprensivo, ‘inteligente’.

En este ejemplo, también puede entrar en accién el ‘continuar pensando’, que es
inmanente a toda tarea y que se menciona en la pagina 166. Por ende, uno no se
debe dar por satisfecho con la solucién solamente, sino que debe seguir pregun-
tando: ¢;existen concepciones erréneas tipicas que pueden conducir a conclusiones
equivocadas en esta tarea? En efecto, una de las escolares argumenta de la siguien-
te manera: “si uno suma los nimeros de los dados, obtiene: A 20; B 18; C 16y D
18. Se ve que A tiene el valor mas alto”. Anteriormente ella habia trabajado con
diagramas de arbol. Debido a que no usd formas de verificacion —la suma de las
probabilidades no era siempre 1—, llegd a resultados errados. Ahora ella queria
tener un argumento extra en pro de sus resultados (falsos), pero esto no es conclu-
yente en esta situacion.

El hablar sobre los resultados, asi como sobre los resultados errados, forma parte del
aprendizaje con comprensién. El conocimiento se enlaza con modelos que se pueden
aplicar y se deslinda de elementos de conocimientos que no corresponden a esta tarea
(en este caso: la suma de los numeros, pero también el valor esperado). Entonces rige:

e Los multiples caminos de solucién, incluso si se muestran como ‘no transitables’,
pueden remitir anticipadamente a contenidos matematicos enriquecedores y asi
respaldar el aprendizaje con comprension.
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2.3 Los multiples caminos de solucién se pueden llevar a cabo en
clase

En clases no se trata solo de permitir que haya multiples caminos de solucion; eso
simplemente no se podra evitar. Lo central es, mas bien, que la variedad de caminos
de solucidn sea de acceso abierto para los escolares. Se trata de una tarea didactica,
que implica una clase que genere el espacio y el estimulo para accesos alternativos
y que defina el marco correspondiente. ;Existen modelos didacticos que cumplan
esta funciéon?

Una primera variante, que conjuga tanto aspectos didacticos como metodoldgicos,
se observa en unas sesiones de clase en Japdn, que se registraron en el estudio de
videos de Timss (Baumert et al. 1997; Neubrand 2002). Esta estructura de clase
asegura gque los multiples caminos de solucién sean accesibles para todos los esco-
lares. La apertura y a la vez la coherencia construida didacticamente de la sesion son
aspectos complementarios y no se deben pensar como opuestos.

Otra variante es el enfoque didactico de Gallin & Ruf (1993). Aqui también se ha
disefiado didacticamente la tension entre los caminos de solucion ‘singulares’ de
escolares individuales y su incorporacién consciente en caminos de solucién ‘regu-
lares’, que sucede a partir de la reflexion. Lo siguiente es comun a ambos enfoques:

e Los caminos de solucion multiples pueden estructurar la clase, cuando permane-
cen abiertos para las escolares y se introduce una evaluacién de los caminos de
solucion.

Mantener la apertura y contrastar distintos caminos de solucién en clase abre op-
ciones, pero también requiere algunas condiciones: asi se puede introducir y acom-
pafar la ‘practica inteligente’ (ver capitulo 3, pagina 113). Los escolares trabajan
diferentes soluciones para la misma tarea, y luego comparten sus caminos de solu-
cién. Una segunda opcion se refiere a la diferenciacion interna, pero de una forma
un poco distinta de lo comun. No se plantean tareas variadas, sino que la misma
tarea tiene un efecto diferenciador de forma natural, ya que permite diferentes
caminos de solucién que los escolares pueden recorrer segin sus capacidades. La
condicion esencial para que los multiples caminos de solucion puedan funcionar
como ‘conectores de conocimiento’ es la relaciéon interna de los temas abordados.
Depende de las dos funciones de los multiples caminos de solucién, que han sido
descritas agui, que se pueda profundizar en el mismo contenido y adquirir asf una
comprension reflexiva.
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e La condicién para un uso productivo en clase de los caminos de solucién mul-
tiples es que las sesiones de aprendizaje tengan una estructura coherente; es
decir, que se dé una profundizacion acumulativa y sistematica del tema elegido.
En ese caso, los multiples caminos de solucién pueden usarse para la practica

inteligente y la diferenciacién interna natural.

La siguiente tarea, “Construccion de piramides”, ilustra estas funciones de los mul-

tiples caminos de solucién en clase.

Construccion de piramides

a)

b)

)
d)

e)

f)

)

Las piezas de color son imanes; entre dos imanes se
encuentra siempre una bola. Un iman mide 27 mm
de largo, una bola tiene un didmetro de 13 mm.

Primero se construye la punta, para lo cual se usan
cuatro bolas y seis imanes. A partir de ahi se cons-
truye el primer piso hacia abajo. Para que la cons-
truccién sea mas estable, se coloca un iman como
barra transversal en cada bola. En la imagen se
muestra una piramide de dos pisos.

Se deben construir pirdmides haciendo uso de un
set de imanes. El area de base y las areas laterales
son triangulos equilateros.

Examina cuantos imanes y cuantas bolas se necesita para construir la pirdmide ilustra-
da.

Monika dice: “La longitud del borde de la pirdmide ilustrada es 8 cm”. ;Coémo llega a
esta respuesta?

Calcula el volumen de la pirdmide usando el valor de Monika.

¢Cuéntos triangulos pequefios y cuantos paralelogramos se encuentran afuera en la
piramide ilustrada?

¢Cuantos imanes se necesitan para construirle un piso mas a esta piramide?

Monika tiene 80 imanes y 50 bolas en su set. i Qué largo tiene el borde de la piramide
mas grande que puede construir?

¢Identificas un sistema para el nimero de imanes y el nimero de bolas en el borde n?

Escribe una expresion algebraica mediante la cual se pueda determinar el nimero de
imanes y bolas.
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La tarea “Construccion de pirdmides” corresponde a la idea directriz Espacio y for-
ma, pero con un énfasis distinto que el de la tarea “Descomposicion del octagono”
presentada en 2.1. Solo las tareas parciales b) y ¢) corresponden a la geometria
‘para medir’; las otras son parte de la geometria ‘para contar’. La tarea parcial g)
aborda una relacion funcional y se conecta con el dlgebra. En el centro se encuentra
siempre la forma espacial de la pirdmide.

Solo a partir del hecho de que haya tantas referencias cruzadas entre las tareas par-
ciales se dan suficientes posibilidades de eleccion diferenciadoras para la clase. Sin
embargo, antes se debe elegir el tema. Una posibilidad es hacer que la tarea sirva
para que los escolares se ocupen de forma activa y descubridora del tema “contar
de forma estructurada y representar con variables”. Para eso se pueden combinar
las tareas parciales a), e) y g), y eventualmente también d), de modo que este tema
se trabaje mediante tareas de distintos niveles, es decir para que se dé una ‘practica
inteligente’. Las otras tareas parciales, en las que se calcula el volumen, abordan
otra tematica. Es mejor posponerlas en pro de la profundizacion acumulativa y sis-
temadtica. El disefio coherente de sesiones de aprendizaje demanda tareas que estén
en sintonia unas con las otras, un precepto que rige tanto para las clases en las que
se trabaja un tema como para las fases de repeticién y practica.

Todas las tareas parciales permiten caminos de solucién variados, incluso la tarea
parcial b), que deja libertad para elegir cémo determinar las magnitudes caracteris-
ticas del tetraedro. La tarea parcial g) cierra el tema, por decirlo de alguna manera.
Les resultd muy dificil a los escolares de noveno del Gymnasium. Se dieron muchas
soluciones erradas y a menudo los resultados se compartieron sin posibilidad de
reconocer la estrategia que estaba detras, lo cual hace referencia a la competencia
tan desatendida de poder compartir con otros los propios pensamientos de forma
comprensible (competencia comunicativa). Las soluciones mas Utiles para la clase
fueron aquellas que describian la estrategia y la compartian en forma de expresion
algebraica. El siguiente es un camino de solucién de este tipo:
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Camino de solucion 1: contar en anillos

Bolas: 2% piso=3+2+1=6
3 piso=4+3+2=9 i3 bolas mas por cada piso!
4°piso=5+4+3=12 (la diferencia)
Stpiso=6+5+4=15

f(bolas en un piso,n)=(nN+1)+n+(nN-S1)

Imanes: 2%®piso=5+4+3=12
3 piso=7+6+5=18 i6 imanes mas por cada piso!
4°piso=9+8+7=24 (la diferencia)
S5t piso=11+10+9=30

flimanes en un piso, ) =(2n + 1) + 2n + (2n - 1)

La forma de la expresion, en la cual no se simplifica a 3n o 6n, y el hecho de que
primero se cuenten las bolas y luego los imanes, permite reconocer la estrategia:
por lo visto, se registran primero las bolas, y luego los imanes en forma de anillo
alrededor de los tres lados de la pirdmide en cada piso.

Los escolares se benefician si ya desde la tarea parcial a) evitan contar simplemen-
te, y usan de forma consciente una estrategia para contar. Sin embargo, es comun
encontrar tablas —sin ningln comentario— como la siguiente:

1 bola 0 imanes

3 bolas 6 imanes

6 bolas 12 imanes
En total: 1+ 3 + 6 bolas, 6 + 12 imanes

Las conclusiones a las que se llega a partir de los valores iniciales pueden ser distin-
tas, tal como lo muestran los siguientes ejemplos. La idea —Util en si misma— de
observar los cambios de piso a piso conduce a resultados erréneos si se continta
simplemente la regularidad numérica entre las filas 2 y 3 de manera esquematica,
sin prestar atencion a las relaciones geométricas y estructurales.
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Camino de solucion 2: Transicion al siguiente piso

A, Qe . A Belay 0 Tmeness
. Qe : 3 G 3wmcmen
pa Q)Oh‘-,ﬁ ) Q B 6
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2. Qiss @ 3 Btes )'Z G Yoy 72

3, Qe ¢ b Bl 2 AL Twmamin o
Qo ;42 Beleo o Snneems:

1. '

ijJMW Ay manss | 8 duplivw do piss o pis.

Un disefo de sesiones de aprendizaje coherente significa en este caso tematizar la
dependencia de ambas tareas parciales a) y g). Entonces deberia poderse identificar
el camino que lleva de contar de manera estructurada a usar variables.

2.4 Los multiples caminos de soluciéon dan indicios sobre el nivel de
rendimiento

Si la clase se mantiene abierta a multiples caminos de solucién, entonces los do-
centes podran reconocer qué sustancia intelectual pueden movilizar los escolares
individuales. Esta idea ya se desarrollé en el capitulo 2, pagina 96. Este proceder
supone un conocimiento profesional de tal tipo que el docente sepa con seguridad
cudles son las diferentes posibilidades de solucion de una tarea y —de forma maés
general— cuéles son las diferentes posibilidades de representacion de un concepto
o procedimiento. Sobre esta base debe darse en clase la evaluacién de los caminos
de solucién y también la revelaciéon de los criterios para esto.

En bibliografia relevante se presentan enfoques factibles para resolver el problema
de la evaluaciéon de caminos de solucién individuales. Gallin & Ruf (1993) proponen
un sistema de ponderacién para considerar si los escolares prefieren expresarse de
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forma verbal-reflexiva o mediante representaciones mentales. Becker & Shimada
(1997) hacen una evaluacion a priori de los caminos de solucion, segun la profun-
didad cognitiva que quiere dar el docente a cada camino. Dos soluciones de escola-
res para los siguientes ejemplos —que hacen referencia a la competencia Resolver
problemas— son ilustrativas:

Se conoce el area de un rombo: 120 cm?. La longitud de los lados y la longitud de ambas
diagonales son nimeros enteros (medidos en ¢cm). ¢ Puede construirse un rombo a partir de
estas especificaciones? Si no, ¢por qué no?

A este tipo de tareas se les puede llamar también ‘tareas inversas’ (Neubrand 2002),
ya que el planteamiento va en direccién contraria a la comun, en la que se pide
determinar el area de una figura dada. Aqui es al revés. En principio, tales tareas
son adecuadas para recorrer multiples caminos de solucién. Sobre todo, provocan
estrategias de ensayo y, por ende, enfoques de solucion individuales.

Dos escolares de noveno grado recorren caminos distintos. El escolar 1 no llega a la
solucién correcta. Pero ambos escolares se encuentran en condicion de enfrentarse
a una situacion problematica abierta; muestran por completo una comprension del
trabajo matematico en relaciéon con los problemas.

Ambos estudiantes muestran un pensamiento flexible y utilizan la estrategia del
ensayo, tal como se espera a partir del planteamiento de la tarea. Es decir, no
renuncian apenas reconocen que no logrardn avanzar si se limitan a aplicar un
método estandar.
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Camino de solucién 1: dos triangulos, probar

Texto y dibujo del estudiante:
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Camino de solucion 2: rombo en un rectangulo, probar

Texto y dibujo del estudiante

“Para calcular un rombo con el area 120 cm?, en el cual las
dos diagonales y los lados deben ser nimeros enteros, he /‘
pensado que un rectdngulo de un drea de 240 cm? debe- /,
ria tener espacio para un rombo con el drea de 120 cm?. “/
Entonces, empecé a probar. /,

Primero tomé un rectangulo con las medidas 20 por 12 /
cm, pero este no dio lineas de numeros enteros. A conti- b
nuacioén traté con las medidas 24 por 10, y asi llegué a mi
resultado final”.

<
a24%m heam = 400m
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El primer escolar interrumpe su procedimiento de ensayo apenas encuentra un re-
sultado parcial. Evidentemente él mide en el dibujo; al leer de forma poco precisa
se puede llegar a un valor entero de 12 cm para el lado del rombo.

En contraste, el sequndo escolar parece tener claro que se debe probar mas de una
vez para poder cumplir con todas las condiciones. La primera solucién muestra,
entonces, un trabajo menos profundo respecto de la estructura del problema.

No se pueden formular reglas generales para juzgar el valor de caminos de so-
lucién alternativos. Esto depende en gran medida de la tarea, y también de las
“herramientas” mentales de las que disponen los escolares (ver capitulo 2, pagina
96). Pero lo siguiente puede servir de orientaciéon: se puede calificar mejor una es-
trategia general que un célculo para un caso individual; considerar varios aspectos
es mas exigente gue un procedimiento unidimensional; captar el significado de un
objeto es mas valioso que considerar Unicamente aspectos sintacticos; utilizar varios
métodos de representacion es mas valioso que quedarse en un solo modo, etcétera.
Por consiguiente, esta funcién de los multiples caminos de solucién es la que rige
para constatar el nivel de rendimiento:

e Los multiples caminos de solucién pueden evaluarse segin su demanda cogniti-
va. Asi, permiten una estimacion del nivel de rendimiento de los escolares.

Los docentes deben realizar con anterioridad tales evaluaciones de los diferentes
caminos de solucién. La base para ello es el analisis del espectro de soluciones po-
sibles para una tarea y de las competencias matematicas generales. Esto supone
el conocimiento de la materia, pero sobre todo conocimientos sobre las formas de
pensar de los escolares.

La evaluacién de los caminos de solucidon que muestra la clase completa puede
indicar también qué desempeno cognitivo ya se ha logrado y cuél debe seguir
trabajandose en clase. Una estimacién del espectro de desempefio de una clase
completa puede servirse de lo siguiente como orientacion: si los caminos de solu-
cion observados se encuentran en un mismo nivel cognitivo o en diferentes niveles;
si los enfoques matemaéticos son iguales o diferentes; si las estrategias de solucion
se presentan de forma clara o si solo se reportan resultados desnudos, etcétera. Los
ambitos de exigencia de las competencias matematicas generales, definidos en los
estandares de aprendizaje, pueden dar indicios de como estimar la demanda cog-
nitiva al aparecer las competencias individuales. Sin embargo, esto no reemplaza el
analisis de la tarea, que se relaciona con el caso particular.
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3. TIPOS DE TAREAS
Wilfried Herget

Tareas abiertas o cerradas, con calculos y simbolos o con textos, con respuesta libre
0 con respuesta de opcidn multiple, reproduccion familiar o resoluciéon de proble-
mas exigente, al mirar mas de cerca, la variedad de formatos y tipos de tarea resulta
muy rica. En este aporte se dara una vision conjunta, estructurada sobre todo a
partir del disefio exterior de las tareas y de las distintas actividades de los escolares.

3.1 Visién general

Las tareas de aprendizaje y de rendimiento que se encuentran en los libros escolares
y en clases suelen tener una formulacién precisa y univoca y se espera para ellas una
respuesta igual de univoca, es decir, las llamadas tareas cerradas. Por lo general son
del tipo “Calcula...” o “Resuelve...”. A menudo la respuesta consiste en un nime-
ro o una medida y el resultado rige para todos los involucrados. Este tipo de tareas
permite a los escolares entrenar capacidades y habilidades en caminos familiares
para ellos y adquirir competencias matematicas sobre esta base. Cuando estas ta-
reas se resuelven Unicamente haciendo uso de los procedimientos de calculo de las
ultimas clases, entonces se estan abordando principalmente —si no Unicamente—
habilidades de célculo y procedimentales. Las ventajas de dichas tareas consisten en
gue suelen ser faciles de variar, en que con ellas se puede ‘coger’ practica y en que
las soluciones de los escolares se pueden corregir rapidamente. Todo esto permite
una alta densidad de ejercicios; sin embargo, la sostenibilidad de aquello que se
ejercita no estad garantizada si es que lo aprendido se usa solo de forma mecanica
y a modo de receta.

Entiéndase bien: entre las tareas cerradas también existen aquellas que permiten el
aprendizaje sostenible de un amplio espectro de competencias. Ademas, muchas
de las tareas en las cuales la exigencia en la resolucion de problemas se encuentra
en primer plano son en realidad ‘cerradas.

Sin embargo, los formatos de tarea cerrados no son suficientes cuando no se trata
solo de habilidades sino también de la comprensién y argumentacion sostenibles,
entre otros. Las tareas abiertas ofrecen buenas posibilidades de ampliar las compe-
tencias en estos ambitos.

Una serie de tipos de tarea como estas se enumera a continuacion:
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e Dibujar, completar, aplicar.

e Tareas inversas.

e Aprender de errores.

e Comprender representaciones.

e Conectar, procesar e interpretar informacion.
e Representar resultados.

e Generar tareas propias.

e Preguntas-foto: modelar situaciones matematicamente.

Esta vision general se guia sobre todo del disefio exterior de las tareas y de las diver-
sas actividades de los escolares. Otra vision estructuraria los tipos de tarea de otra
manera; por ejemplo, “Tareas para empezar”, “Descubrir relaciones matematicas”,
"Encontrar estrategias de procedimiento”, “Interpretar resultados”, entre otros.

Los siguientes ejemplos y caminos muestran como se puede practicar de forma
variada (ver capitulo 2, pagina 97), a veces incluso mediante pequenos cambios al
planteamiento de las tareas, y también como se puede fomentar y comprobar el
desarrollo de las capacidades y competencias mencionadas.

3.2 Dibujar, completar, ampliar y tareas inversas

Un tipo de tarea bastante sencillo en cuanto a su formato (no necesariamente en
cuanto a la exigencia), que demanda mayor creatividad y se basa menos en la re-
produccién, es el requerimiento de anotar algo en un dibujo. Un ejemplo de esto es
la tarea “Unidad en la recta numérica” (ver capitulo 1, pagina 81) o de completar
un calculo.

e En los cuadrados faltan los signos. Completa de modo que la afirmacién sea
correcta:

3[]5[]7=38

Completar signos o numeros bajo ciertas condiciones suele ser poco usual para los
escolares e implica por lo tanto una forma de practica inteligente (ver capitulo 3,
pagina 113).
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e Escribe una ecuacion cuadratica que dé 0y 3 como resultado.

Quien pueda resolver esto con éxito ha aprendido mas —o al menos algo distin-
to— gue resolver simplemente una ecuacion cuadratica: no solo se trata de usar
un procedimiento aprendido, sino de comprender la relaciéon entre las posiciones
cero (Nullstellen) de una ecuacion cuadratica y la posible representacién de una
expresion cuadratica.

En este caso se trata de una tarea inversa tipica: no se debe calcular el resultado
sino que se debe encontrar la tarea que corresponde al resultado dado segun con-
diciones secundarias fijas. Aqui se llega a la meta mediante el ensayo repetido o,
segun la capacidad de rendimiento, mediante una estrategia desarrollada por uno
mismo. Esta diferenciacion se da naturalmente.

Estas tareas inversas tienen una funcién clave en el proceso de aprendizaje, que
va mas allad de la misma actividad y que no puede ser sobrevalorada. Se pueden
disefiar a partir de tareas estandar y enriquecen tanto la situacién de aprendizaje
como de rendimiento. Lo importante es que, en general, la tarea inversa se debe
presentar de forma casi simultanea con la tarea original, porque ambos tipos de
tarea se complementan mutuamente.

Los formatos de tarea como estos son apropiados especialmente para situaciones
de aprendizaje, pero también para situaciones de rendimiento (ver capitulo 1, pagi-
na 81) y se encuentran con cada vez mayor frecuencia en los libros escolares.

3.3 Tareas para marcar, opcion multiple y ampliaciones

En los tests se suelen encontrar tareas para marcar y, en un sentido mas estricto,
tareas del formato de opcion multiple. Si han sido bien preparadas, entonces pue-
den dan informacién sobre las capacidades y déficits y asi servir de base para un
fomento individual.

Lo siguiente es el inicio de una tarea del estudio internacional de rendimiento esco-
lar TIMSS 2, pensada para las clases de sétimo u octavo grado:

Tres nUmeros naturales

Christian ha intentado encontrar tres nUmeros naturales consecutivos cuya suma es 81.

Ha escrito la siguiente ecuaciéon: (n—=1)+n +(n + 1) = 81.
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¢Cémo continua la tarea?

Lo usual son preguntas de tipo “;Cuanto es n?" o “;Cuales son los tres nume-
ros?"”. Con esto se alude directamente a un procedimiento de solucion que quiza se
acaba de trabajar en clase y que se debe recorrer sin cometer errores, en la medida
de lo posible.

De hecho, la tarea de TIMSS contintia de una forma diferente:

Tres niumeros naturales (continuacion)

¢ Qué significa la n?

e El numero mas pequeno de los tres nimeros naturales.
e El nimero del medio de los tres nUmeros naturales.

e El numero mas grande de los tres nimeros naturales.

e La diferencia entre el nimero mas pequeno y el mas grande de los tres nimeros natu-
rales.

Se puede resolver esta tarea si uno se da cuenta de que la expresion de la izquier-
da se compone de los nimeros n — 1 (el nimero mas pequefo), n (el nimero del
medio) y n + 1 (el nimero mas grande). Por consiguiente, con esto se comprueba
en qué medida los escolares leen e interpretan de forma correcta la ecuacion, en
especial la expresion izquierda. Por cierto, solo 21% de los escolares alemanes de
sétimo grado y 27% de los escolares de octavo grado resolvieron esta tarea correc-
tamente; en el resto del mundo fueron 31% y 37%, respectivamente.

En clase, donde se pueden abordar repreguntas y se puede explicar una pregunta
si resulta necesario, basta con una pregunta como:

e Qué ha pensado Christian para llegar a esto?

Algunas de las tareas publicadas de TIMSS y PISA muestran como se puede evaluar
de forma razonable mediante estas tareas para marcar.
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¢ Cdmo se puede escribir “la mitad del nimero a”? Marca en cada caso la respuesta que

corresponde.

% Si O No ]
1 .

a- & Si ] No ]

< ea Si O No ]

a- o Si ] No [

05ea S ] No ]

a: % Si ] No ]

1

Za S ] No ]

Se reconoce cdmo las alternativas reflejan las estrategias erradas que podria es-
perarse de los escolares. Por lo tanto, es posible concluir cuales son los probables
errores subyacentes. Por ejemplo, en —% se podria pensar que se debe restar la
mitad del valor de una variable, pero incluso si se lee a media voz, se deberia notar
que ‘a menos un medio’ no es o mismo que ‘a menos la mitad del nUmero a’. Por el

contrario, en el caso de a —%- a, algunos pasos mentales son necesarios: se requie-

re un control de la propia comprension de la expresion. Por cierto, > a se interpreta
de forma correcta como % e a. Evidentemente el signo de multiplicacion tiene un
ligero efecto sobre la inseguridad. Un anaélisis detallado y relacionado con las clases

de esta y otras tareas se encuentra en Cohors-Fresenborg, Sommer & Sjuts (2004).

A propdsito, en la evaluacion PISA 2000 en Alemania solo 13% de los jovenes de
15 afios marcaron las siete respuestas de forma correcta.

La siguiente tarea también muestra como se pueden capturar nociones erradas
comunes mediante este formato de marcar Si-No:
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Se debe calcular 13 ® 24. ;Qué caminos de calculo son correctos?

a) Marca, en cada caso, si la respuesta aplica.

al)13e20+ 134 Si 0 No 0
a2)10920+10e4+34 Si 0 No 0
a3)20¢10+3¢4 Si n No ]
a4)20910+410+203+4 3 Si 0 No 0
a5)20 e 13+ 4 Si 0 No n

La tarea puede resultar un estimulo para tematizar las nociones erradas en relacién
con las expresiones algebraicas y para aclararlas (repeticién que permite profun-
dizar en el manejo de expresiones). Para esto se debe abrir primero el estrecho
formato falso-correcto:

13 por 24 (continuacién)

b) ¢Cémo han surgido estos calculos?

¢ Qué errores se han cometido en los caminos de solucién incorrectos?

Finalmente, se puede plantear incluso este tipo de tareas a los escolares:

13 por 24 (continuacién)

¢) Desarrolla por ti mismo una tarea similar con alternativas de respuestas correctas e
incorrectas. Piensa en una secuencia.

Aguel que genera o varia una tarea por si mismo (ver capitulo 1), aprende mas —o
al menos algo distinto— que al trabajar Unicamente con la tarea. Esto también rige
para el docente, por cierto.

En principio, todas estas preguntas abiertas, que estimulan el Comunicar y el Argu-
mentar, son apropiadas para situaciones tanto de aprendizaje como de rendimiento.
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3.4 Aprender de los errores; corregir lo falso de manera
fundamentada

También da buenos resultados presentar en una conversacion ficticia soluciones
falsas o sorprendentes y pedir que las comenten:

13 por 24 (continuacién)

d) Klaus: “;13 @ 24? jYo calculo 10 ® 20 + 3 e 41",

¢ Qué opinas? Asume una posicion y fundamenta tu opinioén.

Lidiar con errores de una forma critica y constructiva es una meta importante de las
clases de matematicas, y a menudo resulta mas facil o divertido descubrir un error
y corregirlo con fundamento que tener ‘solamente’ que calcular bien.

En principio, aqui (también) se trata de las competencias Argumentar y Comunicar.

I?)-x +6 =2 l '.,?)

a) La ecuacion 3x + 5 = 27 se resolvid de
x5 =14 1]-5

la siguiente manera:

Examina los pasos de solucién y decide si el resultado es correcto o incorrecto. Corrigelo
de ser el caso.

Si un escolar no esta acostumbrado a probar si una solucién presentada es correc-
ta, mostrara la tendencia a calcular ‘como siempre’ y a presentar su solucién (ojala
correcta) de forma aislada en mayor o menor medida.

Solucion del escolar 1

B 1D =23 )5 L comive do Lo sdtucicm ol el
3x=22 13

w = 385
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Solucion del escolar 2

2 45 =23 |5 Lessddoovle dupe
x —MMH,W-QL
2+ = 22 1:3 detuaso csnctic 20
3,35

o _ 9,33

Esta perspectiva de que ‘calcular por uno mismo basta’ conlleva el sesgo de que
una prueba con la solucién x = 4 por si misma determinaria si el resultado es falso
o correcto.

La meta explicita de la tarea es iniciar un analisis y una discusién sobre los pasos
de la 'solucién’ presentada, tal como lo muestra el siguiente trabajo de un escolar:

Solucion del escolar 3

2,15 =23 ] 3

X +5 ‘-‘—Q1—5
x  =H

fuands €\ alole, dele dividir todes los nibmews.
No hl dividido 2\ e,

La experiencia muestra que un trabajo asi de diferenciado de la solucidn propuesta
es muy poco comun si no se conoce este tipo de tareas. Entonces, el buscar el error
debe abordarse en la preparacion en clase, para que los escolares no se queden
solamente en una fijacion estrecha y automatizada en ‘el calculo correcto o en ‘la’
secuencia correcta, sino que sean conscientes del sentido de cada paso. Solo asi se
abordan las competencias Argumentar y Comunicar.

En los periédicos también suelen encontrarse errores (Herget & Scholz 1998), sobre
todo en el ambito de “Partes y porcentajes”. El siguiente fragmento se ha conver-
tido en algo asi como un clasico:
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Conductores veloces

Si hace unos anos un décimo de los conductores manejaba rapido, ahora es ‘solo’
uno de cada cinco. Pero incluso el 5% es demasiado, y por eso se sigue controlando,
y los conductores veloces tienen que pagar.

Der Spiegel 41/1991, p. 352

Encuentra todos los errores en este articulo del periddico.

Escribe una carta de lector en la que corrijas todos los errores.

Agui no se trata de calcular el porcentaje o el total; mas bien se trata de la compren-
sién basica de la relacion entre porcentaje y parte, asi como de reconocer y corregir
el segundo error del periodista: las fracciones como % y 11—0 se ordenan mal si solo
se presta atencion al denominador como numero natural.

Respuesta del escolar

aada quinto chogeY no es S/ &vio20 |

Adew3s cada guvo conducior

25 muche mEs gue cada décimwo,
Yy vio menos.

Descubrir argumentaciones falsas, destapar errores y corregir fenémenos, fundamen-
tar puntos de vista mediante las matematicas, todo esto implica lidiar con los recursos
verbales de forma critica. Por eso se recomienda permitir en un inicio que este tipo de
tareas se trabaje en clase de forma grupal o en pares, que se recolecten los resultados
en plenario y que se intente formular luego como tarea para la casa. Esto se debe con-
versar en detalle, los diferentes caminos deben tener su lugar y su valor (ver capitulo 2).

Mas adelante es apropiado evaluar de forma individual las formulaciones de la carta
del lector. Con el tiempo se puede desarrollar asi una postura critica y constructiva
en la clase con respecto a articulos periodisticos errados, llevada a cabo a partir de
éxitos preparados con cautela con respecto a la argumentacién verbal-matematica.
iQué edificante resulta poder demostrarle al periodista formado, al adulto sabelo-
todo, que se ha equivocado!
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3.5 Comprender representaciones, conectar informacion, presentar
resultados

Lidiar con representaciones de forma comprensiva, establecer conexiones adecua-
das entre la informacion contenida en ellas e interpretar un resultado matematico
apropiadamente, todas estas son capacidades esenciales que también deben re-
querirse en las tareas, como por ejemplo en la siguiente:

Reporte de carreras

El grafico muestra el recorrido de Marc y Philipp en una carrera de veleros de Schiffdorf a
Nordholz. Dependiendo del tiempo se muestra el trecho cubierto:

Gefahrene Strecke

Philipp Marc
Nordholz

Schiffdorf >

16:00 17:00 18:00 Tageszeit
in Stunden

a) Al respecto, escribe un reporte haciendo uso de los siguientes conceptos: orden y dis-
tancia entre Marc y Philipp, velocidad (baja, media, alta), aceleracién, adelantamiento,
parada técnica, llegada a la meta.

¢ Qué titular le pondrias a tu informe?

En esta tarea se trata sobre todo de que los escolares lean, analicen e interpreten
gréficos (competencia Usar representaciones). Se debe verbalizar la informacion
(competencia Comunicar), y luego comprimirla de tal forma que se genere un titu-
lar significativo. Si se renuncia a la enumeracion de los conceptos a utilizar, enton-
ces la tarea resulta mas abierta.
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El siguiente ejemplo muestra como podria verse una variante para este grafico,
cerrada y para marcar.

Reporte de carrera (continuacion)

b) Marca en cada caso, la respuesta que corresponde.
b1) Philipp pasa a Marc dos veces. St [ No []
b2) Philipp pasa a Marc tres veces. St [ No []
b3) Marc pasa a Philipp dos veces. St [ No []
b4) No se puede afirmar nada con respecto a quién sobrepasaaquién.  Si [] No []
b5) Marc gana esta carrera. Si [ No [
b6) No se puede afirmar nada con respecto al vencedor. St [ No []
b7) Philipp pard dos veces. St [ No []
b8) Marc hizo el recorrido sin parar. St [ No [

En esta variante la competencia Usar representaciones es aln mas central, en cam-
bio, la competencia Comunicar casi no se aborda.

Por consiguiente, se debe comprender informacion textual o grafica de diagramas
de barras o circulares, procesar mateméaticamente de forma adecuada y elegir final-
mente una representacion apropiada para los resultados:

Diagrama de leche

Contenido de la leche

| 3,90 %
¢Cuantos gramos de proteina tiene un vaso de 4,50 %
leche (200 g)?

1,50 %

¢Cuantos gramos de agua tiene un vaso de le-
che (200 g)?

¢Cuantos litros de agua tiene un vaso de leche

(200 g)?
D Agua - Carbohidratos
D Grasa \:I Clara de huevo
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Primero se debe identificar en el gréafico el porcentaje que corresponde a la pro-
tefna y se debe calcular el porcentaje de agua; esto implica Usar representaciones
matematicas y sustraer informacién de ellas. A continuacion se deben calcular los
porcentajes correspondientes para 200 g de leche y transformar a la medida es-
pecificada, lo cual es mas bien una tarea estandar del ambito Resolver problemas.

De un articulo de periodico del 29 de abril de 2005:

Cada vez mas mascotas en Alemania

Los alemanes tienen cada vez mas mascotas. Entre los afios 2004 y 2005 el numero
de perros, gatos, péjaros y animales pequenos (sin contar peces ornamentales ni ani-
males de terrario) ha aumentado en 1,3% hasta llegar a 23,1 millones. La poblacién
canina sube en 6% hasta alcanzar 5,3 millones, el nimero de gatos en 2,7% hasta
llegar a 7,5 millones. En cambio, se constaté una reduccion en el caso de los pajaros,
cuyo ntimero disminuyé en 8,7% a 4,2 millones. Segun las estadisticas, las personas
de 40 a 49 anos tienen la mayor cantidad de mascotas; estas personas conforman el
25% de los duefios de animales. El 24% corresponde a las personas mayores de 60
anos, que se ubican asf muy cerca de la punta.

AFP

a) ¢Cuantos péjaros y cuantos perros habia en el afo 2004 en Alemania?

b) Representa el nUmero de perros, gatos, pajaros y de animales pequefos en el afio 2005
en un grafico circular.

c) ¢Contiene el articulo informacién suficiente como para calcular el nimero de animales
pequenos en el afo 2004? Fundamenta tu respuesta.

d) Michael dice: “Uno de cada cuatro de los cerca de 80 millones de ciudadanos tiene una
mascota, es decir alrededor de 20 millones”. Christina piensa que esta afirmacion es
errada.

Encuentra argumentos en pro de Christina. De ser el caso, explica el problema aplicado en
un ejemplo que tu elijas.

Mientras que a) apunta solo a la comprensiéon de textos y b) deberia resultar un
planteamiento familiar, ¢) demanda una reflexion fundamental sobre la problemati-
ca a partir de todo el texto. En d) surge nuevamente un dialogo ficticio e incitador,
un formato de tarea que, como ya se ha descrito, ha demostrado su eficacia en dar
pie a una argumentacion critica.
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3.6 Generar tareas

En vez de pedir ‘solamente’ que los escolares resuelvan tareas, puede resultar Util
permitir que desarrollen por si mismos una tarea. De forma similar a las tareas in-
versas, descritas en parrafos anteriores, estas permiten aprender otras cosas y por
otros caminos.

Vacaciones en el extranjero

El grafico muestra cuanto gastan
los alemanes durante sus vacacio-
nes en el extranjero entre los anos
1998 y 2004 respectivamente (da-
tos en miles de millones de euros).

Los turistas alemanes gastan cada vez mas
Gastos de viaje en el extranjero (en Mrd. de Euros)
57,4 58,0 57,2 58,0

a) Verifica el texto debajo del
gréfico. ;Qué te llama la aten-
cion?

b) Formula tres preguntas que se

puedan contestar mediante

este gréﬁco Responde Cada 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004
una de ellas. (I;os C|udadar)o_s alema_nes~se dan el gusto durante sus vacaciones:
urante los ultimos seis anos los gastos en el extranjero se
incrementaron en casi 10%.

Fuente: Deutsche Bundesbank/Dresdener Bank, BAT Freizeit, Forschugsintitut

Un procedimiento parecido aplicaria también al articulo del periddico y al grafico en
el caso de las dos tareas anteriores.

3.7 Preguntas-foto: modelar situaciones matematicamente

Por lo general, una situacion se trabaja matematicamente a partir de una foto.
Normalmente se tienen que hacer suposiciones auxiliares, que permiten simplificar,
y también se estiman las magnitudes necesarias para poder continuar calculando
(Herget, Jahnke & Kroll 2001; Herget & Klika 2003; Biichter, Herget, Leuders &
Muller 2006). Esto es bastante caracteristico de los problemas que se presentan en
la vida cotidiana en el colegio o méas adelante en la profesion.
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El globo de futbol

Un globo de futbol transportable hizo un viaje por
todas las doce sedes del Mundial de Futbol 2006.
En esta pelota gigante se realizaban eventos bajo
el lema “Festival cultural en el globo del Mun-
dial”. La pelota gigante se iluminaba de noche y
representaba el globo terraqueo.

a) Siun futbolista jugara con esta pelota, ;cuan-
to mediria éI? Describe tu procedimiento.

b) Qué longitud tendrfa el campo de futbol co-
rrespondiente, si se jugara con esta pelota?
Describe tu procedimiento.

El globo de futbol (continuacion)

El pie de bronce gigante de Uwe Seeler reci-
be a los fans a la entrada del estadio de fut-
bol de Hamburgo. Este pie de bronce mide
3,50 m de alto, 2,30 m de ancho, 5,50 m
de largo y pesa 1,5 toneladas.

Actualmente se estd verificando si la es-
cultura puede aparecer como “el pie mas
grande del mundo” en el libro de récords
Guinness.

c) ¢La medida de este pie corresponde al
pie del futbolista de la tarea parcial a)?

En un primer momento, esta tarea resulta muy poco usual. La situacién es poco es-
tructurada, la herramienta matematica que se debe utilizar no esta dada y evidente-
mente falta informacion necesaria: ¢ cuanto mide el globo de futbol? ; Cuadnto mide
una pelota de futbol normal? Ambos se deben estimar o investigar. La respuesta a
a) se halla, entonces, mediante la sencilla regla de tres. Asi se llega rapidamente a
una buena solucién aproximada.

Para las siguientes soluciones de los escolares se habia medido antes un didmetro
de 70 cm en una pelota comun.
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Solucion del escolar 1

La pe'tolﬁ? wide ADwm . Nos hemos orientade conla pesla de 2 metns de
Alua . Un gtbolista e esadur normdl wide cena e 4,90 0m. L peloa

0e oYl wide 1L om-
Cilwlo « P=20em « o = z2om
M @lestames 4,30 om @ 022 + 40 m
€\ sl es 77 26 vu.

€30 goere  decir aee {os p}{bohs:\as qwaebgn JUGRY L 3 (,»elzr\a de ADmetves
Oealhwa | dehen vnedic cer@ de 33, 2km.

€\ pe o pede geslereces a las Jugadsves g gonles pXQ.L €s k) geaens

Ol,&\wb i,g()cm . 1S5em :‘}.PL(.M
33 2 (m . SS00m = 34,04
]

23, e I, =40 F3um

Esto quiese deCix que el pie de los Jogadows g ganes HENe goe Medic 10,33 om.

El manejo errado con unidades de longitud en este ejemplo debe saltar a la vista a
mas tardar cuando se lee la oracion final. Es concebible retomar esta soluciéon y usar
la tarea en el sentido de aprender del error.

Los resultados se suelen presentar primero —tal como sucedio en este ejemplo—
con demasiada exactitud. Luego, la discusion sobre las diferencias entre los resulta-
dos dentro de la clase conduce a una ‘modestia’ adecuada, en el sentido de saber
gue en este tipo de tareas la inexactitud de los resultados es en principio inevitable.

Mas alld de habilidades sencillas, se ponen en practica ideas centrales como las
de medir, aproximar, y también la idea directriz Espacio y forma, asi como la idea
de la linealizacion (ver también la tarea de investigacién “Burbuja de jabdn” en el
capitulo 1, pagina 92).
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Solucion del escolar 2

Mositns phodonis e Lo plsste. mide AOmelnd de allues, puso
" %”"'-‘?"' MmdﬂamﬁmmmM

P
a,) (e APE,W‘{AM F0om ﬂegw 22, 80m.
P, d| o
% = 4

)9'" = T.'E.} T

Do fuutbetinle. wovmal mcide aproromadsmnds 4,95 de alture
I rdacisic do Ao pulste ouomds o Koo prouoie- 20k 44,88,
€0 cateute :

40 =™ = 4 0p0 cm

ABDOLM ¢ L2y B =5y 33 Cm

& D 85 pm b 400 = T4, om

'395 - 21,33 m
Qoo gamd Retste. gperde
Y SHm AD e

A} eshe, porge & pie b le tenhre gue 2er eora de 42 e g .
jo mido 4,35

g }Wgo &mipaﬂ

ke rdiigo 4,35 : 28 = ¢ 150,

Lot dhidims o oname. Lot b vehsisio 76: 425 = 42m
Evdances mo vesulta | poge d pe de (we Seeler mide S, SDm
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Al resolver estas tareas, los escolares pueden (aprender a) decidir como estructurar,
idealizar y matematizar la situaciéon y qué procedimiento elegir en cada caso. Pue-
den (aprender a) buscar, elegir, estimar, interpretar y evaluar de forma auténoma.
Por ende, una tarea de este tipo aborda muchas competencias matematicas dife-
rentes a lo largo del proceso de solucion.

Y en todo esto no existe un Unico camino correcto, una Unica respuesta correcta:
las tareas son mas bien de tal forma que demandan varias soluciones, que permiten
ideas de solucién muy diversas. Es interesante que estas tareas resulten apropiadas
incluso para los grados menores y se pueden aplicar antes de que los contenidos
matematicos ‘correctos’ se aborden en clase.

El rol del docente cambia, sobre todo cuando se usan estas tareas en clase: pasa
de ser un ‘proveedor de conocimiento’ a ser un ‘moderador de conocimiento’. Se
vuelve cada vez mas importante observar con mucho cuidado los enfoques de so-
lucién de los escolares, estimular y acompanfar su trabajo a partir de un propdésito
especifico, y finalmente reflexionar con los grupos y con la clase completa sobre
las diferentes estrategias de solucién, asi como sefalar las ideas centrales que se
encuentran en cada una. En esto rige siempre que, ante situaciones tan abiertas y
procesos de solucion tan variados, se evidencie el ‘hilo conductor” en clase.

Se requiere, en mucha mayor medida que en el trabajo con tareas estandar, argu-
mentos en vez de algoritmos:

— Un manejo soberano tanto de la riqueza como de los déficits de informacion.
— Una investigacion limpia y creativa, asi como una idealizacion autbnoma.
— Una idea de las magnitudes y estimaciones.

— La diferenciacion entre lo importante y lo accesorio, lo correcto y lo cuestiona-
ble.

— La eleccion de herramientas matematicas apropiadas.

— La inserciéon y conexiéon en una reserva de conocimientos, que uno mismo se
apropia.

— La comunicacién con otros, la argumentacion y la reflexion a lo largo de los di-
ferentes procesos de solucion.

— La habil combinacién de informacion y resultados para mostrar a los otros.
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4. REFERENCIAS A LA REALIDAD

Timo Leuders, Dominik Lei3

Las matematicas viven también de su referencia a la realidad. Ellas ofrecen, sobre
todo, diversos modelos para la descripcion de fenémenos reales en nuestro mun-
do natural y técnico. El siguiente aporte busca alumbrar estas relaciones entre Jas
matematicas y la realidad mediante un espectro de tareas referidas a esta ultima.
Las tareas utilizadas describen diversos aspectos de la referencia a la realidad, asi
como la variedad de competencias que se pueden desarrollar en el marco del uso
de modelos matematicos.

4.1 Matematicas y realidad

Cualquiera que hace matematicas —sea un escolar o un cientifico— no puede
evitar notar en algun momento que llevan una doble vida interesante: por un lado,
sirven para registrar, describir y clarificar situaciones del mundo que nos rodea, para
comprender e incluso predecir fenémenos; por otro, en las matematicas se debe
lidiar con ideas abstractas y estructuras mentales, por ejemplo con variables. Por
lo tanto, los objetos de las matematicas son tanto ideas abstractas como modelos
para describir la realidad concreta, incluso simultdneamente. Las clases de matema-
ticas deben permitir que el escolar experimente ambas caras de las matematicas.
Deben tener la experiencia de saber como se examinan patrones abstractos y se
reconocen estructuras, como por ejemplo las relaciones entre los angulos o las
regularidades en secuencias numéricas, pero también deben enfrentarse a proble-
mas y situaciones relacionadas con la realidad, para cuyo registro y comprension
las matematicas constituyen una herramienta poderosa. Este es el contenido de las
experiencias basicas, tal como exige H. Winter para las clases de matematicas (ver
capitulo 1, pagina 21).

La forma como las matematicas y la realidad se encuentran en la clase determina,
en gran medida, qué imagen desarrollaran los escolares de las matematicas. El
uso de las matematicas en situaciones reales estd impregnado de una variedad
de actividades: los escolares deben experimentar en clase cual es el poder, pero
también cuales son los limites de los modelos matematicos. Ellos deben usar y
evaluar los modelos vigentes, pero también formular modelos de forma auténo-
ma y emplearlos. Deben interpretar las soluciones a las que llegaron mediante un
modelo matematico, y evaluar a continuacion si el modelo ayudé a resolver el pro-
blema planteado de forma adecuada. Todas estas acciones pertenecen a Modelar
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matematicamente (Leuders & Maaf3 2005; Blum & Leil3 2005 y la descripcién de la
competencia Modelar, en el capitulo 2, pagina 33).

Naturalmente, no todas estas actividades deben ser incitadas en todas las tareas
en todo su despliegue: es posible promover solo procesos parciales del modelado
mediante una tarea y el trabajo con ella.

Realidad Matematicas

z

Para que los escolares puedan tener estas experiencias, es necesario cumplir dos
condiciones: (i) las tareas que trabajan deben ofrecer oportunidades apropiadas
para aprender, y (ii) el docente debe organizar una clase que los apoye en ello de
forma adecuada y suficiente. Con respecto a las condiciones de la clase, se inclu-
yen, por ejemplo, formas de ensefar que permitan un trabajo activo y auténomo
con problemas variados, el respaldo del docente y una comunicacién abierta a cri-
ticas sobre los enfoques de solucion, los errores y las diversas interpretaciones (ver
LeiB, Moller & Schukajlow 2006, entre otros).

Las tareas que encarnan de forma apropiada las referencias a la realidad pueden tener
una naturaleza muy distinta. Se trata, por ejemplo, de tareas en las que los escolares:

e Usan modelos matematicos para registrar y resolver problemas referidos a la
realidad.

e Desarrollan prescripciones matematicas para tomar decisiones o evaluar situaciones.
e Esbozan ilustraciones de medidas o las cuestionan.
e Encuentran por si mismos las matematicas en el mundo mediatico o real.

e Utilizan y desarrollan conceptos o procedimientos matematicos al trabajar con
problemas de la realidad.
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4.2 Registrar y resolver problemas referidos a la realidad

Mermelada

Carola Lutzel prepara mermeladas y jaleas muy ricas. Ella decide vender sus productos para
generar una ganancia y ya no regalarlos mas a sus amigos y familiares.

a) Las mermeladas de Carola estan hechas de una parte de azlcar y dos de fruta.

Calcula cudntos potes de 450 g de mermelada puede preparar Carola, si tiene 100 kg
de fruta.

b) Para la mermelada, Carola necesita potes va-
cios de diferentes tamanos. Un comerciante
ofrece potes con tapa en tres tamafos distin-
tos. Ella sabe que en un pote de 350 ml de
capacidad se puede poner alrededor de 450 g
de mermelada.

Calcula cuantos gramos de mermelada caben
en un pote de 190 mly en uno de 280 ml.

¢) Carola ha calculado que el costo de los materiales para la produccién de 1 kg de
mermelada de frambuesa asciende a EUR 2,10. El pote vacio con tapa para 450 g de
mermelada cuesta EUR 0,51 en el mercado mayorista.

¢A qué precio deberia vender Carola el pote de 450 g de mermelada de frambuesa?
Propon un precio de venta y fundaméntalo.

Las competencias necesarias para resolver estas tareas parciales son, sobre todo,
Modelar y Comunicar. Asi rige que —mas alla de comprender los fendmenos des-
critos— se deben establecer numerosas conexiones entre los datos de proporciéon y
cantidad para poder llegar a un resultado. La siguiente respuesta a la tarea parcial
a) muestra que los escolares no deben dejar de lado el contexto:

Respuesta del escolar 1

) Feota = = - ACO¥g = 40 000 g Lota- puede pregavas 333 @hs,
* Soa A450g, (4004 depula

Agbewr = A = 80 wg = SO 000 g %m%dea' )

> W),

ASO 000g = A4S0 = 33,3

A380
4500
4350
2500
1350

2850
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Un procedimiento que no tome en cuenta la situacion real habria llevado a propo-
ner 333,33 como resultado final. Sin embargo, hubiese sido deseable una reflexion
mas del escolar con respecto a los limites del modelo. El escolar no habria respon-
dido entonces con un ndmero exacto (333) de potes, sino con un ndmero redon-
deado (por ejemplo “alrededor de 330") y habria hecho referencia a la pérdida de
peso en fruta, ya sea por las pepas, el desperdicio, entre otros.

En el siguiente trabajo con la tarea parcial b) también se hace evidente que una re-
flexion critica sobre la exactitud, que tenga en cuenta la situacién real, queda fuera:

Respuesta del escolar 2

B) 42D 1330 = 228=~ 43 42043 280- 43
440 280
il %0
7000 - %40
300 10y 64,09
3000 s =

Q@a; en V05 de A0 ml cdloen 23, o0 fos & L8O m (aben 3 Gl

La competencia Comunicar se refiere, en primer lugar, a la comprension del texto,
y luego a una presentacion comprensible del camino de solucién. Asi, en el caso
de la siguiente solucién a la tarea parcial ), no es evidente qué calculé la escolar
y, sobre todo, queda poco claro en qué reflexiones se basa para llegar al precio de
EUR 2 por pote. En el sentido del Comunicar, la presentacion de los pasos dados, asi
como del razonamiento, era un componente necesario de la solucién a esta tarea.

Respuesta de un escolar 3

C) Alg = 2,40 € = Bt
8 % ASck
400G = 240C 0,2A" 45 + Sicd
a4 Aee

A0S

0,quse = 045

p——

- deboerta (oloxac cexca de 2 evws pee pote.
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Lo que se indica en esta tarea para las partes a), b) y ¢) son preguntas que se
proponen una situaciéon de venta de este tipo o similar. El manejo comprensivo de
los nimeros dados forma la base para resolver de manera adecuada un problema
relacionado con la realidad. En una situacion auténtica los pasos de soluciéon no
estarfan separados unos de otros de forma tan clara y los datos necesarios no se
presentarian de manera tan limpia: por ejemplo, el volumen de los tres tipos de
pote se tendria que averiguar en internet, mediante una llamada telefénica o ha-
ciendo mediciones.

Si uno quiere que los escolares realmente hagan uso de las competencias de mo-
delado que se describieron anteriormente, entonces se puede plantear la tarea de
forma mas abierta:

Carola Lutzel prepara mermeladas y jaleas muy ricas. Ella decide vender sus productos para
generar una ganancia y ya no regalarlos mas a sus amigos y familiares.

a) Recopila todo lo que Carola debe saber o calcular para poder hacerlo.

b) Luego, haz una propuesta fundamentada de cuanto deberia costar cada pote de mer-
melada.

Este tipo de problemas abiertos refleja de forma mas realista aun cual es el uso de
las matematicas. Sin embargo, son laboriosos y no siempre se pueden implementar
en clase. En este caso, por ejemplo, los escolares necesitaran acceso a internet y
tendran que experimentar con potes, fruta y agua. Naturalmente, entre las dos
variantes presentadas existen niveles intermedios de apertura.

Pero sin este tipo de apertura también se puede reforzar el caracter realista de ta-
reas como esta. Para evitar que los escolares solo vean la tarea matematica detras
de esta situacion y que dejen de lado la relacion con la realidad en sus calculos, se
puede exigir una reflexion seria sobre el contexto y los supuestos que devienen para
el modelo. Por ejemplo:

c) ;Qué simplificaciones y supuestos se hallan en la tarea que uno quizas deberia obser-
var? ;Qué efecto tienen sobre los célculos? ;Qué otras preguntas podria hacer Carola
y responder quizas con la ayuda de las matematicas?

Todas las actividades que se espera a partir de estas preguntas corresponden a pro-
blemas auténticos, que se pueden resolver mediante las matematicas. Nadie exigiria
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gue se calcule el volumen de un prisma de base hexagonal si en la situacién real lo
que se haria es medirlo.

Uno podria objetarle a la tarea “Mermelada” que finalmente no representa un
uso auténtico de las matematicas. Esta limitacion aplica en principio a todos los
problemas que se plantean en el contexto escolar, dado que se puede ver a la es-
cuela como un espacio libre para probar sin compromisos. Esto cambia cuando las
situaciones de aplicacion dejan de ser hipotéticas; por ejemplo, se debe planificar
la compra de bebidas para una fiesta escolar o la compra de material para alguna
remodelaciéon. En tales oportunidades se prueba el uso de las matematicas en la
practica. Una clase organizada en forma de proyecto puede garantizar esto y debe-
ria llevarse a cabo de tiempo en tiempo (ver capitulo 4, pagina 126).

4.3 Desarrollar prescripciones matematicas para tomar decisiones o
evaluar situaciones

Los modelos que se mencionaron en los parrafos anteriores describian en principio
fendmenos reales. Sin embargo, también hay situaciones como la siguiente, en las
que la realidad recién se determina a partir de la eleccidon del modelo matematico
(ver Biichter & Leuders 2005, pagina 127):

Costos de vacaciones

En agosto de 2003 las familias Ritterbach y Fleig pasaron sus vacaciones de catorce dias
juntas en un departamento en el Mar Baltico. La familia Ritterbach estd compuesta por dos
adultos y un hijo; la familia Fleig, por el sefor Fleig, papa soltero, y su hija. Ambos nifios
tienen 10 afos. Han gastado EUR 960 en alimentacion y paseos conjuntos en el carro de
la familia Ritterbach.

El sefor Ritterbach propone que cada familia pague la mitad de los costos totales. El sefior
Fleig no estd de acuerdo. ;Qué reparticiéon podria proponer el sefior Fleig? Piensen en al
menos una propuesta. Calculen los costos para cada familia seguin cada propuesta.

Los escolares suelen encontrar tres modelos: cada persona paga lo mismo, los nifios
no pagan o los nifos pagan la mitad. Esto lleva a prorrateos de relacién 3:2; 2 : 1
02,5:1,5. ;Qué modelo de prorrateo es mejor? No se puede decidir cual es mas
cercano a la realidad; mas bien se debe tomar una decision racional y consensuada,
haciendo uso de un ‘modelo normativo’, y determinar qué distribucién se debe
realizar.
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De hecho, en la tarea parcial ¢) de “Mermelada” es necesaria una modelacién
normativa del mismo tipo: el precio a fijar no se fundamenta solo en consideracio-
nes matematicas. Lo importante es que los escolares lo reconozcan y perciban los
espacios de maniobra que se generan al resolver la tarea.

4.4 Hacer ilustraciones o cuestionar criticamente magnitudes dadas

En las situaciones presentadas hasta el momento se mostraban problemas para
cuya solucién era necesario elaborar un modelo matematico. También existen si-
tuaciones en las que un problema ya esta resuelto, por ejemplo en las que ya se
calculd una cantidad o ya se conoce una magnitud. En esos casos rige permitir que
esta magnitud ‘hable’: ;cuanto es US$ 50 000 millones (la fortuna estimada de Bill
Gates)? ¢Cuanto es un millén de célculos (el rendimiento de una computadora de
un megaflop)? También en estos casos se pueden usar modelos matematicos y dar
a los resultados (matematicos) un significado, es decir, traducirlos a una situacion
imaginable, tal como en la siguiente tarea:

Desmonte

En el afo 2007 se realiza en Gera y Ronneburg, en Thiringen, una exposicion nacional de
jardines. En marzo de 2005 empieza la limpieza de las Ultimas dos laderas de desmonte de
la mina de uranio en las cercanias de Thiringen.

Hasta 2007 se deben despachar alrededor de 8,2 millones de m3 de desmonte de una
antigua explotacion a tajo abierto.

En un comunicado de prensa, publicado por la empresa WISMUT-GmbH el 17 de marzo de
2003, aparece la siguiente imagen:

Elige una comparacién de la vida cotidiana para esta cantidad de desmonte.
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Solucion del escolar 1
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El manejo de numeros y magnitudes también es un componente fundamental de
la formacion matematica general. La informacién en los medios actuales es muy
rica —quizas demasiado—en numeros. Uno debe estar en condicion de cuestionar
criticamente esta informacién numérica e incluso de poder verificarla (Herget &
Scholz 1998, Brauner & Leuders 2006). Un ejemplo:

Orangutan

Este es un fragmento de un articulo del periddico sobre la destruccién de la selva en Bor-
neo. Comprueba los datos comparativos de la Ultima parte del articulo.

No hay lugar para el orangutan

En Borneo, la selva desaparece cada minuto en una magnitud de dos canchas de
futbol, lo cual tiene consecuencias catastréficas, no solo para los monos.

“Cada ano talamos dos millones de hecta-
reas”, dice Soetino Wibowo, director general
del Ministerio de Bosques indonesio. Dos mi-
llones de hectareas. Si, dos millones. La mitad
de Israel. Cada ano. Mas de dos canchas de
fatbol por minuto. [...]

Frankfurter Rundschau,
8 de junio de 2005
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Un atractivo especial de tareas de este tipo es permitir diferentes posibilidades de
solucién, que no se evalUan segun el criterio correcto o incorrecto, sino segun su
utilidad y claridad.

4.5 Encontrar las matematicas en el mundo real

Mientras que la mayoria de tareas para modelar son impuestas por el docente o
por el libro de texto, también se puede incitar a los escolares a que busquen por si
mismos ocasiones para usar las matematicas en el mundo real y mediatico. En el
articulo del periédico del ejemplo anterior, las preguntas matematicas que se pue-
den hacer son bastante obvias. Mas alla de estas, se puede dar el encargo mucho
mas abierto de observar el mundo a través de lentes matematicos por un tiempo
y de anotar todo aquello que se puede registrar mediante las matematicas en una
especie de ‘diario matematico’.

4.6 Desarrollar conceptos o procedimientos matematicos para
resolver situaciones reales

En las tareas anteriores se usaron como modelos, en situaciones reales, concep-
tos y procedimientos matematicos que probablemente se aprendieron antes; por
ejemplo, se utilizé el procedimiento de la regla de tres, y con ello, el modelo de la
correspondencia proporcional para convertir magnitudes. Tales tareas —si se usan
de forma unidireccional y sin acompafiarlas de reflexion— pueden dar la impresion
equivocada de que las matematicas no son mas que un depdsito de modelos o
procedimientos que se usan en problemas de la realidad, mediante la eleccion y
aplicacion del modelo adecuado.

Esta perspectiva oculta el hecho de que los modelos matematicos no son predecesores
de los problemas, sino que suelen haberse desarrollado a partir de problemas concretos.
Esto rige para la mayor parte de las matematicas que se trabaja en el colegio y, mas que
una constatacion, se trata de un hecho histérico. Esta perspectiva es una gran oportuni-
dad para el disefio de procesos de aprendizaje exitosos. En el asi llamado “aprendizaje
genético”, los conceptos matematicos no se transmiten como si estuvieran terminados y
luego se utilizan. Mas bien los escolares pueden vivir en carne propia como los conceptos
matematicos surgen de forma organica de la solucion a problemas. Hans Freudenthal se
expresod de la siguiente manera con respecto a este tipo de relaciéon con la realidad: “Uno
usa las matematicas al crearlas de nuevo” (Freudenthal 1976, pagina 114). Este principio
no puede determinar cada proceso en clase, pero tampoco debe echarse al olvido.
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Una tarea que refleja este principio es la siguiente:

Licencia de conducir

Alos 12 anos, Karina recibi¢ de su madrina una cuenta de ahorros con EUR 600. La cuenta
se abrié por un periodo de 6 afos (plazo fijo) con un interés de 3,5%. Al final de cada afo,
ella recibe como interés el 3,5% del dinero que ya se encuentra en la cuenta.

“ijCon esto pagaré mi licencia de conducir!”, le dice Karina a su amiga Sabine.
“iJamas te alcanzara!”, le responde Sabine. “La licencia cuesta por lo menos EUR 1 000!".
a) (Por qué piensa Karina que alcanza?

b) (Tiene razén Sabine? En ese caso, ¢cdmo asi? Si no, ipor qué no? Puedes usar tablas
o gréficos para fundamentar tus afirmaciones; incluso puedes trabajar con una hoja de
célculo en computadora.

¢) (Puedes presentar una situacioén propia y similar en la que uno también se equivoque
en su estimaciéon en un primer momento?

Es decisivo que esta tarea se aplique antes de trabajar con el crecimiento porcentual
(exponencial). El contexto realista y de facil acceso respalda a los escolares en la ex-
ploracion de la situacion. Las representaciones y los conceptos que ellos encuentran
son transitorios y conducen al concepto buscado de crecimiento porcentual.

Tareas como esta se caracterizan porque no eliminan la complejidad (en este caso:
la contraposicién de crecimiento lineal y porcentual), sino que le dan la oportunidad
y el tiempo a los escolares de pasar por estas aparentes contradicciones y de tener
experiencias propias.

Los escolares no sacaran a relucir todos los aspectos matematicos fundamentales
en esta tarea, pero habran recolectado suficientes experiencias como para com-
prender una posterior formalizacién matematica.

Recién después se concretaran sus conceptos transitorios y sus ideas aln poco pre-
cisas. También se introduciran las representaciones y nomenclaturas matematicas
normadas. La tarea muestra cdmo una referencia a la realidad exitosa puede res-
paldar a los escolares en que ellos mismos desarrollen conceptos y procedimientos
matematicos.
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4.7 Vestimentas: éxitos y fracasos en las referencias a la realidad

En tareas como las precedentes los escolares aprenden que las matematicas son
un instrumento adecuado para describir y lidiar con situaciones en la realidad. Sin
embargo, también existen tareas en las que esta imagen se distorsiona. Esto suce-
de, sobre todo, cuando los contextos reales son solo ‘pseudocontextos’, es decir,
situaciones reales que fueron inventadas para estimular actividades matematicas. El
desempeno de los escolares que resuelven dichas tareas consiste menos en modelar
que en ‘desvestir’ una tarea. A continuacién un ejemplo:

Terreno de camping

Los miembros de la asociacion de camping Rheinaue quieren reparar el camino de la orilla
del Rhein.

El Directorio de la asociacion asume que el trabajo terminara en una semana, si es que cada
dia se logra avanzar 50 m.

(T4 qué opinas? Fundamenta tu res-
puesta.

Camping Rheinaue (EI bosquejo no
estd a escala).

La vestimenta realista de esta tarea es problematica porque, si uno tiene sentido
comun, se pregunta: ;cémo asi se conoce con tanta exactitud la distancia hasta el
rio, pero no la longitud paralela al rio? ;Por qué no se puede estimar la longitud de
la orilla midiéndola con pasos? Uno fuerza justamente a que los escolares no tomen
en serio el contexto para resolver esta tarea. Entonces, el efecto de aprendizaje im-
plicito es: “Las matematicas solo sirven para resolver tareas del libro”.

¢Como nace este tipo de tareas? El propdsito es bueno: un procedimiento matema-
tico, como la ley de los cosenos, se debe aplicar en una situaciéon. Sin embargo, la
aplicacion solo esta ‘actuada’, se ha ‘vestido’ la ley de los cosenos. ¢ Cémo se podria
remediar esto? O se desviste el procedimiento y se pide a los escolares que calculen
sobre un tridangulo, o se encuentra una aplicacién que presente de forma verosimil
la utilidad de la ley de los cosenos, lo cual hace necesario tener conocimientos mas
exactos de agrimensura. Quizas la ley de los cosenos no sea un mandato para el



PARTE 3: TAREAS DE MATEMATICAS ORIENTADAS AL DESARROLLO DE COMPETENCIAS

calculo practico, sino una relacién que resume de forma simbdlica la situacion es-
tandar de calcular tridangulos a partir de tres magnitudes parciales.

Pero tampoco se debe exagerar: no toda tarea vestida se debe evaluar solo a partir
de su autenticidad. Las vestimentas también tienen un lado positivo. Estas ofrecen
a los escolares un contexto comprensible y accesible, en el que se pueden mover
con sus experiencias cotidianas. Se debe sopesar con cuidado si las metas justifican
el uso de una tarea vestida, porque la imagen de las matematicas que se transmite
mediante ellas resulta siempre problematico.

Un ejemplo de una tarea ‘vestida’ bien lograda quizas sea el siguiente:

Escalera eléctrica

Hanna sube por las escaleras mecénicas de un centro comercial. Se puede representar su
movimiento mediante un grafico de funcién:

a1) ;Qué se puede leer de este grafico?
a2) El gréfico no refleja del todo el movimiento. Haz propuestas de mejora.

a3) Haz un grafico correspondiente para el movimiento de un ascensor (de un remonte de
esquf, de un paternoster - ascensor ciclico) y compara.
e

Altura en m

o - N W b~ U
N

2 4 6 8 10 12 14 Tiempo en s

Pero, ipor qué es esta una tarea ‘vestida’ bien lograda y la tarea del camping una
problematica? El siguiente principio puede servir para diferenciar entre pseudocon-
textos problematicos y tareas ‘vestidas’ justificadas (segun Jahnke 2005):

e /la tarea muestra cdmo asi las matematicas ayudan a comprender la realidad?
Entonces hay una referencia auténtica a la realidad.

e /la tarea muestra como la realidad ayuda a comprender las matematicas?
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Entonces se trata probablemente de una tarea ‘vestida’ util. Sin embargo, si la tarea
sugiere una referencia a la realidad en el sentido de la primera pregunta, pero real-
mente no se presenta asi o es incluso disparatada en la practica, entonces se trata
de un pseudocontexto problematico.

La transicion es difusa. No es facil determinar cuando deja de ser una simplificacion
didactica y se vuelve una falsificacion. Si uno quiere evaluar una referencia a la rea-
lidad de este tipo, entonces uno puede preguntarse, quizas:

e ;Se ha reflejado aqui el tipo de uso de las matematicas de una forma —en prin-
cipio— correcta?

e ;Habria mejores contextos?
e ;Se podria resolver un problema real usando las matematicas de esta manera?

e ,El contexto sugiere un caracter ltdico y poco serio, o sugiere, sin razén, que las
matematicas se ejercen de esta manera?

4.8 Notas finales

La mirada retrospectiva a los ejemplos de tareas aqui presentados muestra que
las referencias a la realidad en las clases de matematicas abarca un gran espectro.
Desde las aplicaciones auténticas en proyectos hasta las tareas ‘vestidas’, todos los
tipos tienen su justificacion especifica. La situacion se vuelve problematica recién
cuando la clase o el libro escolar restringen demasiado la referencia a la realidad o,
por el contrario, cuando esta se vuelve el Unico criterio.

La meta de tener en cuenta las referencias a la realidad es, por un lado, el fomento
de competencias matematicas, y por otro, la transmisién de una imagen adecuada
y rica de las matematicas. Ambas son condiciones para que los escolares conozcan,
valoren y usen las matematicas como una herramienta Gtil mas adelante en sus vidas.
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Compilacién de Christina Driike-Noe/Ralph Hartung/Alexander Roppelt

Esta parte contiene una compilacion de tareas orientadas al desarrollo de compe-
tencias realizada por los grupos regionales (ver parte 5). La correspondencia de las
tareas y sus respectivas subtareas con las ideas directrices, las competencias mate-
maticas generales y los ambitos de exigencia se pueden consultar en el capitulo 5.2.

Diferencias
Se tiene la recta g con la ecuaciéon y = 2x — 3 y la pardbola p con la ecuacion
y=x2—4x +7.

a) ;En qué puntos es menor la diferencia entre los valores de funcién de ambos
graficos?

b) Traslada la recta g en direccién y (hacia ambos lados) y examina la influencia de
la traslacion sobre la solucion de a).
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El puente Fehmarnsund: la percha mas grande del mundo

El puente Fehmarnsund une la isla Fehmarn con la tierra firme alemana.
Datos técnicos:

Longitud total del puente: 963,4 m

Altura del punto mas alto del arco sobre la superficie marina: 68 m
Altura del puente disponible para transito de barcos: 23 m
Longitud de base del arco: 248 m

Altura del arco sobre la via: 45 m

El arco del puente tiene forma parabdlica.
Define una ecuacion de la funcién que describa al arco del puente.
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Desperdicio

En el curso de Formacion Laboral se debe producir una esfera, lo méas grande posi-
ble, a partir de un cubo de madera con longitud de arista de 10 cm.

Klaus dice: “Eso genera casi 50% de desperdicio”.
Petra responde: “No, como méaximo una cuarta parte”.

¢Quién tiene razén? Argumenta tu respuesta.

©panama fotoproduktion, Dirk Krull, Dusseldorf
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Copa de arbol

Los arboles son nuestra fuente mas importante de oxigeno. Por ese motivo, la tala
de un arbol maduro debe ser reemplazada por la siembra de multiples arboles j6-
venes. Los arboles de copa producen por cada centimetro cuadrado de superficie
de hoja aproximadamente 1,9 ml de oxigeno al dia. La produccion total de oxigeno
del arbol depende del nimero total de hojas. Para una estimacion gruesa se asume
gue la densidad de hojas es constante en todas las partes de la copa de un arbol.

Durante los trabajos de habilitacién en una zona industrial, se debe talar un arbol
maduro (ver foto) con un didmetro de copa de 12 m. La empresa constructora debe
compensar esta tala con la siembra de 100 arboles jovenes de la misma especie con
un didmetro de 1,5 m cada uno. Realiza un calculo que permita determinar si esta
plantacion es suficiente para compensar inmediatamente la produccién de oxigeno
del arbol viejo. Describe tu procedimiento.
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Clavo récord

Para entrar al libro de récords de Guiness, el sefior Clavo desea colocar frente a su
hospedaje un clavo de acero sobredimensionado como reloj solar. Ya ha realizado
un disefio en la computadora que permite ver cdmo se deberia ver el clavo.

El clavo tiene aproximadamente 7 m de longitud y un diametro aproximado de 22
cm. La grua que esta disponible para instalar el clavo en su posicion puede levantar
una masa de 1,5 t como méximo (tip: 1 cm? de acero pesa 7,85 g).

¢Se puede colocar el clavo con esta grua?

Describe tu procedimiento.
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El rosedal

Un jardinero ha recibido del duefio de un jardin el encargo de plantar un rosedal
con rosas rojas y amarillas. El cliente tiene un terreno amplio y desea un rosedal
redondo, que esté cubierto de rosas rojas en el centro y rosas amarillas en el borde.

El jardinero ha recibido dos entregas de igual nimero de rosas rojas y amarillas.
Reflexiona que las rosas rojas alcanzan para sembrar un rosedal redondo con un
radio de 4,0 m. Las rosas amarillas se deberian sembrar alrededor del rosedal rojo,
alcanzando una superficie del mismo tamafo (ver esquema).

¢Cuan ancho deberia ser el anillo externo de rosas amarillas? Redondea el resultado.

Esquema:

244



Columpio

PARTE 4: COLECCION DE TAREAS

¢ Qué altura h sobre la posicion inicial alcanza el columpio cuando gira 45 grados

hacia arriba segun la ilustracién?

Indica el método de solucion.

2,50 m
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Buscar ejemplos en ejemplos de parabolas

Se observa una parabola con la regla de correspondencia: p: x — 0,5 X2 - 2.

a) Senala ejemplos para dos puntos, que se encuentren arriba y debajo de la para-
bola, respectivamente.

b) Dibuja la pardbola p y la recta g con la ecuacion y = 0,5x + 1 en el mismo plano
de coordenadas.

Proporciona la ecuacion de otra recta que también intercepte la parabola en dos
puntos.

Proporciona la ecuacion de una parabola que no intercepte la parabola en nin-
gln punto, asi como otra recta que intercepte la pardbola en solamente un
punto.

¢) Proporciona la expresion de la funcion de una parabola, que se encuentre com-
pletamente por encima de la parabola p.

Decide, en cada caso, si la afirmacion es verdadera o falsa.

Verdadera Falsa

Una parabola que esta abierta hacia abajo y cuyo api-
ce se encuentra debajo del apice de la parabola p no ] ]
tiene con certeza ningun punto de interseccion con p.

Una pardbola que esta abierta hacia arriba y tiene una
apertura mas ancha que p no tiene con certeza nin- ] ]
gun punto de interseccién con p.

Una pardbola que tiene la misma apertura que p y
estd abierta hacia abajo puede tener puntos de inter- ] ]
seccidén con p, pero no necesariamente.

d) Inventa afirmaciones similares a las de la parte d) respecto de relaciones de si-
tuacién entre rectas (con intercepto y e inclinacion m) y la parabola p. Indica en
cada caso si la afirmacion es verdadera o falsa, asegurando que tu respuesta sea
plausible.
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Iceberg (témpano de hielo)

Un iceberg pierde por afio aproximadamente 10% de su volumen.

a) ;Qué porcentaje de su volumen pierde el iceberg en cinco anos? Indica tu razo-
namiento para llegar a la solucién.

b) Inicialmente, el iceberg tiene un volumen de 800 km?3. ; Cuantos litros pierde en
un afo?
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Precios de fotografias

Peter manda a imprimir fotos a través de un servicio de impresion a distancia (envio
a domicilio). La imagen muestra una porcién de la cuenta:

Le agradecemos por su pedido del 20.03.2005

Su numero de pedido: 200001253 Fecha de facturacion y despacho:
Su numero de cliente: 61923 2.03.2005

Post. Cod. articulo  Descripcion del articulo Cantidad | PU. Total

1 1802 Impresién online formato 10 MA 46 0,10 € 4,60 €
2 99020 Costos de envio 1 2,59 € 2,59 €
Medio de pago: Neto 1.G.V.16% | Total
Depdsito bancario 6,20 € 0,99 € 7,19 €

a)
b)

(9)

d)

e)

i Qué porcentaje del importe total constituyen los costos de envio?

Peter esta muy satisfecho con el servicio de envio de fotos. “Ademas es mas ba-
rato que en la tienda de la esquina. Ahi la impresién en un formato de 10 cuesta
12 centavos; en el servicio a distancia solamente 10 centavos”, le comenta a
su amigo Markus. Markus responde: “Bueno, tan simple no es la cosa. Tienes
que considerar los gastos de envio”. Decide, a través de un calculo, si el servicio
a distancia en este encargo en concreto es mas barato que la impresién en la
tienda de la esquina.

Indica una regla de la funcién que describa los costos del servicio a distancia, asf
como de la tienda, dependiendo del nimero de fotos encargadas. Asume que
los costos de envio del servicio a distancia siempre son de 2,59 euros.

Mientras mas fotos se ordena, menor es la porcion de gastos de envio sobre
el costo total. Identifica a partir de qué nimero de fotos resulta mas barato el
servicio a distancia que la impresion en la tienda.

Markus también hace su pedido en un servicio de impresion fotografica online.
Este servicio, sin embargo, tiene un sistema de tarifas bastante complicado, que
se presenta en dos tablas (para el formato 10). Representa graficamente qué
costos totales resultan segun la cantidad de fotos que se pidan.
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NuUmero de Precio NuUmero de Porcion de

fotos solicitadas por copia fotos solicitadas costos de envio
1 hasta 9 15 cent 1 hasta 9 1€
10 hasta 49 12 cent 10 hasta 200 2€
50 hasta 99 10 cent A partir de 201 Costos  asumidos
100 hasta 300 8 cent por el estableci-
miento.

A partir de 301 Preguntar por con-

diciones especiales

f) Markus explica a Peter: “Esta tarificacion es de alguna forma poco racional, pues
si alguien pidiera 95 o 98 fotos, seria bastante tonto”.

¢Qué quiere decir Markus con esto? ;Cémo deberia proceder un cliente que
necesita 95 fotos?
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Valor aproximado para el nimero nt

Ya en la antigliedad eran conocidos los valores aproximados para el nimero 1. Con
este numero se podia calcular la superficie o la circunferencia de un circulo cuyo
radio era conocido: U=2 e ry A =77 ® r?, respectivamente.

a)

b)

(9)

d)

Se pueden calcular valores aproximados de 1 en tanto que se mida el radio
y la superficie de objetos concretos (ruedas, tapas redondas, etcétera). Busca
identificar de forma experimental un valor aproximado para 1. Documenta con
precision tu forma de proceder.

Calcula en qué porcentaje el valor obtenido en a) difiere del valor de m que
muestra tu calculadora. Compara tu valor también con el valor % , un valor
aproximado para 71 muy conocido en la antigiiedad.

Describe brevemente una posibilidad segun la cual, sobre la base del procedi-
miento de a), podrias obtener un valor de 77 mas preciso.

En el diagrama presentado se muestran diversos resultados de medicion de un
radio y la correspondiente circunferencia. Sandra observa el diagrama y dice:
“Muy bien, se puede apreciar claramente que la relacién entre radio y circun-
ferencia es directamente proporcional”. ;Qué quiere decir Sandra con esto?
iDoénde se puede reconocer esto en el diagrama? Indica cdmo se puede obtener
un valor aproximado de 77 utilizando el diagrama.

Valores Radio-Circunferencia
70

60

50

40

4

30

Circunferencia

£ 4

20
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Pagoda de chips

El desarrollo de la tecnologia de las computadoras avanza a pasos agigantados. En
1965, el cofundador de Intel Gordon Moore formulé la siguiente regularidad: cada
dos afios se duplica el nimero de transistores en un chip, es decir, para la misma
cantidad de transistores solo es necesaria la mitad de la superficie. Esta ley se ha
visto confirmada en los Gltimos cuarenta afios: cada dos anos la superficie reque-
rida se reduce a la mitad. Este desarrollo se halla representado en la obra de arte
mostrada en la fotografia. El nivel mas bajo de la pagoda de chips representa el ano
1965 vy tiene una superficie de 270 cm por 270 cm (el término pagoda se origina
en el lejano oriente y representa un tipo de construccion de templos en forma de
torre. En la foto no se ven los niveles mas bajos de la pagoda).

a) Determina las superficies del nivel mas bajo (correspondiente al afo 1965) y el
segundo mas bajo (correspondiente a 1967).

b) ;Qué medidas tiene el cuadrado que representa el tamafio de chips del aflo 19677

¢) ¢(Coémo varia la longitud de los lados de un cuadrado respecto del cuadrado
inmediatamente anterior?

d) Encuentra una expresion algebraica con la que la superficie A(n) del cuadrado del
nivel n de la pagoda de chips se pueda calcular (observa la tarea parcial a): las
superficies A (1) y A (2) ya las conoces). Aplica esta expresion a los niveles 11y 21.

e) Determina (de forma 6ptima a través de una tabla de calculo) todos los calculos
de las superficies de cada nivel de la pagoda. El cuadrado que representa el
ano 2005 tiene en la pagoda una longitud
de lado = 3,25 mm. Comprueba numérica-
mente, con ayuda de tu tabla, si este valor
también es correcto tedricamente.

f) Si has trabajado en la tarea parcial e) con
una tabla, responde también a la siguiente
pregunta: ¢ qué peso total tiene la pagoda?
Estima primero, y calcula después (las plan-
chas de plexiglas tienen una altura de 4 cm
cada una. El plexiglas tiene una densidad
dep=1,18 g/cm’.)

La Caja-Pagoda se encuentra en el museo
Heinz Nixdorf (HNF) en Paderborn.
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Helado

Para su vigésimo cumpleanos, Sybille quiere fabricar helado casero y congelarlo en
el recipiente mostrado en la foto.

Estima cuantos litros de helado caben aproximadamente en el recipiente.

Describe los pasos que realizas para llegar a la estimacion.
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Zurdos

a) Representa los datos proporcionados en el articulo en un diagrama de arbol. ¢En

qué

b) ;Con qué probabilidad ha chupado un diestro su dedo pulgar izquierdo al na-

cer?

porcentaje los nifos son zurdos y en qué porcentaje son diestros?

Zurdos desde antes de nacer
La decision ya esta dada antes de lo que se pensaba

Londres = Que una persona sea zurda o diestra ya se puede deter-
minar durante la gestacion: la mano cuyo pulgar el nonato prefiere
apretar en el vientre de la madre sera, en la mayor parte de los ca-
sos, la que la persona preferira utilizar durante el resto de su vida.

Esto lo respalda un estudio de psicélogos de Gran Bretafa, segun
reporta la revista New Scientist. Este descubrimiento es sumamente
sorpresivo. Las teorfas usuales asumen que el hecho de ser zurdo o
diestro se define recién en los primeros tres a cuatro afios de vida.
Peter Hepper, de la Queen’s University en Belfast, y sus colegas ana-
lizaron las imagenes de ultrasonido de mas de mil fetos. Nueve de
cada diez nonatos prefieren chupar su pulgar derecho en la semana
15 del embarazo, observaron los investigadores. Posteriormente,
hicieron seguimiento a la vida de 75 de dichos infantes luego de
su nacimiento. Esto les permitié descubrir que todos los nifios que
habian preferido chupar su pulgar derecho eran diestros a la edad
de 10 a 12 afos. Dos tercios de los ninos que preferian chupar su
pulgar izquierdo en el vientre de la madre eran zurdos en la misma
edad.

Los resultados de Hepper y sus colegas ponen en entredicho la teo-
ria hasta ahora vigente del desarrollo del uso de las manos. Esta
postulaba que el ser zurdo o diestro era un efecto secundario del
desarrollo cerebral. ddp

253



254

ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

Piramide de vidrio
Extracto del informe de un guia turistico en Paris.
Piramide de vidrio del Louvre

"También los amigos de lo moderno pueden disfrutar en Paris. En esta ciudad abundan
las edificaciones modernas, como la pirdmide de vidrio en el patio del Louvre. Francois
Mitterrand encargd su disefio al arquitecto chino-americano lo Ming Pei entre 1984 y
1988. La piramide cuadratica tiene una longitud de lados en la base de 35 metros. Se
compone de 666 piezas de vidrio en forma de rombos, a través de las cuales la luz inun-
da el salén subterraneo. Para la construccion de la estructura principal de la pirdmide
se necesitaron 272,5 metros de columnas de acero inoxidable (esta longitud se obtiene
cuando se suman las longitudes de las cuatro aristas de la piramide).

La piramide se encuentra en el Patio Napoledn y sirve como entrada al museo mas
grande del mundo, que alberga, entre otras, obras tan famosas como la Mona Lisa, la
Venus de Milo y la Nike de Samotracia. Bajo la pirdmide se encuentran, por ejemplo,
un auditorio, una cafeterfa, una librerfa, un restaurante gourmet y mucho mas. No obs-
tante, esta construccién no quita al Louvre su fascinante majestuosidad. Constituye un
buen ejemplo de que lo tradicional y lo moderno se pueden complementar de forma
armonica.”

a) Durante una posterior rueda de preguntas, uno de los visitantes pregunta cudl es la
altura de la piramide. Da una respuesta.

b) Otro visitante, que es un limpiador de ventanas, quisiera saber cuanto vidrio fue
utilizado para la pirdmide. Da una respuesta.
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Llave de tuercas

La imagen 1 muestra una asi llamada llave de tuercas 19 (19 quiere decir que la
apertura es de 19 milimetros).

Diversos pernos se deben ajustar con una llave de 19. En la imagen 2 se representa
la vista superior de estos pernos.

Marca cuéles de los pernos pueden ser ajustados con la llave mostrada.

Imagen 1: Llave de tuercas de 19 mm
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Piscina

La imagen 1 muestra una oferta especial de un catadlogo por correo. Debido a su
forma geométricamente regular (ver imagen 2), se busca tomar la piscina como un
punto de partida para que los alumnos de matematica de noveno grado desarrollen
una hoja de tareas relacionadas con la geometria.

a) Piensa en dos tareas geométricas relacionadas con la piscina.

b) Soluciona una de las dos tareas que desarrollaste para la tarea.

Piscina techada para ninos

De PVC

Techo de PE

Dimensiones:

* 180 x180 cm
(diagonal)

« Altura: 180 cm
(centro)

150 cm

« Altura: 150 cm
(lado)

45 cm

Imagen 1: Extracto de un anuncio de catalogo por correo

b
ala
a
ala
|
[

180 cm

Imagen 2: Esquema de la piscina (en donde a = b)
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Cuerda de barco

Una cuerda de barco (de 4 cm de grosor) ha sido enrollada en forma de espiral
sobre el piso (observa la ilustracién).

1 cm3 pesa aproximadamente 2 g.
Tantea cuanto pesa esta cuerda. Redondea tu resultado a kilogramos.

Escribe cudl ha sido tu procedimiento.

AL e
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PARTE 5

ANEXOS

1. LA GESTACION DE LAS TAREAS
Ralph Hartung

Las tareas publicadas en este libro son el resultado de un extenso proceso de desa-
rrollo. Fueron elaboradas por cuatro grupos regionales, conformados por docentes
de las dieciséis regiones de Alemania. Cada grupo de trabajo conté con un asesor
de la disciplina. Algunas de las tareas fueron sometidas a prueba. Luego, las tareas
fueron auditadas y observadas constructivamente por un grupo de evaluacién de
tareas conducido por el profesor doctor Blum (Universidad de Kassel). Luego de
una revisién por los grupos regionales y por el grupo de coordinacion de Kassel
(Universidad de Kassel), las tareas fueron retomadas por el grupo de evaluacion de
tareas y parcialmente reelaboradas. Finalmente, las tareas fueron pilotadas en aulas
de escuelas de todas las modalidades, a partir de lo cual se obtuvo conocimiento
sobre sus enunciados. Durante el pilotaje surgieron comentarios de los escolares que
también han sido reproducidos en este libro, los cuales no han sido publicados en
su version original con el fin de proteger los datos. El proceso estuvo dirigido por el
Instituto para el Desarrollo de la Calidad Educativa de la Universidad Humboldt de
Berlin - IQB y la Conferencia Permanente de Ministros de Cultura - KMK.

El siguiente gréfico ilustra el trabajo conjunto:
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GRUPO DE CONDUCCION

!

Grupo de evaluacion de tareas
Presidido por el conductor del grupo de >
coordinacion de Kassel

i I
! ! ! '

Grupo coordinador
de Kassel

Grupo regional Grupo regional .
. Grupo regional este
norte oeste Grupo regional sur o
L L : L Direccién: Sachsen-
Direccion: Direccién: Rheinland- Direccion: Bayern Anhalt
: nha
Niedersachsen Pfalz

Grupo coordinador de Kassel:

Christina Drike-Noe
Alexander Jordan
Katrin Keller
Dominik Leif3

Dr. Bernd Wiegand

Grupo de conduccion:

Ralph Hartung (IQB)

Klaus Karpen (KMK)

Dr. Christina Kindervater (KMK)
Prof. Dr. Olaf Koller (IQB)
Alexander Roppelt (IQB)

En sintonia con los representantes del consorcio aleman PISA:

Prof. Dr. Werner Blum, FB Mathematik/Informatik, Universitat Kassel

Prof. Dr. Manfred Prenzel, Leibniz-Insitut fir die Pddagogik der Naturwissen-
schaften, Universitat Kiel
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Miembros del grupo de evaluaciéon de tareas:

Dr. Gotz Bieber, Landesinstitut fur Schule und Medien Ludwigsfelde
Prof. Dr. Werner Blum, FB Mathematik/Informatik, Universitat Kassel (Vorsitz)

Dr. Christa Herwig, Thiringer Institut fur Lehrerfortbildung, Lehrplanentwick-
lung und Medien Bad Berka

Prof. Dr. Michael Neubrand, Institut fir Mathematik, Carl-von-Ossietzky- Univer-
sitat Oldenburg

Prof. Dr. Hans Schupp, Fachrichtung Mathematik, Universitat des Saarlands
Saarbricken

Dr. Johann Sjuts, Studienseminar Leer

Miembros de los grupos regionales (entre paréntesis se indica la region corres-
pondiente)

Petra Beck, Robert-Schumann-Gymnasium Leipzig (SN)
Michael Crepin, TGBBZ Dillingen (SL)

Henri Danker, OSZ Technik Teltow (BB)

Ingrid Diefenbacher, Realschule Linkenheim (BW)

Rupert Ernhofer, Staatsinstitut fir Schulqualitdt und Bildungsforschung Mun-
chen (BY)

Angela Euteneuer, Padagogisches Zentrum des Landes Rheinland-Pfalz Bad
Kreuznach (RP)

Margot Feiste, Landesinstitut fir Schule und Ausbildung Greifswald (MV)
Ines Frohlich, Landesinstitut fir Schule und Medien Ludwigsfelde (BB)
Jens-Uwe Gerbig, GTBBZ Zella-Mehlis (TH)

Alois Graelmann, Berufsbildende Schulen am Schélerberg Osnabriick (NI)
Christa Hermes, Erich-Brost-Berufskolleg Essen (NRW)

Dr. J6rg HeuB, Staatliches Seminar fur Didaktik und Lehrerbildung (Berufliche
Schulen) Karlsruhe (BW)

Regina Hinz, Grund- und Hauptschule mit Werkrealschule Eggenstein-Leopold-
shafen (BW)

Marion Kelly, Staatsinstitut fur Schulqualitdat und Bildungsforschung Minchen
(BY)

Jutta Krug-Winkelmann, Hessisches Kultusministerium (HE)
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Eberhard Neef, Schulzentrum Geschwister Scholl Bremerhaven (HB)
Dr. Andreas Pallack, Landesinstitut fur Schule/Qualitatsagentur Soest (NRW)

Karsten Patzer, Landesinstitut fir Lehrerbildung und Schulentwicklung Hamburg
(HH)

Angelika Perlich, Berliner Landesinstitut fiir Schule und Medien (BE)

Dr. Sabine Priifer, Landesinstitut fur Lehrerfortbildung, Lehrerweiterbildung und
Unterrichtsforschung von Sachsen-Anhalt Halle (ST)

Renate Reble, Berufliche Schulen am Ravensberg Kiel (SH)

Dr. Hellmut Scheuermann, Brihlwiesenschule Hofheim (HE)
Ursula Schmidt, Freiherr-vom-Stein-Gymnasium Linen (NRW)
Reiner Speicher, Erweiterte Realschule Dillingen (SL)

Rudiger Vernay, Gesamtschule Bremen-Mitte (HB)

Knut Wegel, Berufsbildende Schule Technik Il Ludwigshafen (RP)
Wilhelm Weiskirch, Ratsgymnasium Stadthagen (NI)

Hans Dieter von Zelewski, Institut fir Qualitatsentwicklung an Schulen in Schles-
wig-Holstein Kronshagen (SH)

Asesores cientificos de los grupos regionales (entre paréntesis se indica la
region correspondiente):

Prof. Dr. Regina Bruder, Fachbereich Mathematik, Technische Universitat
Darmstadt (Ost)

Prof. Dr. Wilfried Herget, Abteilung Didaktik der Mathematik, Fachbereich Ma-
thematik und Informatik, Martin-Luther-Universitat Halle-Wittenberg (Nord)

Prof. Dr. Timo Leuders, Institut fir Mathematik und Informatik und ihre Didakti-
ken, Padagogische Hochschule Freiburg (Std)

Prof. Dr. Alexander Wynands, Mathematisches Institut, Universitat Bonn (West)
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ESTANDARES DE APRENDIZAJE

1. ESTANDARES DE APRENDIZAJE AL CONCLUIR EL CUARTO
GRADO'

1.1. La contribucion de la ensefanza de las matematicas a la
formaciéon de la persona

El mandato de la escuela primaria es el desarrollo de la formacién basica de la per-
sona. En la escuela primaria se sientan las bases para los aprendizajes posteriores y
se genera la capacidad personal de apropiarse de la cultura de manera autbnoma.
Con ello, el desarrollo de las competencias matematicas es un componente esencial
de este mandato formativo.

Durante la Primaria, las clases de matematicas se nutren de las experiencias mate-
maticas tempranas de los estudiantes: las profundizan, las amplian, y a partir de
ellas, se desarrollan las competencias matematicas fundamentales. Asi se constru-
yen los cimientos para el aprendizaje de las matematicas en los préximos grados
escolares, y también sirven para que las personas se enfrenten a las demandas
matematicas que surjan a lo largo de su vida desde sus primeros afios en la escuela.

Esto se logra de manera perdurable en tanto mejor se desarrolle e/ conjunto de
ideas centrales para las matematicas, desde los primeros grados. Por ello, los es-
tandares se orientan solo de manera implicita hacia las areas tradicionales de las
clases de matematicas en la Primaria, esto es: aritmética, geometria, magnitudes y
situaciones o calculo en el contexto (Sachrechnen). Mas bien, en un primer plano
se ubican ahora diversas competencias matematicas generales y competencias re-
feridas al contenido, que son indivisibles (ver figura 1).

1 KMK (2004). Conferencia Permanente de Ministros de Cultura de Alemania.
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Figura 1. Clases de matematicas en Primaria

Competencias matematicas generales

Competencias matematicas
referidas al contenido

El aprendizaje de las matematicas en la escuela primaria no debe ser reducido a
la apropiacion de conocimientos o destrezas. Su meta es asequrar el desarrollo de
una comprension certera del contenido matematico. Las competencias matema-
ticas generales explicitan que el confrontar puntos de vista y aprender a discutir
sobre cuestiones matematicas es un aspecto central de la formacién matematica
durante la infancia cuyo desarrollo depende no solo de qué contenidos se ensefian
sino, al menos en igual medida, de cdmo se ensefian; es decir, en qué medida se ha
propiciado que los estudiantes hayan tenido la oportunidad de resolver problemas
por si mismos, de hablar y comunicarse acerca de las matematicas, entre otros.

Las competencias matemadticas generales son decisivas para construir una actitud
Y una posicion positivas hacia la materia. En una clase de matematicas que pone
el centro de su acontecer en las competencias, se logrard promover la alegria de
aprender y una actitud de descubrimiento para seguir aprendiendo.

Los estandares describen las competencias generales y de contenido que las nifias
y los nifos deben haber logrado al concluir el cuarto grado (correspondiente al
grado en que concluye el nivel Primaria en Alemania). Se espera que los estudiantes
puedan utilizar estas competencias tanto en contextos fuera de las matematicas
(orientado a sus aplicaciones), asi como al interior de la Matematica (orientado
a sus estructuras). Los estandares deben mostrar a los docentes una perspectiva
clara de las metas que se deben perseguir. Al mismo tiempo, deben sincerarse los
procesos individuales que siguen los nifios y nifias al apropiarse de las matematicas.

Los estandares se concentran en los objetivos centrales de las clases de matemati-
cas. Aspectos tales como el desarrollo de competencias sociales y personales no se
abordan aqui de manera explicita; sin embargo, son irrenunciables en la formacion
durante la escuela primaria.
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1.2. Competencias matematicas generales

Las competencias matematicas generales se muestran —y a la vez se generan—
cuando los estudiantes se involucran con las matematicas de un modo vital y activo.
Lo ideal es que la manera en que se aprenden las matematicas corresponda a las
formas en que estas se usan. Las siguientes cinco competencias matematicas gene-
rales tienen un significado capital para un aprovechamiento y apropiacion exitosa

de las matematicas.

Figura 2. Clases de matematicas en Primaria

Argumentar

Representar

Competencias matematicas generales

Resolver problemas
. " Comunicar
Competencias matematicas
referidas al contenido
Modelar

Estas cinco competencias generales se concretan en que los estudiantes, al concluir
el cuarto grado, logran lo siguiente:

Resolver .
problemas
Comunicar .

Utilizar conocimientos, destrezas y capacidades al tratar
con tareas problematicas.

Desarrollar y utilizar estrategias de solucion, por ejemplo:
- Intentar sistematicamente (probieren).

- Reconocer relaciones, utilizarlas y transferirlas a situa-
ciones similares.

Describir procedimientos propios, entender caminos de
solucion de otros y reflexionar en conjunto sobre ellos.
Usar conceptos y simbolos matematicos de manera ade-
cuada,

Procesar tareas en conjunto, llegar a acuerdos y mante-
nerlos.
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Argumentar .
[ ]
[ ]
Modelar o
]
]
Representar .

1.3. Estandares para
contenido

Cuestionar enunciados matematicos y comprobar su ve-
racidad.

Reconocer relaciones matematicas y desarrollar suposiciones.
Buscar fundamentaciones y comprenderlas.

Recoger informacion relevante de textos para calcular y
otras representaciones de la vida real,

Traducir problemas reales al lenguaje de las matematicas,
resolverlos matematicamente y aplicar el resultado obte-
nido a la situacion de inicio.

Formular situaciones para calcular a partir de expresiones
matematicas, ecuaciones o representaciones graficas.

Desarrollar, elegir y utilizar representaciones adecuadas al
trabajar problemas matematicos.

Traducir de una representacién a otra.
Comparar representaciones entre si y evaluarlas.

las competencias matematicas referidas al

Los estandares estan orientados a las ideas directrices que tienen un significado
crucial para la ensefianza de las matematicas en su conjunto; es decir, tanto para la
escuela primaria como para los aprendizajes futuros.

Figura 3. Clases de matematicas en Primaria

Competencias matematicas generales

Competencias matematicas referidas al contenido

NUmero y operaciones

Espacio y forma

Patrones y estructuras
Magnitudes y medir

Datos, frecuencias y probabilidad
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Estas ideas directrices derivan en los siguientes estandares de competencias mate-
maticas relativas al contenido que se espera para los estudiantes al final del cuarto
grado. Cabe destacar que durante las clases de matematicas estos estandares se
entrelazan.

Son ideas directrices y competencias referidas al contenido:

Numeros y e Comprender las representaciones de los niumeros y sus
operaciones relaciones.

e Comprender y dominar las operaciones de calculo.
e Calcular en el contexto.

Espacio y forma e Orientarse en el espacio.

e Reconocer figuras geométricas, nombrarlas y represen-
tarlas.

e |dentificar, nombrar y representar ilustraciones geométri-
cas simples.

e Comparar y medir superficies y volimenes.

Patrones y e Reconocer regularidades, describirlas y representarlas.

estructuras e |dentificar relaciones funcionales, describirlas y represen-
tarlas.

Magnitudes y e Tener una idea de las magnitudes.

medir e Manejar magnitudes en situaciones reales.

Datos, frecuencia Compilar datos y representarlos.

y probabilidad e Comparar probabilidades a partir de resultados de expe-
rimentos con el azar.

A continuacion se describen de manera general las cinco ideas directrices, cada una
Con sus respectivas competencias y ambito de contenido.
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1.3.1. Nimero y operaciones

Comprender las
representaciones de
los numeros y sus
relaciones

Comprender
y dominar las
operaciones de calculo

Calcular en contexto

Comprender la estructura del sistema de numera-
cion decimal.

Representar niumeros hasta 1 000 000 de distintas
maneras y relacionarlos entre si.

Orientarse en el ambito de los numeros hasta
1 000 000 (por ejemplo, ordenarlos de mayor a me-
nor, redondearlos).

Comprender las cuatro operaciones basicas y sus
relaciones.

Dominar de memoria las tareas basicas del calculo
mental (sumas hasta 20, tablas de multiplicar hasta
10, descomposicion de nimeros), inferir las opera-
ciones inversas y aplicar estos conocimientos basi-
Cos a ejercicios analogos con nimeros mayores.

Comprender estrategias de calculo que son orales
y preoperativas (por escrito, usando la descomposi-
cién) y utilizarlas para resolver ejercicios adecuados.

Comprender y desarrollar con fluidez procedimien-
tos escritos (procedimientos estandar) para la adi-
cién, sustraccion y multiplicacion. Aplicarlos en ejer-
cicios adecuados.

Reconocer, explicar y utilizar reglas y propiedades
de calculo.

Aproximar resultados y utilizar la operacién inversa
para verificarlos.

Resolver situaciones y describir las relaciones entre
los pasos de solucidn y la situacion.

Verificar la factibilidad del resultado.

Discriminar si es suficiente realizar un calculo apro-
ximado o si es necesario un resultado exacto.
Variar sistematicamente las situaciones para calcu-
lar.

Resolver ejercicios combinatorios simples (por ejem-
plo, acertijos) probando y, también, mediante un
procedimiento sistematico.



1.3.2. Espacio y forma

Orientarse en el
espacio

Reconocer figuras
geométricas,
nombrarlas y
representarlas

Identificar, nombrar
y representar
ilustraciones
geométricas simples

Comparar y medir
superficies y
volumenes

PARTE 5: ANEXO

Disponer de la capacidad de representarse mental-
mente el espacio.

Reconocer relaciones espaciales, describirlas y uti-
lizarlas (composiciones, trazos, planos, puntos de
vista o perspectivas).

Relacionar las representaciones de cubos en dos y
tres dimensiones (por ejemplo, edificios de cubos) —
construir siguiendo un plano, dibujar un plano para
una construccion, explorar modelos de aristas y de
redes.

Clasificar cuerpos y figuras planas seguin sus propie-
dades y nombrarlos usando los términos correctos.

Reconocer cuerpos y figuras planas en el entorno.

Crear modelos de cuerpos y figuras planas y expe-
rimentar con ellos: construir, armar, separar, juntar,
cortar, doblar, etc.

Producir dibujos a mano alzada y con ayuda de ins-
trumentos.

Reproducir figuras planas en el plano de coordena-
das — reducirlas y ampliarlas.

Reconocer las propiedades de la simetria respecto
de un eje, describirlas y utilizarlas.

Continuar patrones simétricos y crear los propios.

Comparar superficies de figuras planas, descompo-
niéndolas y cubriéndolas con cuadraditos de lado 1.

Explorar el perimetro y el area de figuras planas.

Comprar volimenes y determinarlos segun la canti-
dad de cubos de lado 1.
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1.3.3. Patrones y estructuras

Reconocer o
regularidades
describirlas y o
representarlas

Identificar relaciones o
funcionales,

describirlas y
representarlas. .

1.3.4. Magnitudes y medir

Tener una idea de las .
magnitudes

Manejar magnitudes .
en situaciones reales

286

Entender y usar las representaciones de los nUmeros
(por ejemplo, el tablero del 100).

Reconocer regularidades en patrones geométricos y
aritméticos (por ejemplo, en secuencias numéricas
0 en ejercicios estructurados en secuencia), descri-
birlos y continuarlos.

Desarrollar patrones aritméticos y geométricos pro-
pios, modificarlos sistematicamente y describirlos.

Reconocer relaciones en situaciones reales, descri-
birlas oralmente (por ejemplo, cantidad/precio) y
resolver las tareas correspondientes.

Representar relaciones en tablas y examinarlas.

Resolver situaciones simples sobre proporcionali-
dad.

Conocer las unidades de medida estandar de dine-
ro, longitud, intervalos de tiempo, masa y volumen.

Comparar magnitudes, medirlas y estimarlas.

Conocer “representantes” de las unidades de medi-
da estandar que son importantes en la vida cotidia-
na.

Representar datos sobre magnitudes de diferentes
maneras — convertirlos.

Conocer y comprender fracciones sencillas en su
relacién con magnitudes que se usan en la vida co-
tidiana.

Medir de manera apropiada usando unidades ade-
cuadas y distintos instrumentos de medicién.

Usar magnitudes referenciales de la propia expe-
riencia para resolver situaciones.
Calcular con valores aproximados en situaciones

reales teniendo en cuenta la estimaciéon de magni-
tud.

Resolver tareas o ejercicios relacionados con magni-
tudes en situaciones concretas.
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Compilar datos y e Recopilar datos obtenidos de observaciones, inves-
representarlos tigaciones y experimentos simples, organizarlos y
representarlos en tablas, gréficos y diagramas.

e Obtener informacién de tablas, graficos y diagra-

mas.
Comparar e Conocer los conceptos basicos (por ejemplo, segu-
probabilidades a ro/cierto, imposible, probable).

partir de resultados de o Eyaluar/estimar los chances de ganar en experimen-
experimentos con el tos simples con el azar (por ejemplo, al jugar a los
azar dados).

2. ESTANDARES DE APRENDIZAJE AL CONCLUIR EL DECIMO
GRADO?

2.1. La contribucién del aprendizaje de las matematicas a la formacién
de la persona

Las clases de matematicas aportan a la formacién de los estudiantes al permitirles
ciertas experiencias basicas que se encuentran en estrecha relacion entre si, algunas
de las cuales son:

e Con ayuda de las matematicas, percatarse de fendmenos y procesos que ocu-
rren en el campo de la técnica, la naturaleza, la sociedad y la cultura; compren-
derlos y evaluarlos desde un punto de vista matematico.

e Conocer y comprender la importancia de las matematicas en cuanto al signifi-
cado y relevancia del lenguaje, los simbolos, las figuras y férmulas propios de la
Matematica; para la descripcion y tratamiento de tareas y problemas dentro y
fuera de la disciplina.

e Adquirir la capacidad general de resolver problemas mediante el trabajo con
preguntas y situaciones que requieren el uso de recursos matematicos.

Los estandares de aprendizaje de matematicas para la Mittleren Schulabschluss (ni-
vel Secundaria |, correspondiente a los grados quinto a décimo) denominan las com-
petencias generales y las competencias referidas al contenido que los estudiantes

2 KMK (2003). Conferencia Permanente de Ministros de Cultura de Alemania.
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deben haber logrado al concluir el décimo grado, como resultado del trabajo activo
con una multiplicidad de contenidos matematicos realizado durante las clases de
matematicas.

Para ello, los estudiantes trabajan problemas, tareas y proyectos usando recursos
matematicos, leen y escriben textos matematicos, se comunican acerca de conteni-
dos matematicos, entre otros. Esto ocurre en una sesion de aprendizaje que tiene
como metas el trabajo autdbnomo, el desarrollo de capacidades comunicativas y la
disposicién a cooperar, asi como la obtencién de informacion, documentacion y
presentacion de los resultados del aprendizaje.

El mandato de la formacién escolar (educacién formal) va mas alla de la adquisicién
de competencias especificas de la disciplina. Junto con otras disciplinas, las clases
de matematicas apuntan también hacia el desarrollo de la personalidad, asi como
a la formacién en valores.

A partir del contenido y construcciéon de los estandares de aprendizaje, es posible
derivar puntos de referencia para el disefio de las clases de matematicas, las cuales
se orientan a los procesos y resultados del aprendizaje de los estudiantes.

Estos procesos y resultados no dependen exclusivamente de la sistemética de los
contenidos de la ensefianza de la disciplina matematica. Ello posibilita analizar dife-
rentes rutas y resultados individuales de aprendizaje y utilizarlos para seguir apren-
diendo, con el fin de que el conocimiento matematico resulte funcional, flexible y
para que pueda ser utilizado con discernimiento en una diversidad de situaciones
relacionadas con el contexto. De esta manera, los estudiantes viviran las matema-
ticas como un campo de actividad estimulante, Gtil y creativo que incluye el uso
pertinente de recursos auxiliares, en especial los medios electrénicos.

Para lograr este tipo de sesiones de aprendizaje, se ha puesto en primer plano la
descripcion de las competencias matematicas generales del acapite 2.

El haber estructurado las competencias matematicas referidas al contenido de
acuerdo con las ideas directrices también aporta a esta idea, dado que al trabajar
contenidos matematicos se debe lograr un pensamiento y una comprensién de las
nociones matematicas basicas de una manera interconectada que abarca mas de
un dominio. Los ejemplos de casos del capitulo 4 (que se describiran en el producto
2) explicitan las competencias matematicas generales con su respectivo ambito de
exigencia, asf como las competencias matematicas referidas al contenido, mediante
las ideas directrices De igual manera, dichos casos ejemplifican el logro del estandar,



en la medida en que muestran qué calidad concreta de rendimiento matematico se
espera para alcanzar el estandar requerido. Por lo tanto, también estan pensados
para ser adaptados y para generar discusion creativa entre el cuerpo docente y los

especialistas?.

2.2. Competencias matematicas generales en el curso de matematicas

Al concluir el décimo grado los estudiantes deberdn haber logrado las siguientes
competencias matematicas generales, las cuales son relevantes para todos los ni-
veles del quehacer matematico. Estas competencias siempre se adquiriran, o se

usaran entrelazadas.
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Figura 4. Competencias matematicas generales al concluir

Argumentar
matematicamente

décimo grado

Resolver problemas matematicamente

Comunicar

Trabajo con contenido matematico

Manejar
elementos
simbdlicos,

formales y técnicos
de la Matemaética

Modelar
matematicamente

Utilizar
representaciones
matematicamente

3

Dichos ejemplos forman parte del producto/entregable 2.
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C1: Argumentar matematicamente. Esta competencia comprende:

Plantear preguntas que son caracteristicas de las matematicas, tales como: “Existe..."”
¢ Como cambia...? ¢ Se cumple siempre que...?" y expresar suposiciones fundamentadas.

Desarrollar argumentaciones matematicas, tales como: explicaciones, funda-
mentaciones, demostraciones.

Describir procesos de solucién y fundamentarlos.

C2: Resolver problemas matematicamente. Esta competencia comprende:

Trabajar problemas dados y, también, formulados por si mismo.

Elegir y utilizar recursos heuristicos, estrategias y principios adecuados al resolver
problemas.

Comprobar la plausibilidad del resultado obtenido, asi como reflexionar sobre
nuevas ideas y procesos de solucion.

C3: Modelar matematicamente. Esta competencia comprende:

Traducir el dmbito o la situaciéon que requieren ser modelados a nociones, es-
tructuras y relaciones matematicas.

Trabajar con modelos matematicos.
Interpretar y comprobar los resultados en el &mbito o en la situacion correspondiente.

C4: Utilizar representaciones matematicas. Esta competencia comprende:

Utilizar, interpretar y diferenciar distintas formas de representacion de objetos y
situaciones matematicas.

Reconocer relaciones entre distintas formas de representacion.

Elegir e intercambiar entre si distintas formas de representacion segin cada si-
tuacién y finalidad.

C5: Manejar elementos simbodlicos, formales y técnicos de las matematicas. Esta

competencia comprende:

Trabajar con variables, expresiones algebraicas, ecuaciones, funciones, diagra-
mas, tablas.

Traducir simbolos y lenguaje formal al lenguaje natural y viceversa.

Utilizar instrumentos matematicos de manera razonable y comprensiva, tales
como colecciones de férmulas, calculadora, software.

C6: Comunicar. Esta competencia comprende:

Documentar, representar en forma comprensiva y presentar razonamientos, pro-
cesos de solucion y resultados usando recursos adecuados.

Utilizar el lenguaje matematico teniendo en cuenta quién es el receptor.
Comprender y comprobar expresiones de terceros y textos de contenido matematico.
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2.3. Estandares para las competencias matematicas referidas al
contenido en el curso de matematicas

2.3.1. Ideas matematicas directrices

Los estudiantes adquieren las competencias matemadticas generales descritas mas
arriba cuando trabajan con contenidos matematicos. Por consiguiente, las compe-
tencias matematicas generales —disposiciones de los estudiantes— se concretan
de diversas maneras de acuerdo con el contenido. A continuacién se detallan los
estandares para las competencias matematicas referidas a los contenidos. Estas
competencias se ordenan en funcién de una seleccién de ideas directrices mate-
maticas que permiten comprender las nociones matematicas basicas, esclarecer las
particularidades del pensamiento matematico, asi como experimentar el significado
y funcién de la matematica para la configuracion y el conocimiento del mundo.

Las ideas directrices propuestas son:

e Numero

e Medir

e Espacioy forma

e Relacion funcional
e Datosy azar

Una idea directriz relne contenidos de distintos dominios de la matematica y re-
corre el curriculo matematico a manera de espiral. La correspondencia entre una
competencia matematica referida al contenido y una idea directriz matematica no
siempre es univoca: depende, mas bien, de qué aspectos del trabajo matematico se
enfatizan en relacién al contenido.

2.3.2. Competencias matematicas referidas al contenido ordenadas segun
ideas directrices

Idea directriz Numeros (ID1). Los estudiantes:

e Utilizan representaciones significativas de nimeros racionales, sobre todo los
naturales, enteros y fraccionarios; segun la necesidad.

e Representan numeros de acuerdo con la situacion; entre otros: la escritura en
potencias de 10.

e Fundamentan la necesidad de ampliar los conjuntos de niumeros usando ejem-
plos.
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Usan reglas de calculo o propiedades, también para calcular con ventaja.

Utilizan procedimientos como aproximar, y otros, para comprobar sus resultados
al calcular.

Redondean sus resultados razonablemente, segin corresponda a cada situa-
cion.

Aplican porcentaje y calculo de intereses adecuadamente.

Explican, usando ejemplos, la relaciéon entre las operaciones de calculo y sus
inversas y utilizan estas relaciones.

Eligen, describen y evalUan procedimientos y métodos basados en algoritmos y
calculos.

Usan el pensamiento combinatorio en situaciones concretas, para determinar el
numero de posibilidades,

verifican e interpretan resultados teniendo en cuenta, también, una perspectiva
critica del modelo elegido y su uso.

Idea directriz Medir (ID2). Los estudiantes:

Utilizan los principios basicos de la medicién, en especial las de longitud, area'y
volumen, también en las ciencias naturales y otros ambitos.

Eligen unidades de medida adecuados a la situacion; sobre todo unidades de
medida de tiempo, masa, dinero, longitud, superficie, volumen y dngulos.
Estiman magnitudes con ayuda de nociones de “representantes” adecuados.
Calculan el area y el perimetro de cuadrilateros, triangulos y circulos, asi como
los que resultan al combinar dichas figuras.

Calculan el volumen y la superficie de prisma, piramide, cilindro, cono y esfera,
asfi como que los que resultan al combinar dichos cuerpos.

Calculan segmentos y medidas de angulos, también utilizando relaciones trigo-
nométricas y de semejanza.

Realizan mediciones en el entorno, recopilan datos de medidas de diversas fuen-
tes, las calculan y evaltan sus resultados; asi como el proceso seguido de acuer-
do a la situacion real.

Idea directriz Espacio y forma (ID3). Los estudiantes:

Reconocen y describen estructuras geométricas en el entorno,

Operan mentalmente con segmentos, areas y cuerpos, grafican figuras geomé-
tricas en el plano de coordenadas.

Representan cuerpos; por ejemplo, su desarrollo, su dibujo en tres dimensiones
y reconocen los cuerpos a partir de su correspondiente representacion.
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e Analizan y clasifican objetos geométricos en el plano y en el espacio.

e Describen y fundamentan las propiedades y relaciones de los objetos geométri-
cos, tales como: simetria, congruencia, semejanza, relaciones de posicion, y las
utilizan en el marco de la solucién de problemas para analizar.

e Utilizan teoremas de la geometria plana al realizar construcciones, calculos y
demostraciones, en especial el teorema de Pitagoras y el teorema de Tales.

e Dibujan y construyen figuras geométricas mediante el uso de instrumentos
como el compas, la regla, el geotriangulo o software dinamico de geometria.

e Examinan la factibilidad y la diversidad de soluciones al realizar construcciones
geométricas y formulan los enunciados correspondientes.

* Emplean medios adecuados al explorar casos y resolver problemas.
Idea directriz Relacién funcional (ID4). Los estudiantes:

e Utilizan funciones como medio para describir relaciones cuantitativas.

e Reconocen y describen relaciones funcionales y las representan en forma oral,
en tablas o graficos; asi como, en algunos casos, usando expresiones algebrai-
cas.

e Analizan, interpretan y comparan distintas representaciones de relaciones fun-
cionales tales como: lineales, directamente proporcionales e inversamente pro-
porcionales,

e Resuelven problemas cercanos a la realidad relacionados con correspondencias
lineales, directa e inversamente proporcionales.

* Interpretan gréficos de sistemas de ecuaciones lineales.

e Resuelven ecuaciones y sistemas de ecuaciones lineales mediante el calculo efi-
ciente algoritmicamente y, también, empleando software adecuado. Comparan
la efectividad de sus procedimientos con otros métodos de solucién, como solu-
ciones inherentes o probando sistematicamente.

e Examinan la factibilidad y la diversidad de planteamientos de solucién al traba-
jar con ecuaciones lineales y cuadraticas, asi como con sistemas de ecuaciones
lineales y formulan los enunciados respectivos.

¢ Nombran las propiedades caracteristicas de las funciones y establecen relaciones
entre la expresion algebraica y su gréafico.

e Aplican, en especial, funciones lineales y cuadraticas, asi como funciones expo-
nenciales al describir y trabajar problemas.

e Utilizan la funciéon seno al describir procesos periddicos.

e Describen las variaciones de las magnitudes mediante funciones también usan-
do programas de calculo,

¢ Nombran situaciones que podrian ser descritas mediante dichas funciones.
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Idea directriz Datos y azar (ID5). Los estudiantes:

e EvalUan representaciones graficas y tablas estadisticas.
e Planifican la recoleccion de datos estadisticos.

e Recopilan datos sistematicamente, los organizan en tablas, los representan gra-
ficamente, también utilizando medios adecuados como software.

e Interpretan datos a partir de parametros conocidos.

e Reflexionan y evallan argumentos basados en andlisis de datos.
e Describen sucesos del azar en situaciones de la vida cotidiana.

e Determinan la probabilidad en experimentos aleatorios.

3. ESTANDARES DE APRENDIZAJE AL CONCLUIR EL ABITUR O
BACHILLERATO GENERAL*

3.1 Preambulo técnico

3.1.1. Metas generales del curso y fundamentos técnico-pedagodgicos

El curso de matematicas realiza un aporte fundamental a las metas educativas del nivel
superior Gymnasium (nivel Secundaria gue conduce a la formacion técnica superior y
universitaria) y al desarrollo de las competencias de los estudiantes hasta terminar el ba-
chillerato general. Se profundiza en la formacién general, se desarrolla la capacidad para
estudiar y se imparte la propedéutica cientifica. De esta manera se sientan las bases para
un accionar que abarca lo técnico, pero que va mas alla de eso, con una mirada hacia las
exigencias de la ciencia y de la formacion profesional. Las bases tedrico-pedagdgicas de
la clase de matematicas son tanto el mandato de “formacion general”, asi como la orien-
tacion hacia la practica del curso de matematicas. Por lo tanto, la clase de matematicas
se caracteriza por tres experiencias basicas, que deben ser trasmitidas a cada estudiante:

e Las matemadticas como herramienta para percibir y comprender de manera especifi-
ca los fendbmenos del mundo desde la naturaleza, la cultura, la profesion y el trabajo.

e |as matematicas como creacion intelectual y como un mundo particular ordena-
do deductivamente.

e Las matematicas como un medio para adquirir capacidades que van mas alla de
las propias matematicas, en especial capacidades heuristicas.

4 KMK (Conferencia Permanente de Ministros de Cultura de Alemania 2012).



PARTE 5: ANEXO

Al transmitir estas experiencias basicas, la clase de matematicas desarrolla una fuer-
za formadora especifica y realiza un aporte indispensable para cumplir con el man-
dato educativo del nivel secundario del Gymnasium. Asi, la riqueza las matematicas
se puede experimentar cuando se la comprende como fenémeno cultural y social.

3.1.2 Dominios de competencia

Los dominios de competencia del curso de matematicas tienen la siguiente estruc-
tura:

Competencias matematicas generales Ideas directrices

e Argumentar matematicamente (C1) e Algoritmo y nimero (ID1)
e Resolver problemas matematicamente (C2) e Medir (ID2)
e Modelar matematicamente (C3) e Espacioy forma (ID3)

e Utilizar representaciones matematicas (C4) Relacion funcional
e Manejar los elementos simbdlicos, forma- e (ID4)

les y técnicos de las matematicas (C5) Datos y azar (ID5)
e Comunicar matematicamente (C6)

La persona que aprende puede adquirir las competencias matematicas generales
solamente en la medida que trabaje activamente con los contenidos de la materia.
En este sentido, los &mbitos de exigencia describen distintas demandas cognitivas
de actividades matematicas vinculadas con las competencias.

Las competencias matematicas generales se manifiestan en cada contenido mate-
matico, es decir, las competencias matematicas generales y los contenidos estan
conectados de manera inseparable (esto se indica mediante la cuadricula en la
figura 5). Recién se podra hablar de una adquisicién suficiente de la competencia
matematica general, cuando esta se pueda aplicar para diversas ideas directrices en
los tres ambitos de exigencia.

Para adquirir las competencias en clase es necesario prestar atenciéon tanto a una
conexion de los contenidos matematicos entre si, asi como a una conexién con
otros cursos. Los casos para resolver que presentan aplicaciones del mundo real
tienen la misma importancia y valor que los casos intramatematicos

Los estandares de aprendizaje para el nivel Secundaria Il (bachillerato general) son
una continuacién directa y organica de los estandares de aprendizaje para el nivel
Secundaria I. Las competencias adquiridas en el nivel Secundaria | son una base
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indispensable para el trabajo en el nivel Secundaria Il. Se profundizan y amplian
permanentemente y pueden ser objeto de los exdmenes de Bachillerato. La repre-
sentacion grafica (figura 5) empalma directamente con la representacion de los
estandares de aprendizaje para Secundaria I.

Figura 2

Ambito de exigencia Ill

Ambito de exigencia Il

Ambito de exigencia |
Ideas directrices

‘ ‘ / L5 Datos y azar
//L4 — Relacién funcional
L1 Espacioyforma
L Medr
R Algoritmo y nimero

K1 K1 K1 K1 K1 K1

Comunicar
mateméaticamente

Manejar elementos simbdlicos,
formales y técnicos de las
matematicas

Utilizar representaciones
matematicas

Competencias
matematicas

Resolver problemas
generales

matematicamente
Argumentar
matematicamente

3.1.3. Niveles de exigencia

De acuerdo con el “Convenio para el Disefio del Gymnasialen Oberstufe en el nivel
Secundaria II” (en su versiéon modificada), las regiones diferencian el trabajo en
clase en dos niveles de exigencia: basico y elevado (no confundir nivel de exigencia
con ambito de exigencia).
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Tabla 3

Ideas directrices

Ambito de
exigencia respecto
de las competencias
matematicas
generales

Nivel de exigencia

basico

El alcance de los contenidos
matematicos provee conoci-
mientos basicos. Estos se in-
dican en las ideas directrices.

El acento del desempefo que
se debe lograr en las pruebas
estd puesto en el dmbito de
exigencia Il. Ademas, se de-
ben considerar los &mbitos de
exigencia | y lll. En los cursos
evaluados en un nivel de exi-
gencia basico, se deben acen-
tuar los &mbitos de exigencia

Ly,
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Nivel de exigencia
elevado

Se aborda un alcance mayor
de contenidos matematicos
que el explicitado en las ideas
directrices, a esto pertenece
un grado elevado de comple-
jidad, profundidad, precision
y formalizacion.

El acento del desempefio que
se debe lograr en las pruebas
estd puesto en el ambito de
exigencia Il. Ademas se de-
ben considerar los dmbitos de
exigencia | y lll. En los cursos
evaluados en un nivel de exi-
gencia basico se deben acen-
tuar los &mbitos de exigencia

Iy Il

3.1.4. Herramientas matematicas digitales

El desarrollo de las competencias matematicas encuentra un apoyo en el empleo
con sentido de herramientas matematicas digitales. El potencial de estas herra-
mientas se despliega en las clases de matematicas:

e Cuando se descubren relaciones matematicas, en especial mediante exploracio-
nes interactivas al modelar y resolver problemas.

e Cuando se fomenta la comprensién de relaciones matematicas, mediante varia-
das posibilidades de representacion.

¢ Mediante la reduccién de procesos esquematicos y el procesamiento de grandes
cantidades de datos.

e Mediante el respaldo de preferencias individuales y diferentes accesos para el
trabajo de los caso, incluyendo el uso reflexivo de posibilidades de verificacion.

Al uso continuo de herramientas matematicas digitales en la clase le debe seguir su
utilizacién durante las evaluaciones.

297



298

ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

3.2. ESTANDARES DE APRENDIZAJE PARA EL DOMINIO DE
COMPETENCIAS EN EL CURSO DE MATEMATICAS

3.1.1. Competencias matematicas generales

En los estandares de aprendizaje para el curso de matematicas al concluir el duo-
décimo grado de escolaridad (bachillerato general) se diferencian seis competen-
cias matematicas generales que cubren el espectro del trabajo matematico que se
realiza en el nivel secundario Il. Mediante esta diferenciacion no es ni posible, ni
tampoco es deseable, delimitar completamente una competencia de la otra. Por
el contrario, es mas bien caracteristico del trabajo matematico que sea necesario
hacer uso de una combinacién de competencias. Esto también aplica a los ejemplos
de tareas matematicas que se ilustraran mas adelante.

A continuacion se describen en detalle las seis competencias matematicas genera-
les, con especial énfasis en cémo estas toman forma con respecto a los tres &mbitos
o niveles de exigencia. Como se menciond en el acapite 1.2, estas competencias
son indesligables de los contenidos matematicos; los que, a su vez, se concretan en
las ideas directrices.

7

% Argumentar matematicamente (C1)

Pertenecen a esta competencia tanto el desarrollo de argumentaciones y conjeturas
matematicas propias adecuadas para la situacion como la comprensién y evaluacion
de afirmaciones matematicas dadas. El espectro abarca desde argumentos sencillos
sobre la plausibilidad de una afirmacion hasta demostraciones formales, pasando
por fundamentaciones intuitivas o descriptivas. Formulaciones tipicas, que aluden a
la competencia de la argumentacién, son por ejemplo: “Justifica...”, “Refuta...”,
"iExiste...?” o ";Rige en todos los casos...?". Los tres dmbitos de exigencia para
esta competencia se describen de la siguiente manera:

Ambito de exigencia I: Los estudiantes pueden:

o Refutary aplicar argumentaciones rutinarias (teoremas conocidos, procedimien-
tos, etc.).

e Dar fundamentaciones sencillas en base a célculos o llegar a conclusiones l6gi-
cas sencillas.

e Argumentar a partir del conocimiento cotidiano.
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Ambito de exigencia Il: Los estudiantes pueden:

e Comprender, explicar o desarrollar argumentaciones suficientemente cortas de
varios pasos y conclusiones légicas.

Ambito de exigencia lll: Los estudiantes pueden:
e Usar, explicar o desarrollar argumentaciones de mayor exigencia y demostraciones.
e Evaluar diferentes argumentos segun criterios tales como su alcance y coherencia.

< Resolver problemas matematicamente (C2)

La competencia comprende la elecciéon de estrategias de solucion apropiadas, asi
como encontrar y ejecutar soluciones adecuadas sobre la base de la identificacion y
formulacién de problemas matematicos.

El espectro va desde el uso hasta la construccion de estrategias nuevas y complejas.
Se seleccionan y usan deliberadamente principios heuristicos, como por ejemplo
"hacer un bosquejo”, “probar sisteméaticamente”, “descomponer y completar”,
"usar simetrias”, “usar el principio del extremo”, “encontrar invariantes”, asi como
“trabajar hacia adelante y hacia atrds”. Los tres ambitos de exigencia para esta
competencia se describen de la siguiente manera:

Ambito de exigencia I: Los estudiantes pueden:

e Encontrar una solucién para una tarea matematica sencilla mediante la identifi-
cacion y eleccion de una estrategia evidente; por ejemplo, una analogia.

Ambito de exigencia II: Los estudiantes pueden:

e Encontrar una solucién al planteamiento de un problema; por ejemplo, median-
te un procedimiento de varios pasos que se apoya en el uso de estrategias.

Ambito de exigencia lll: Los estudiantes pueden:

e Desarrollar y usar una estrategia para darle solucién a un problema complejo;
por ejemplo, mediante la generalizaciéon de una conclusién o el uso métodos
diversos de solucion, o para evaluar diferentes caminos de solucién.

+» Modelar matematicamente (C3)

Se trata del alternar entre situaciones reales y conceptos, resultados o métodos
matematicos. Esta competencia se refiere tanto a la construccion de modelos
matematicos adecuados como a la comprensién y evaluacién de modelos dados.
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Estructurar y simplificar las situaciones reales dadas, traducir hechos reales en
modelos matematicos, interpretar resultados matematicos desde las situaciones
reales y comprobar cuan coherentes y adecuados son los resultados al relacionar-
los con la situacién real son todos pasos intermedios caracteristicos del modelar.
El espectro abarca desde modelos estandar (por ejemplo en el caso de relaciones
lineales) hasta modelos complejos. Los tres ambitos de exigencia para esta com-
petencia se describen de la siguiente manera:

Ambito de exigencia I: Los estudiantes pueden:

e Usar modelos que les son familiares y que se pueden identificar directamente.
e Trasladar directamente una situacion real a un modelo matemético.
e Transferir un resultado matematico a una situaciéon real dada.

Ambito de exigencia Il: Los estudiantes pueden:

e Realizar modelados de varios pasos con pocas restricciones formuladas con cla-
ridad.

e Interpretar los resultados de un modelado de este tipo.
e Adaptar un modelo matematico a circunstancias que han cambiado.

Ambito de exigencia lll: Los estudiantes pueden:

o Modelar una situacion real compleja en la que las variables y las condiciones se
deben definir previamente.

e Comprobar, comparar y evaluar modelos matematicos en el contexto de una
situacion real.

« Utilizar representaciones matematicas (C4)

Esta competencia se refiere a la seleccion de formas de representacion apropia-
das, la creaciéon de representaciones matematicas y el manejo de representaciones
dadas. Las representaciones pueden ser diagramas, graficos, tablas o féormulas. El
espectro abarca desde representaciones estandar —como, por ejemplo, una tabla
de valores— hasta representaciones propias que sirven para estructurar y documen-
tar las reflexiones individuales y para apoyar la argumentacion y la resolucién de
problemas. Los tres &mbitos de exigencia para esta competencia se describen de la
siguiente manera:

Ambito de exigencia I: Los estudiantes pueden:
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o Elaborary usar representaciones estandar de situaciones y objetos matematicos.
Ambito de exigencia Il: Los estudiantes pueden:

e Interpretar de manera comprensible o modificar las representaciones dadas.
e Alternar entre diferentes representaciones.

Ambito de exigencia lll: Los estudiantes pueden:

e Manejar representaciones y formas de representar que son poco familiares para
ellos de manera apropiada y comprensible.

o Desarrollar representaciones propias que son adecuadas para el problema.

e Evaluar diferentes representaciones y formas de representar de acuerdo al uso
gue tengan que hacer de ellas.

% Manejar elementos simbélicos, formales y técnicos de las matematicas
(C5)

Esta competencia comprende, ante todo, la ejecucién de operaciones con objetos
matematicos como nuimeros, medidas, variables, expresiones algebraicas, ecuacio-
nes y funciones, asi como con vectores y objetos geométricos. El espectro abarca
desde procedimientos rutinarios sencillos y previsibles hasta procedimientos com-
plejos, incluyendo su evaluacién. La competencia abarca el conocimiento de los
contenidos y las reglas que son necesarios para que el trabajo de tareas matema-
ticas sea eficiente; también al usar los medios, instrumentos y herramientas mate-
maticas digitales aprendidos. Los tres ambitos de exigencia para esta competencia
se describen de la siguiente manera:

Ambito de exigencia I: Los estudiantes pueden:

e Emplear procedimientos de solucién elementales.
e Usar férmulas y simbolos de manera directa.
o Utilizar directamente recursos y herramientas digitales matematicamente.

Ambito de exigencia Il: Los estudiantes pueden:

e Usar procedimientos matematicos formales.
e Manejar objetos matematicos en el contexto.

e Seleccionar deliberadamente y usar eficientemente recursos y herramientas digi-
tales matematicas teniendo en cuenta la situacion.

Ambito de exigencia lll: Los estudiantes pueden:

301



302

ESTANDARES DE APRENDIZAJE DE LA MATEMATICA

e Llevar a cabo procedimientos complejos.
e Evaluar diversos procedimientos de solucién y de verificacion.

e Reflexionar sobre las posibilidades y los limites de los procedimientos matemati-
cos, los recursos matematicos y las herramientas digitales matematicos.

«» Comunicar matematicamente (C6)

A esta competencia pertenecen tanto el recoger informacién de textos escritos, expre-
siones orales u otras fuentes, asi como el exponer las propias reflexiones y resultados,
haciendo uso de la terminologia matematica apropiada. El espectro abarca desde el
recojo directo de informacion a partir de textos de uso diario, o bien el tomar nota de
procesos de solucion sencillos, hasta la comprension del sentido de textos de lenguaje
técnico, o bien la exposicion estructurada de las propias reflexiones. Las exigencias
lingUisticas juegan un rol particularmente importante en esta competencia. Los tres
ambitos de exigencia para esta competencia se describen de la siguiente manera:

Ambito de exigencia I: Los estudiantes pueden:

e Exponer fendmenos matematicos sencillos.

e Identificar y seleccionar informaciéon de textos cortos de contenido matematico,
en los cuales el orden en que se presenta la informacién en el texto sugiere los
pasos a seguir en el trabajo matematico.

Ambito de exigencia Il: Los estudiantes pueden:

e Exponer de manera comprensible caminos de solucion de varios pasos, reflexio-
nes y resultados.

e Interpretar las expresiones de otras personas (incluso si son falsas) como decla-
raciones matematicas.

e |dentificar y seleccionar informacién matematica de textos en los cuales el orden
de la informacién no coincide de manera directa con los pasos del trabajo mate-
matico.

Ambito de exigencia lll: Los estudiantes pueden:

e Exponer o presentar de forma coherente y comprensible una solucién matema-
tica compleja.

e Comprender el significado de textos técnicos matematicos.

o Comparar, evaluar y, eventualmente, corregir las expresiones de contenido ma-
tematico de otras personas, tanto de manera oral como por escrito.
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En esta entrega de su serie editorial: Expe-
riencias e Investigaciones, el SINEACE
cumple con presentar la versién inédita en
espanol del libro editado en idioma
aleman titulado: Bildungsstandards
Mathematik: Konkret. Sekundarstufe I:
Aufgabenbeispiele  Unterrichtsanregun-
gen, Fortbildungsideen

Se trata de una obra del Instituto para el
Desarrollo de la Calidad de la Educacién
—IQB— de la Universidad Humboldt de
Berlin, designado por el gobierno federal
de Alemania para gestionar los estandares
de aprendizaje de matematicas en las
escuelas alemanas.

Dicha obra fue identificada y consultada
por el equipo del SINEACE en el marco de
la formulaciéon de estandares de aprendi-
zaje de matematica para el Pert. Debido a
la limitada bibliografia en espainol para
este tema, en especial para los grados de la
articulacién primaria secundaria, el SINEA-
CE tomé la decisiéon de traducirlo como
una contribucion a la calidad de los apren-
dizajes en el area de matematicas.
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