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ao passo que

ao mesmo tempo

suas raizes

cada vez mais

se aprofundam

e alargam,

em busca

de fundamentos sélidos.
(Século XIX)



RESUMO

Este estudo procura investigar a aprendizagem de adolescentes do ensino
fundamental, especificamente, dos matriculados na 7% série ou 8° ano. Minhas
preocupacdes dirigem-se a verificacdo das relacdes de aprendizagem entre 0s
sujeitos desta pesquisa com um conteudo especifico da algebra na multiplicacdo de
mondmios: o expoente 1 — na forma invisivel. O referencial basico fundamenta-se
em revisao sobre educacdo matematica, pesquisas sobre aprendizado de algebra e
em Jean Piaget, nas obras que compdem o terceiro periodo dos seus estudos sobre
o desenvolvimento do pensamento do adolescente ao adulto, como Da légica da
crianca a logica do adolescente, A génese do numero na crianca, O
desenvolvimento das quantidades fisicas na crianca, A tomada de consciéncia,
Abstracdo reflexionante: relacdes logico-aritméticas e ordem das relacdes espaciais
e Evolucdo intelectual da adolescéncia a vida adulta. A coleta de dados, na
perspectiva da pesquisa de carater qualitativo, dad-se em dois momentos: (1)
pesquisa participante: a) trabalho de observacédo dos alunos de trés turmas de 7°
série ou 8° ano do ensino fundamental; b) aplicacdo da avaliacdo escrita com
notacdo simbolica, em sala de aula; (2) entrevistas individuais semi-estruturadas
com nove estudantes. Finaliza com a triangulacdo dos dados em trés estudos de
caso. A analise focalizou os éxitos e fracassos dos sujeitos nas atividades
propostas a partir dos seguintes conceitos basicos: conservagao, estrutura,
operacdo concreta, operacdo formal, agrupamento e totalidade.Os resultados
mostram que o pensamento algébrico do adolescente tem seu poder de significacdo
ligado a construcdo dos esquemas praticos e conceituais aritméticos e geométricos
anteriores em funcdo do grau de novidade das atividades propostas nas situacoes-
problema. Compreendi que os estudantes adolescentes da sétima série somente
determinardo modos de chegar aos resultados envolvendo o expoente 1 na sua
forma invisivel, com a compreensao das suas acdes, operacdes e coordenacdes. O
caminho e os instrumentos utilizados nessa pesquisa tiveram um papel fundamental
no favorecimento das relacfes de compreensao desses estudantes na combinacéo
das vias aritmética, geometria e algebra.



ABSTRACT

This study intends to analyze the learning process of adolescents in primary
education, especially the ones enrolled in the 7" grade or 8 year. We aim to
investigate the learning relations between the subjects of this research with a specific
algebra content of multiplication of monomials: the exponent 1 in its invisible form.
Our basic referential is based on the revision of mathematics education, researches
on algebra learning, and Jean Piaget’s third period studies on the development of
thinking from adolescence to adulthood, like of Child’s logical to teenagers, The
child’s number genesis, The development of physical quantities in the child, The
consciousness taken, Abstract reflexions: relations logic-aritmetics and ordering of
special relations, Intellectual Evolution from adolescence to adulthood and The
growth of logical thinking from childhood to adolescence. In the qualitative research
perspective, the data collection happens in two moments: (1) participatory research:
a) observation of students drawn from three 7" grade classes or 8 year; b)
application of written with symbolic notation, in the classroom; (2) individual in two
semi-structured interviews with nine students. It ends with the data triangulation in
three case studies. The analysis focuses on the subjects’ successes and failures in
the activities proposed with the following basic concepts: conservation, structure,
concrete operation, formal operation, grouping and totality. The results show that the
adolescents’ algebraic thought has its power of signification related to the
construction of the previous practical and conceptual arithmetical and geometrical
schemes according to the level of novelty of the activities proposed in the problem-
solving situations. We understood that the students of the 7™ grade will only
determine ways to find results which include the exponent 1 in its invisible form when
they comprehend their actions, operations and co-ordinations. The procedures and
instruments used in this research had a fundamental role in helping these students’
comprehension with the combination of arithmetic, geometry, and algebra.
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INTRODUCAO

Meu interesse pelo tema desta tese partiu da observagao sobre o0 modo como
0 estudante-adolescente aprende (ou ndo aprende), como ocorrem 0S avancos do
conhecimento dos aspectos menos complexos aos mais complexos e rigorosos no
campo da matemética e das demais ciéncias.

E tentando pensar nas questdes de “reconstituicido do expoente 1 — na forma
invisivel” como objeto de construcédo deste estudo que buscarei alargar o campo de
pesquisa diante dos desafios de mudancas paradigmaticas no ensino. Considero
um panorama social em que a escola assumiu o papel de produtora dos
conhecimentos e ressalto a relevancia da pesquisa sobre um dos sujeitos
fundamentais da escola: os estudantes em seu processo de aprendizagem.
Pretendo aproximar o modelo da epistemologia genética a amplitude e a
complexidade do modelo formalizado adotado pelo ensino atual. A epistemologia
contribui para a compreenséo da construcdo de conhecimentos através da interacéo
sujeito e objeto. Penso que este encontro podera gerar relacdes interdisciplinares
significativas, capazes de contribuir para o debate sobre as dimensdes verticais,
horizontais e transversais dos processos de ensino-aprendizagem da educacgao
basica. Esta tese esta filiada a um projeto maior de pesquisa®, coordenado pela

orientadora deste projeto.

Como organizacdo da tese no capitulo 1, Minha caminhada — rupturas,
busco refazer minha histéria pessoal e profissional. Recordo questdes da minha
pratica educativa, revejo experiéncias e a minha producéo docente, principalmente

no que se refere ao ensino e a aprendizagem de algebra na matemaética.

O capitulo 2, Fundamentacdao teorica, resgato trés dialogos com a producao
tedrica e de pesquisa revisada para a tese - o da “Educagao matematica”, o dos
“Pesquisadores e pesquisas sobre a algebra”, o da “Epistemologia genética” - e

concluo com os “conceitos basicos” que apdiam as analises realizadas.

No capitulo 3, Caminho metodolégico, apresento o problema a investigar e

a metodologia de pesquisa que possibilita o tratamento do problema de acordo com

2 Projeto de Pesquisa Contribuicdes da Epistemologia Genética para Praticas Escolares, n. 17872,
coordenado pela Dra. Maria Luiza Rheingantz Becker.



0 quadro tedrico eleito para a investigacdo. Aqui, as experiéncias dos adolescentes
no estudo preliminar estao presentes como um sinalizador para a organizacao dos

procedimentos adotados nesta pesquisa.

No capitulo 4, organizo a Construcdo das relacdes, por trés momentos: 1° -
a observacdo do grupo (trés turmas) das propostas de aprendizagem na sala de
aula; 2° - aplicacdo da Avaliacdo escrita com uso de notacdo simbodlica (AECNS),
tendo como finalidade um levantamento da compreensdo das nocdes sobre as
operacbes algébricas, envolvendo adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e
potenciacdo de mondmios; 3° - entrevistas — escolha de nove sujeitos com base nos
critérios de maior ou menor éxito nas tarefas propostas anteriormente. As entrevistas
sdo orientadas pelo método clinico de Jean Piaget, a fim de, numa perspectiva
psicogenética, aprofundar a analise dos éxitos no processo de compreensao
algébrica na multiplicagdo de mondémios: o expoente 1 — na forma invisivel. (Grupos
1,2e3)

No capitulo 5, Triangulacdo, apresento trés casos com 0S sujeitos
nominados “Se”, “An” e “Us”, tendo como finalidade estabelecer relacdes entre os
dados analisados nos trés instrumentos de pesquisa apresentados anteriormente
(observacgao, avaliagcdo e entrevista). Essas relagbes dizem respeito a articulagéo

entre o pensamento aritmético e geomeétrico e a légica formal algébrica.

O capitulo 6, Consideracdes finais, € 0 momento de compreensdo dos
dados coletados entrecruzados com as fundamenta¢des da educacdo matematica e

da epistemologia genética.

O capitulo 7, Em Sintese, é composto pela compreensdo dos éxitos e
fracassos das acles, operacdes e coordenacdes dos estudantes da 72 série ou 8°

ano do ensino basico, envolvendo o expoente 1 na sua forma invisivel.

As referéncias listadas abrangem as obras e textos que fundamentam o

trabalho, nas suas diferentes etapas.

Nos apéndices estdo incluidos os oficios, autorizagdo dos responsaveis, as
avaliacbes escritas com uso de notacdo simbolica AECNS aplicados e aqueles
utilizados no estudo preliminar e durante a pesquisa com estudantes adolescentes
da 7% série ou do 8° ano do ensino fundamental, e também os quatro jogos

aplicados na entrevista dos “casos”.



1 MINHA CAMINHADA - rupturas

Para iniciar esta tese vou fazer uma breve retrospectiva considerando minha
histéria de vida como estudante e professora, num conjunto de a¢des que entendo

serem indispensaveis para localizar a escolha do meu objeto de pesquisa.

Quando volto meu pensamento ao passado, faco-o de uma perspectiva que
se situa no presente. E assim que vejo hoje as experiéncias que vivi com a

matematica.

Recordo alguns episédios do processo da minha alfabetizacdo matemaética no
cotidiano. Lembro-me das atividades na oficina de conserto de maquinas agricolas
do meu avd paterno, que me encarregava das atividades de lavar e guardar nos
respectivos compartimentos as arruelas, parafusos e porcas, assim como de lhe
alcancar a chave certa (de boca, estrela, ...), dependendo da situacdo, sempre me
lembrando da “bitola” da chave: 3/8, 4. Com meu pai, tive a oportunidade de
conhecer a matematica nas lidas da granja, desde o plantio até a colheita do trigo,

do sorgo, da linhaca e da soja.

Entretanto, ndo me recordo de como fui alfabetizada matematicamente na
escola. Apenas as lembrancas dos trés anos no 2° grau ou ensino médio me vém a
memoria mais vivas. Na época, como ndo tinhamos livro de matematica, o contetdo
era todo transcrito pelo professor no grande quadro-verde. Confesso ter sentido
algum prazer resolvendo os exercicios totalmente formais, mesmo sem a
preocupacao do professor com a formacao de um saber pratico, nem, muito menos,

aplicavel as situacdes do dia a dia.

Com as minhas experiéncias fora do contexto escolar, percebia com muita
clareza que também na fisica, na quimica, na biologia e nas artes a sequéncia de
procedimentos para o estudo de fatos que ocorrem na natureza era parecida. Dentro
de uma estrutura formada pelos conhecimentos das minhas praticas, tentei
compreender e interpretar, numa sequéncia coerente de raciocinio cientifico, os
principios matematicos contidos nos contetdos das disciplinas desenvolvidas na

escola.

Na universidade aprendi que na matematica ha uma ordenacao logica das

suas diferentes areas. Assim, fui sendo levada a respeitar aquilo que se chama de



“‘rigor da matematica”: ndo usar termos que nao tivessem sido definidos; ndo aceitar
afirmacdes que nao fossem demonstradas; nas demonstragdes, ndo usar fatos que
nao tivessem sido previamente estabelecidos. Essa compreensdo da matematica
escolar rigida, formal e académica que foi se formando aos poucos em meu
pensamento, a maneira de vé-la e senti-la, a forma como passei a me comportar
diante dela modificaram-se apenas no momento em que passei a ser “professora de
matematica”, aos meus 19 anos, da rede publica municipal da cidade de Carazinho,
RS.

Nesse momento vivi um conflito muito grande: deveria cumprir os contetdos
de um curriculo preestabelecido pela Secretaria Municipal de Educacédo (SMED) de
Carazinho - RS, que hoje, ao meu ver, eram maximos®, ou trabalhar com aquelas
criancas um minimo de contetudos que lhes fossem Uteis a sobrevivéncia? A escola
localizava-se entre duas vilas muito carentes, cujos moradores habitavam as

chamadas “terra sem dono”, por serem areas laterais aos trilhos do trem.

A fim de amenizar as atividades mecénicas da matematica
descontextualizada dos livros e de tornar as aulas mais dinamicas, proveitosas e
agradaveis, passei a transformar os contetdos estanques em problemas do contexto
diario das criancas. Meu estimulo veio da motivacdo dos estudantes para a
participacdo em jogos matematicos (por eles construidos) e competi¢cdes esportivas,

além da preocupacéao de diminuir a repeténcia e a evasao entao existente.

A ruptura maior iniciou-se com a minha mudanca de cidade para Passo
Fundo - RS e, sobretudo, com o desafio de trabalhar com alunos adolescentes e
adultos no Curso Técnico em Contabilidade (curso noturno). Como se tratava de um
curso profissionalizante, questionei-me sobre a formacdo e a atuacdo desses
estudantes e obriguei-me retomar a minha imagem como profissional da educacao.
Além do debate interno, intenso e constante, passei a organizar com o0s colegas da
equipe técnica encontros quinzenais para refletir sobre os problemas enfrentados no

processo de ensino-aprendizagem no curso.

Em razdo das reunifes da equipe técnica e pedagdgica da escola, entrei em
contato com diferentes experiéncias, procedimentos laboratoriais e computacionais

gue foram importantes para a correlacdo da matematica formal com a nao formal.

3 . . ~ . . N L ) .
O maior curriculo em relagcdo ao contetdo, o mais alto grau de exigéncias e determinag@es a serem praticadas visando a uma
lei universal, sem levar em conta a(s) necessidade(s) da real populacéo envolvida no processo.



Pela segunda vez, agora com o aval de um grupo de estudos, eu vislumbrava a
possibilidade de a matematica e a fisica despertarem a curiosidade e o envolvimento
dos estudantes, que descobriam, e muitas vezes redescobriam, as relacbes da

matematica com o seu mundo, fosse do trabalho, fosse do estudo ou do lazer.

Comecei, assim, a compreender a importancia que todo um universo de
relacbes envolvendo estudante-trabalho-escola-professor tem a ver com 0 processo
de ensino-aprendizagem, tanto na abordagem dos aspectos politicos, sociais e
filosoficos que compdem cada ramo da matematica e da fisica quanto no
guestionamento das ocorréncias negativas e positivas do desenvolvimento social e
cientifico. Em tudo eu procurava levar os estudantes a perceberem a possibilidade
de novos olhares, de diferentes posturas, ou seja, a necessidade de se sentirem

parte integrante da sociedade.

Na busca de uma nova Otica do processo educacional, entendo ser
necessario repensar os componentes do processo de ensino-aprendizagem no
sentido de o conhecimento ser construido. Ao pensar em aprendizagem, € preciso,
inicialmente, ter claro “quem aprende”, “como se aprende”, “por que se aprende” e
“para que se aprende” para, posteriormente, observar alguns aspectos que norteiam
o ensino. Aprender é uma questdo de “significacado”, isto €, o estudante aprende

aquilo que lhe é mais representativo, aquilo que se refere ao seu saber-fazer.

Com a transformacdo de minha concepcédo sobre a tarefa de ensinar, que
requereu um esfor¢co no sentido de repensar o que estava ensinando e a forma
como o fazia, tendo por base muitas reflexdes, passei a transpor obstaculos internos
e externos. No redimensionamento do “como ensinar’, foi necessario um
conhecimento profundo dos ramos em que se divide a disciplina. Hoje compreendo
gue o compromisso com o aprendizado do educando e o estudo para a ampliacao
do conhecimento e da competéncia profissional foram fatores determinantes para
concretizar meu processo de mudanca, pois, gradativamente, fui deixando para tras
a educadora que explicava os conteudos, passando a assumir a postura de
educadora questionadora, que contextualiza, que provoca os estudantes, que

procura estimular diferentes caminhos para possiveis solucoes.

Entretanto, minha atividade docente sofreria mais rupturas durante o curso de
especializacdo em Educacdo Matemética, tendo como referéncia o professor Dario

Fiorentini. No decorrer deste curso senti a necessidade de compreender o0s
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problemas relativos a aprendizagem da matemética e da fisica, de ir além e

compreender melhor o processo ensino-aprendizagem dos educandos.

Na minha caminhada académica pela Universidade de Passo Fundo, RS me
inscrevi na Faculdade de Educacéo e fui aprovada na selecéo do curso de mestrado
em Educacgao na sua primeira turma, onde defendi a proposta intitulada “Encontros e

desencontros entre estudantes e a fisica no ensino médio”.

Na minha passagem pela Universidade de Passo Fundo, me dediquei muito a
investigacao sobre a fisica, porém as questdes sobre a fragmentacao e dificuldades
enfrentadas pelos educandos quanto ao conhecimento matematico ndo foram
esquecidas. Na mesma época, tive a oportunidade de, na mesma instituicdo, atuar
como professora substituta das disciplinas Matematica Basica 1 e 2 e Célculo 1 e 2
nos cursos de Matematica, Administracao, Ciéncias, Computacédo e Quimica. Nessa
atividade constatei o quanto os novos académicos entravam em conflito com a
matematica, pois ndo recordavam nem mesmo procedimentos comuns das quatro
operacdes elementares com ndmeros naturais, 0 que se agravava na retomada de

topicos especificos na algebra e na geometria como revisdo ao ensino basico.

Apds muitas reflexdes sobre a questdo da aprendizagem, ndo pude mais
aceitar a aprendizagem como “pura absor¢do” de conhecimentos transmitidos. Ao
considera-la como um processo de constru¢cdo de conhecimentos, entendi ser
possivel extrair da evolucdo da algebra elementos importantes que pudessem
contribuir na producdo e no crescimento do estudante. Passei a entender que
ensinar deve ser um processo no qual se possibilitem condi¢cbes favoraveis para que
0 estudante aprenda, organizando a sua estrutura cognitiva de tal forma que consiga

apreender o novo conhecimento de forma significativa.

Para a continuacdo dos estudos, ingressei na Universidade Federal do Rio
Grande do Sul — na Faculdade de Educacdo, no Programa de Pés-Graduacao,
como aluna PEC tendo em vista o doutorado, optando pela linha de pesquisa 06:
“Psicopedagogia, sistemas de ensino-aprendizagem e educacdo em saude”. Minhas
preocupagfes com a aprendizagem do estudante adolescente tomaram corpo
guando entrei em contato com os estudos da epistemologia genética de Jean Piaget.
Dentre as questbes que mais me chamaram a atencdo estdo a negacdo das

condicdes de preponderancia do meio ou de absolutizagdo do sujeito e a proposta



de um processo de construcdo do conhecimento proveniente da interacdo entre

sujeito e objeto.

As proposicOes da teoria piagetiana sobre a constru¢cdo do conhecimento, a
teoria construtivista, a construcéo do sujeito sobre o objeto me inquietaram, porque,
de acordo com as pesquisas da area realizadas na matematica nas ultimas duas
décadas e as criticas que os autores como CARUSO (2002), LINZ (2000), GIMENEZ
(2000), FIORENTINI (2000), fizeram as justificativas dadas pelo senso comum. As
dificuldades dos estudantes seriam, especialmente, de natureza cognitiva, ligadas a
inteligéncia e/ou a capacidade de lidar com a matematica. Essa interpretacdo retira
toda a responsabilidade dos professores e dos pesquisadores de tentarem melhorar
a relacao estudante-matematica, colocando no lugar um sentimento de impoténcia e
submissdo que em nada contribui para uma forma significativa de aprendizagem na

matematica.

Diante desse panorama, compreendo a epistemologia genética como uma
possibilidade de o conhecimento ser visto como processo de construcao,
distinguindo-se dos modelos em que se considera o0s professores meros
transmissores de conhecimentos e 0s estudantes, meros receptores nas escolas de
ensino basico. Vejo na epistemologia genética a oportunidade de observar os
caminhos utilizados pelos educandos-adolescentes na significagdo de nocgdes e

conceitos aritméticos e algébricos.

Como educadora-pesquisadora, sei que a matematica esta presente em
todos os niveis da educacédo escolar e ndo escolar, ocupando um espaco singular na
formacao do educando. Logo, é necessario incluir-me nesse repensar, uma vez que

a matematica escolar se caracteriza por um carater excludente.

Durante o doutorado permaneceram as preocupacfes com as dificuldades no
ensino-aprendizagem da matematica, sobretudo no campo da educacédo algébrica.
O meu interesse pela algebra vem da provocacdo de questionamentos e incertezas
relativas ao processo de aprendizagem dos adolescentes do ensino basico. Quais
0s motivos que levam grande parcela destes a desenvolver um sentimento de
repulsa pela algebra? Pretendi, assim, compreender como ocorre a aprendizagem
na algebra e de que forma é assimilado um conteddo especifico da algebra na

matematica: a multiplicacdo de monémios.



2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Esse capitulo faz uma retrospectiva histérica da educacdo matematica,
discute suas implicacdes para ensino da matematica, se refere aos paradigmas da
ciéncia e da matematica. Estabelece e contextualiza a discussdo com o0 ensino e a

educacao algébrica focalizada nessa tese.
2.1 EDUCAC}AO MATEMATICA

No Brasil, uma série de publicacdes e discussdes, em contextos variados,
procura estabelecer uma diferenciacéo entre “educagdo matematica” e “ensino de

matematica™

. Contudo, quero destacar que, quando trato de “educacdo”, estou me
referindo a um fendbmeno mais amplo do que falar em “ensino”, abrangendo um
campo de educacdo através da aprendizagem de sujeitos situados num contexto

social.

Cada momento histérico determinou diferentes “fungcdes” para a educacéo,
acompanhando, assim, as diversas tendéncias de ensino, como mostra 0 panorama

abaixo:

1. Antiguidade: matematica. O ensino surge convertendo-se hum imenso
sistema de extensas disciplinas. Poderoso instrumento para conhecer
e agir sobre o mundo.

2. Décadas de 20/50: matematica tradicional. Enfase apenas na
memoriza¢do. Ensino sem nenhuma fungéo social.

3. Décadas de 60/70: matematica moderna. Movimento educacional que
valoriza a linguagem matematica e suas estruturas. Distanciou-se do
entendimento dos alunos.

4. Deécadas de 80/90: matematica e o ensino em discussdo. Surgem as
reformas redimencionando a Matematica, buscando vincula-la com as
aplicacBes praticas. (LONGEN, 2004, p.9).

A questdo do ensino da matematica passou a ser discutida com maior
intensidade em congressos nacionais e internacionais de matematica,
desencadeando um processo de discussao com a instituicdo de diferentes foruns de
debate, como os Circulos de Professores de Matematica e as Associacdes de

Professores e congressos estaduais. Todavia, o que realmente desencadeou, a

* Cf. BICUDO (1991) Educacdo Matemética e ensino de Mateméatica; D’AMBROSIO (1985)
Educacdo Matemética: por que Educacdo Matemética? N&o bastaria Educacédo e Matematica.



partir da década de 1960, o movimento da Matemética Moderna no Brasil, segundo
Miorim (1998), foi o desenvolvimento de atividades do Grupo de Estudos do Ensino
da Matematica (Geem), criado em S&o Paulo sob a lideranca de Osvaldo Sangiorgi.
Foram criados também o Grupo de Estudos de Ensino da Matematica de Porto
Alegre (Geempa), o Grupo de Estudos e Pesquisa em Educacdo Matematica do Rio
de Janeiro (Gepem), o Nuacleo de Estudo e Difusdo do Ensino da Matematica de

Curitiba (Nedem) e o Grupo da Universidade Federal da Bahia.

Segundo D’Ambrésio, “o Movimento da Matematica Moderna tem enorme
importancia na identificacdo de novas liderancas na educacdo matematica e na
aproximagdo dos pesquisadores com os educadores” (2001, p.57) e,
consequentemente, na aproximacao entre o ensino e a pesquisa e na implantacéo
da matematica moderna nas escolas brasileiras, apoiada pelo Ministério da

Educacéo e Cultura.

As discussdes das décadas de 1960 a 1990 sinalizam uma critica ao
movimento da Matematica Moderna e ao ensino tradicional. A nocdo de ensino
tradicional € utilizada para dar conta de uma aprendizagem que consiste em
processos de memorizacdo, enfatizando aspectos mecanicos de resolugdo de
expressdes e célculos. O movimento da Matematica Moderna, segundo Bicudo, foi
‘o movimento do Ensino da Matematica dos anos 60, ndo o da Educacao
Matematica.” (1991, p.33) Para o autor, tal movimento seria o “divisor de aguas entre

o Ensino da Matematica e a Educagao Matematica” (1991, p.32).

Bicudo (1991, p.34) afirma que a diferenca entre a Educacdo Matematica e o
ensino de matematica “esta no modo pelo qual se olha esta ciéncia”. A visao
daqueles que praticam apenas o ensino da matematica “é local e ndo vai a procura
do que seria a esséncia da mesma” (p.34), ao passo que a Educacao Matematica
possibilitaria uma visdo mais ampla da matematica, permitindo buscar o que estd em

seu amago, o que a distingue de tudo o mais.

No que se refere a apresentacdo dos conteudos de matematica, 0 movimento
da matemética moderna enfatizava o aspecto conceitual da matemética em
detrimento da manipulacédo de expressdes de calculo, tal como pode ser verificado

na énfase dada ao aspecto manipulativo e mecanico destas.



Em contraposi¢éo a énfase dada pelo movimento da matematica moderna as
formas de abordar e de organizar os conteidos de matemética nos livros didaticos,
emergem novas propostas, as quais podem ser exemplificadas por meio dos livros
didaticos intitulados “Matematica Atual’. Conforme informacé&o veiculada pela
Educacdo matematica em revista, esta colecao

esta fundamentada nas mais recentes pesquisas nacionais e internacionais
na area de Educacdo Matematica; aborda as relacdes entre a Matematica
e as coisas de nossa realidade a partir de problemas significativos e
provocadores. Tratada dessa maneira, a Matematica apresenta-se viva,
prazerosa, recreativa. A histéria da Matematica € mesclada de problemas

reais, cultura, aplicacGes e exploracdo de jogos e materiais, 0 que torna a
obra agradavel, ativa e bem-humorada. (1996, p.22)

Outro destaque a essa colecdo de livros encontra-se na Matematica Atual
home page, cuja primeira pagina faz referéncia ao Programa Nacional do Livro
Didatico (PNLD/99), trazendo a seguinte apreciagdo sobre a colegcdo: “A obra
analisada constitui-se, dessa forma, num original e adequado bom instrumento para
0 ensino de Matematica na série a que se destina”. (1998, p.1) No que se refere “a
selecdo de conteudos adaptados as exigéncias da sociedade atual’” (1998, p.1),
outros aspectos destacam “a atualidade da proposta metodolégica e sua adequagao
as principais recomendacgdes das propostas curriculares estaduais em vigor”. (1998,
p.1) A caracteristica atribuida a colecdo diz respeito ao “estimulo dado a
investigacdo, a argumentacao critica, a conquista de autonomia e ao preparo para o

exercicio da cidadania por parte do aluno”. (1998, p.1)

Soares (1994, p.47) destaca que, na busca de superar tanto a concepgao
tradicional quanto a da Matematica Moderna, nos ultimos anos foi proposta uma
retomada de conteudos “numa visdo mais articulada”. Assim, deve-se entender “que
a definicho dos conteudos é fator fundamental para que os conhecimentos
matematicos, anteriormente fragmentados, sejam agora vistos como ‘um todo

ricamente articulado’.

Os conteudos de geometria, tratados até entdo dedutivamente, e 0s
conteudos pragmaticos da algebra elementar, que exigiam que 0s conceitos viessem
associados a necessidade de serem aplicados em problemas, deram lugar aos

conteudos de algebra moderna. Essa abordagem exigia o dominio de conceitos



prévios e precisos, tais como a frase, sentenca aberta, sentenca numérica, dentre

outros conhecimentos.

Apesar de ser considerada disciplina obrigatdria na composicao da parte geral

do curriculo, “a Matematica € reduzida a um conjunto de técnicas, regras e

algoritmos, sem grande preocupacdo em fundamenta-los ou justifica-los.”

(FIORENTINI, 1995, p.17) Além do tecnicismo pedagodgico, havia ainda nesse

periodo um processo de “algebrizagdo” no curriculo escolar. Para Miguel, Fiorentini
e Miorin,

[...] a Algebra viria a desempenhar um papel de destaque, ndo apenas em

sua concepcéo tradicional, mas, sobretudo, em sua concep¢do moderna.

Isto porque, os grandes avancos da Matemdtica, nos dois Ultimos séculos,

deram-se gracas ao processo de algebrizacdo da Matemética Classica,

tornando-a mais rigorosa, precisa e abstrata e, portanto, assim pensava-se
mais aplicavel. (1992, p.46).

Ja4 o movimento da Matematica Moderna preocupava-se com 0s contelddos,
enfatizando seu aspecto formal, I6gico e axiomético, que caracterizava o formalismo
como modo de pensar dominante nos meios académicos: o modo de tratar os
conteudos no ensino secundario deveria se assemelhar ao modo como estes eram
tratados no ensino de matematica na academia. Conforme Burigo (1999), esse
movimento — que perdurou do inicio da década de 1960 até metade da de 1980 —
veio associado a ideia de modernizacéo, enfatizada desde o decénio de 1920 pelos
escolanovistas. O movimento ganhou um novo sentido com a aceleracdo da
inovacado tecnologica em nivel mundial e, no pds-guerra, com a institucionalizacéo
de uma politica no pais, na década de 1950, expressa na criacdo do Conselho
Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnolégico (CNPq) e da Coordenacéo de
Aperfeicoamento de Pessoal de nivel Superior (Capes). Para Carvalho (1991), o
fracasso dessas tentativas, centradas nos curriculos, de melhorar o processo
ensino-aprendizagem da matematica de um ponto conteudista foi uma das falhas da

Matematica Moderna.

Teixeira (1998) lembra que, a partir do momento em que 0S movimentos
sociais comegaram a acontecer, mais especificamente, com a “volta da democracia”,
também irromperam movimentos na area do ensino de matematica. Em 1985
articulou-se um grupo de professores brasileiros para participar da Conferéncia

Interamericana de Educacdo Matematica, realizada na Cidade do México, onde foi



proposta a realizacéo do 1’ Encontro Nacional de Educacdo Matematica (Enem). Tal
proposta teve como desdobramento a realizagéo de reunides, encontros e palestras
por todo o Brasil, acontecimentos que culminaram, em fevereiro de 1987, na
realizacdo do 1" Enem em S&o Paulo. Para Teixeira (1998), este encontro “foi um
marco na histéria do desenvolvimento de novos grupos, de novas propostas” (1998,
p.9), bem como da organizacdo da Sociedade Brasileira de Educacdo Matemética

(SBEM), cuja fundagao se tratava de uma luta “politica e ideoldgica”.

Os aspectos politicos e socioculturais da matematica passaram a ser
enfatizados e fortalecidos com a emergéncia dos estudos em etnomatematica.
Conforme Khnijnik (1996), a etnomatematica se constitui numa “nova vertente de
pensamento no campo da Educacao Matematica”. A expressao “etnomatematica” foi
utilizada pela primeira vez por Ubiratan D’Ambrésio: “A Matematica falada pela
natureza, e que chamamos Etnomatematica”, constituindo “o passo inicial da
Educacdo Matemética” (1985, p.1). Ao relatar sua trajetéria em dire¢do ao que
chama de “programa etnomatematico”, o autor ressalta que “nasce de um
inconformismo com a fragmentacdo do conhecimento” (p.5). Segundo D’Ambrésio,
“ndo é possivel explicar, conhecer, entender, manejar, lidar com a realidade fora do
contexto holistico” (p.11), pois ter-se-iam nao mais que “visdes parciais e

incompletas da realidade”. (p.11)

Para Teixeira (1998, p.10), a “chamada Educagao Matematica esta aberta a
absorver, em funcdo de seu desenvolvimento, outras areas do conhecimento, tais
como a Psicologia, a Sociologia, a Filosofia, [...]. No contexto da Educagao
Matemética, propostas de mudancas no ensino da matematica enfatizando as
contribuicdes de outros campos de saber podem ser exemplificadas pela fala de Lins

na conferéncia de abertura do “Encontro Paranaense de Educagao Matematica”:

Foi neste esforco de mudar que passamos da idéia de Ensino de
Matematica para a idéia de Educagcdo Matemética; ao falar de educacéo,
estamos falando de um fenémeno mais amplo do que quando falamos s6
de ensino. Passamos a considerar, além da Matemética e da Didatica,
também a Psicologia e a Sociologia, por exemplo, e isto porque passamos
a nos interessar pelas peculiaridades individuais dos alunos, bem como
pelos contextos culturais nos quais alunos, professores e escolas existem.
(1995, p.2).



As propostas de reforma curricular, particularmente para o ensino médio,
pautam-se nas constatagbes sobre mudancas no conhecimento e seus
desdobramentos, no que se refere a producéo e as relagdes sociais de modo geral.
Partindo de principios definidos na Lei de Diretrizes e Bases (LDB) — lei 9.394/96, o
Ministério da Educacdo chegou a um novo perfil para o curriculo, apoiado em
competéncias basicas para a insercédo dos jovens brasileiros na vida adulta. Assim,
os Parametros Curriculares Nacionais (PCNS) do ensino médio “buscam dar
significado ao conhecimento escolar, mediante a contextualizacdo, e evitar a

compartimentalizacdo, mediante a interdisciplinaridade.” (BRASIL,1999, p.12)

Nessa nova etapa, em que o ensino médio € concebido para a universalidade
da educacdo basica, os Parametros Curriculares Nacionais do ensino médio

recomendam que se

precisa desenvolver o saber matematico, cientifico e tecnolégico como
condicdo de cidadania (...). O aprendizado ndo deve ser centrado na
interacdo individual de alunos com materiais instrucionais, nem se resumir
a exposicdo de alunos ao discurso professoral, mas se realizar pela
participagdo ativa de cada um e do coletivo educacional numa pratica de
elaboracio cultural. E na proposta de condugdo de cada disciplina e no
tratamento interdisciplinar de diversos temas que esse carater ativo e
coletivo do aprendizado afirmar-se-a. (BRASIL, 1999, p.208-209).

A matematica, por sua universalidade de quantificacdo e expressao, tendo
sua linguagem, ocupa uma posicdo singular. Possivelmente, nas atividades

contemporaneas a matematica compareca

de maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensfes, frequéncias e
quantas outras variaveis houver. A Matematica ciéncia, com seus
processos de construcéo e validacdo de conceitos e argumentacdes e 0s
procedimentos de generalizar, relacionar e concluir que Ihe séao
caracteristicos, permite estabelecer relagbes e interpretar fendmenos e
informacdes. As formas de pensar dessa ciéncia possibilitam ir além da
descricdo da realidade e da elaboracdo de modelos. O desenvolvimento
dos instrumentos matematicos de expressdo e raciocinio, contudo, nao
deve ser preocupacdo exclusiva do professor de Matemética, mas das
quatro disciplinas cientifico-tecnologicas (Biologia, Fisica, Quimica e
Matemdtica), preferencialmente de forma coordenada, permitindo-se que o
aluno construa efetivamente as abstracbes matematicas, evitando-se a
memorizacdo indiscriminada de algoritmos, de forma prejudicial ao
aprendizado. A pertinente presenca da Matematica no desenvolvimento de
competéncias essenciais, envolvendo habilidades de carater gréfico,
geométrico, algébrico, estatistico, probabilistico, (..) (BRASIL, 1999, p.211).



Em seu papel formativo, a matematica contribui para o desenvolvimento de
processos de pensamento e aquisicdo de atitudes, pois seu sistema de coédigos e
regras torna-a ciéncia com uma linguagem de comunicacéo de ideias e permite-lhe
modelar a realidade e interpreta-la. “Assim, os numeros e a algebra como sistemas
de codigos, a geometria na leitura e interpretacdo do espacgo, a estatistica e a
probabilidade na compreensdo de fenbmenos em universos finitos sdo subéareas da
Matematica.” (BRASIL, 1999, p.251-252)

Os Parametros Curriculares Nacionais, com a preocupacdo centrada nos
aspectos de valores, habilidades e atitudes dos educandos e professores em relacao
ao conhecimento, defendem que sdo, “a um so tempo, objetivos centrais da
educacao e também séo elas que permitem ou impossibilitam a aprendizagem” dos
educandos. (1999, p.254) Também fazem recomendagdes como: o “curriculo a ser
elaborado deve corresponder a uma boa selecdo, deve contemplar aspectos dos
conteudos e praticas que precisam ser enfatizados.” (p.255) Como exemplo citam
temas sobre a aprendizagem da matematica: “aspectos do estudo de polinbmios e
equaclOes algébricas podem ser incluidos no estudo de funcgdes polinomiais,

enriquecendo o enfoque algébrico que é feito tradicionalmente.” (p.255)

Os Parametros Curriculares Nacionais pautam-se na recomendacdo da
garantia de espacgos diferenciados para o entendimento e aprofundamento dos
conhecimentos numeéricos e algébricos, vinculados a perspectiva sécio-histérica dos

estudantes. Esses contelidos deverdo estar

diretamente relacionados ao desenvolvimento de habilidades que dizem
respeito a resolucdo de problemas, & apropriagdo da linguagem simbodlica,
a validacdo de argumentos, & descricdo de modelos e a capacidade de
utilizar a Matemética na interpretacdo e intervencdo no real. (BRASIL,
1999, p.263).

O documento insiste quanto a atualizagdo curricular, ressaltando que “ndo
deve significar complementagcdo de emendas”. (p.263) Afirma ser necessaria a
superacdo de uma visdo enciclopédica, para que ocorram uma real atualizacdo do
ensino e a substituicdo de uma “ordem tao artificial quanto arbitraria, em que pré-
requisitos fechados proibem o aprendizado de aspectos modernos (...) antes do
aprendizado classico”. (p.263) Recomenda ser preciso “mudar convicgdes

equivocadas, culturalmente difundidas em toda a sociedade, de que os alunos séo



0S pacientes, de que 0s agentes sao os professores e de que a escola estabelece
simplesmente o cenario do processo de ensino.” (p.263) Enfatiza o compromisso do
estabelecimento de ensino com o aprendizado da matematica, visto que “toda a
escola deve ter uma nova postura metodologica dificil de implementar, pois exige a
alteracdo de habitos de ensino ha muito consolidados.” (p.264) E preciso que seja
assumida uma reformulagédo significativa de postura pedagogica por parte dos
estabelecimentos de ensino basico diante da complexidade da situacdo educacional

brasileira.

Conforme Kuhn (1998), os paradigmas da ciéncia foram se alterando em
movimentos ciclicos ao longo da histéria da humanidade, pela desestabilizacdo dos
“critérios estaveis” do paradigma vigente e pela construgcdo de novos critérios no
modelo emergente. Todavia, a matematica ndo sofreu o abalo das suas certezas
instituidas desde os antigos gregos, s6 vindo a sofrer um processo de
questionamento no inicio do século XX, com a “Matematica Moderna”. A concepcao
grega passou a se consolidar com o paradigma cartesiano-newtoniano, o chamado

“paradigma tradicional de ciéncia”. No relato de Schubring:

A partir dos inovadores trabalhos de Thomas Kuhn, em quase todas as
outras ciéncias foram analisadas e reconhecidas “revolugdes” no sistema
conceitual e rupturas nos campos conceituais, a matematica parece
continuar fechada a tais inovacdes epistemoldgicas: excessivamente
soberba parece continuar sendo a imagem univoca da “rainha das
ciéncias” que se desenvolve cumulativamente, permanecendo sempre
idéntica consigo mesma. (1998, p.13).

Como um dos campos da matematica, a algebra vem, ao longo da historia,
sofrendo avancos e retrocessos, com periodos de esquecimento e outros de maior
notoriedade. No decorrer da histéria da matematica, a algebra trouxe a tona conflitos
e problemas, o que contribui para que o ensino-aprendizagem dos conceitos
algébricos, como de toda a matematica, seja considerado no meio educacional um
“processo complicado” aos olhos de todos os que se encontram no meio formal ou
nao formal da educacéo escolar. Referindo-se a isso, Robayna et al. agrupam as
dificuldades, em linhas gerais, nas seguintes categorias:

Dificultades debidas a la naturaleza el tema algebraico dentro del contexto
de 1ds matematicas; dificultades que surgen de los processos del desarrollo

cognitivo de los alumnos y de la estrutura y organizacion de sus
experiéncias; dificultades atribuibles a la naturaleza del curriculo, a la



organizacion de las lecciones y a los racionales hacia el algebra (1996,
p.91).

No século XX, entre as décadas de 1970 e 1990, as preocupacdes com as
dificuldades observadas no ensino-aprendizagem da matematica levaram ao
surgimento do que veio a se chamar “educagdo matematica”, em consequéncia,
surgiu a “educacao algébrica”, tentando pensar caminhos para o complexo trabalho

com essa area do conhecimento.

Assim, chegou-se ao século XXI com a educacdo algébrica provocando
polémicas e desafios, decorrentes dos conflitos gerados no ambito da escola formal,
pela falta de interesse e pelo despreparo tanto dos professores, para assumir e
desenvolver a educacdo algébrica de forma séria e competente, como dos
adolescentes, que apresentam resisténcia, por vezes consolidadas, a mudancas de

contelidos no campo da matematica.

Apesar do empenho dos 0Orgdos responsaveis em realizar mudancas
curriculares; apesar dos encontros educacionais promovidos pelas instituicbes de
ensino superior com o objetivo de proporcionar o debate, a analise e a reflexao das
praticas pedagogicas desenvolvidas nas unidades de ensino basico, do papel da
matematica no curriculo; apesar, também, das inUmeras pesquisas realizadas em
educacdo matematica e algébrica, a disciplina, de modo geral, continua sendo

desenvolvida de maneira acritica, ahistérica, como uma colecéo de verdades Unicas.

O ensino da algebra na matematica, de modo geral, continua centrado nos
conteldos abstratos; logo, o processo de ensino-aprendizagem baseia-se na
transmissdo do conhecimento. Nessa concepcdo, o estudante continua sendo o
armazenador de informacdes, ndo tendo espaco para a reflexdo e reelaboracédo dos
conceitos algébricos, os quais ndo apresentam vinculacdo com a sua realidade. Em
alguns nucleos, contudo, vem sendo discutida uma forma mais interessante e menos
alienante do ensino da algebra, na tentativa de cumprir um dos papéis do curriculo
escolar, que é o desenvolvimento do espirito critico-criativo e de busca de
conhecimento, fator responsavel pela formacéo intelectual, social e moral do

estudante no ensino basico.

Penso que o estudo da &lgebra constitui um espago bastante significativo

para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de analise e sintese, de



abstracdo e generalizacdo, além de lhe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa
ferramenta para a resolugéo de problemas em outras ciéncias. No entanto, conforme
se registra nos Parametros Curriculares Nacionais, “a énfase que os professores
dao a esse ensino ndo garante o sucesso dos alunos, a julgar tanto pelas pesquisas
em Educacdo Matematica como pelo desempenho dos alunos nas avaliacdes que
tém ocorrido em muitas escolas”. (1999, p.115). Salienta-se ainda nesse documento
que, conforme resultados do Sistema Nacional de Avaliacdo Basica/Saeb, os itens
que se referem a algebra raramente atingem o indice de 40% de acertos pelos

alunos nas diferentes regides do pais.

Constato que as novas propostas curriculares tratam a algebra como
elemento importante do curriculo, pois tanto os Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1999) como o Padrdo Referencial de Curriculo/PRC (RIO GRANDE DO
SUL, 1998) destacam-no considerando que o pensamento algébrico constitui um
marco importante no ensino fundamental, por permitir a abstracéo e a generalizacao.
O documento PRC/RS ressalta ainda que “nesta etapa € ampliado o conceito de
sistema de numeracdo e inicia-se 0 estudo das expressGes algébricas, das
equacgdes e inequagdes aplicadas a situagdes geométricas e outras do ‘dia-a-dia’
tendo como objetivos o equacionamento de problemas.” (RIO GRANDE DO SUL,
1998, p.15).

O novo milénio encontrou a educacdo matematica em crise: 0o ensino da
geometria fora abandonado; o ensino da algebra estava em estado letargico,
segundo Miorin et al., trabalhado “de forma mecanica e automatizada, dissociada de
qualquer significacdo social e logica, enfatizando simplesmente a memorizacao e a
manipulacdo de regras, macetes, simbolos e expressdes, tal como ocorria ha varias
décadas.” (1993, p.39).

As atividades algébricas tornaram-se ao longo das décadas problemas de
resolucdes mecanizadas de questdes dissociadas da vida real dos educandos. Por
isso, indagacgdes do tipo “por que eu preciso aprender isso, professor?” tornaram-se
comuns nas salas de aula. Nesse contexto, nas ultimas décadas do século XX
acentuaram-se as discussdes em torno do ensino e da aprendizagem da
matematica, emergindo questdes relativas as concepc¢des de educacao ligadas as
ideias de Jean Piaget (construtivismo) e Paulo Freire (socioculturalismo) e no

enfoque de Lev Vygotsky (sociointeracionista).



A histéria da educacdo matemética e as politicas assumidas no Brasil ndo
ficaram alheias as diferentes tendéncias e concepg¢dOes de educacdo, o que fez
aflorar a discusséo sobre as concepc¢des matematicas que fundamentam o que hoje

se chama “educacgédo matematica” e “educacéao algébrica”.

Hoje o termo “educacdo matematica” é o que melhor traduz as reflexdes
desencadeadas nas Ultimas décadas no Brasil, pois percebe-se o “ensino da
matematica” como uma de suas partes, ampliando as discussdes para além dos
conteudos. Diante desse quadro, Carvalho (1991, p.18) define-a como “o estudo de
todos os fatores que influenciam, direta e indiretamente, sobre todos 0s processos

de ensino-aprendizagem em matematica e a atuacao sobre esses fatores”.

Para Sousa et al. (1995, p.51) educacdo matematica define-se como “a area
do conhecimento cujo objeto de estudo e pesquisa € interdisciplinar e diz respeito ao
processo de producdo e aquisicdo do saber matematico, tanto mediante a prética

pedagogica em todos os graus de ensino quanto mediante a outras praticas sociais”.

No Brasil, especialistas em educacdo matematica atuam em universidades e
em grupos de pesquisa ligados a grupos em nivel internacional. Mesmo com todo
esse empenho, os resultados de tais pesquisas pouco chegam as instituicdes do
ensino basico, muito menos as salas de aula, o que também acontece com
propostas pedagogicas de educadores matematicos, as quais, mesmo sendo de
qualidade, sdo pouco conhecidas e discutidas pelos professores que atuam na

formacdo basica dos educandos.

Fiorentini (1995), realizando estudos e reflexdes sobre a trajetoria historica do
ensino da matematica no Brasil, utilizando como referéncia ideias pedagdgicas de
Saviani (1984) e Libaneo (1985), eventos educacionais promovidos na area em
questdo e propostas oficiais e analise de livros didaticos de varias épocas,
identificou diferentes modos de ver e conceber a educacdo matematica, os quais
classificou em categorias como: a concepc¢do de matematica, a crenca do modo
como se da o processo de obtengdo/producdo/descoberta do conhecimento
matematico, a concepcdo de ensino e de aprendizagem. Esses estudos foram

agrupados pelo autor em seis tendéncias sintetizadas na sequéncia.

A tendéncia formalista classica, predominante até a década de 1950,

caracteriza-se pela ideia de que os conhecimentos matematicos sdo sistematizados



de forma ldgica a partir de axiomas, definicdes e postulados (modelo euclidiano).
Nesta tendéncia, o ensino tem como fim o desenvolvimento do espirito, da disciplina

mental e do pensamento l6gico-dedutivo.

A tendéncia empirico-ativista procura valorizar o processo de aprendizagem
envolvendo os educandos nas atividades organizadas e desenvolvidas de forma
espontanea, respeitando seus ritmos e vontades. O ensino tem como fim o
desenvolvimento da criatividade e das potencialidades, adaptando o sujeito a
sociedade. O curriculo deve ser organizado de maneira que atenda as
caracteristicas biologicas e psicologicas do educando, considerando-o o centro ativo
do processo, favorecendo o0 seu aprendizado e proporcionando o0 seu

desenvolvimento psicolégico.

A tendéncia formalista moderna surgiu no Brasil no inicio da década de 1960,
ligada ao Movimento da Matematica Moderna. Enfatiza a matemética pela
matematica, como se fosse uma ciéncia neutra, sem relacdo com o politico e o
social; preocupa-se com 0 uso correto dos simbolos, com a precisdo e com o rigor;
fundamentada no processo de algebrizacdo e da linguagem formal da matematica
contemporénea, justifica-se pelas transformacbes algébricas através das
propriedades estruturais. Com relagédo ao processo ensino-aprendizagem, pouco se
diferencia da tendéncia classica, pois o educando continua a reproduzir a linguagem

e 0s raciocinios logico-estruturais ditados pelo professor.

A tendéncia tecnicista e suas variacdes, de origem norte-americana, fez-se
presente no Brasil entre as décadas de 1960 e 1970. Nela, o processo ensino-
aprendizagem centra-se nos objetivos instrucionais, nos recursos e nas técnicas de
ensino, considerando que a aprendizagem consiste em modificacbes
comportamentais por estimulos. Ao professor cabe desenvolver habilidades e
atitudes computacionais e manipulativas, capacitando o educando para a resolugao
de exercicios ou problemas-padrdo que envolvem memorizacdo de principios e

férmulas, manipulacéo de algoritmos ou de expressdes algébricas.

A tendéncia socioetnocultural apoia-se pedagogicamente nas ideias de Paulo
Freire e, no que se refere a educacdo matematica, fundamenta-se na
etnomatematica, cujo principal representante é Ubiratan D’Ambrésio. Esta tendéncia
se preocupa com o contexto social e cultural no qual o educando estéa inserido. O

método de ensino aqui priorizado é a problematizagédo, que contempla a pesquisa e



a discussao de problemas da realidade dos educandos, oportunizando-lhes uma
aprendizagem mais significativa e efetiva da matematica. Assim, segundo Fiorentini,
0 conhecimento matematico “passa a ser visto como um saber pratico, relativo, nédo-
universal e dinamico, produzido historico-culturalmente nas diferentes praticas

sociais, podendo aparecer sistematizado ou ndo”. (1995, p.26)

Fiorentini (1995) ndo se limita a sintetizar as tendéncias que marcaram a
trajetoria histérica do ensino da matematica no pais. Ao perceber o processo
pedagogico como dinamico e dialético, entende que o professor deve conhecer a
diversidade de concepcgoes, paradigmas e ideologias que embasam o ensino da
matematica e, com base nelas, construir novas perspectivas educacionais, que
atendam as suas expectativas especificas. Embasado nesse raciocinio, Fiorentini
aponta como emergentes as tendéncias historico-critica e sociointeracionista-
semantica, as quais assim explica:

a) Na abordagem histérico-critica, (...) 0 aluno aprende significativamente
matematica, quando consegue atribuir sentido e significado as idéias
matematicas — mesmo aquelas mais puras (isto €, abstraidas de uma

realidade mais concreta) — e, sobre elas € capaz de pensar,
estabelecer relacgdes, justificar, analisar, discutir e criar.

b) Na abordagem sociointeracionista-semantica: aprender significa
significar: estabelecer relacdes possiveis entre fatos/idéias e suas
representacdes (signos). (1995, p.30-33).

Na abordagem histérico-critica, portanto, o objeto do conhecimento
matematico é considerado como um ser vivo e dindmico, que vem sendo constituido
a partir das exigéncias da sociedade emergente e das necessidades tedricas de
ampliacdo dos préprios conceitos. Nesta concepcdo 0 processo ensino-
aprendizagem da matematica vai além dos métodos formais. Por sua vez, na
abordagem sociointeracionista-semantica a significacdo ocupa um lugar central,
sendo o professor responsavel pelo planejamento das atividades que contemplam a

producédo e a apropriacao dos significados histérico-socialmente produzidos.

A tendéncia construtivista surgiu no Brasil a partir da década de 1970,
fundamentada na epistemologia genética piagetiana, trazendo elementos da
psicologia para contribuir teoricamente com a iniciagdo ao estudo da educacao
matematica. Concebe o processo ensino-aprendizagem da matematica como uma

construcéo que resulta da interacédo dinamica do homem com seu meio. Ao



professor compete organizar e propor atividades problematizadoras que levem o
educando a estabelecer as relacdes existentes entre objetos, acfes ou ideias ja
constituidas, para que a apreensao dos conceitos ocorra de maneira ativa, uma vez
que o aprendiz vé, manipula, significa, representa, compara, erra e constroi a partir
do erro. Respeita o desenvolvimento das estruturas mentais da crianga para a
efetivagcdo da aprendizagem, priorizando mais 0 processo que o produto do

conhecimento.

Nesta investigacdo, ndo vou desenvolver o debate sobre conceitos de ensino
e aprendizagem e nem sobre a definicdo da Educacdo Matemética. Este estudo se
desenvolve no campo da Educacdo Matemética e tem como objetivo a busca de
uma problematizacdo no campo algébrico da matematica, tratando, sobretudo, da

construcdo de conhecimento de uma nocéo exponencial.

2.2 PESQUISADORES E PESQUISAS SOBRE A ALGEBRA

A obra The National Council of Teachers of Mathematics (NCTM) (1995),
organizada por Arthur F. Coxford e Alberto P. Shulte, traduzida por Hygino H.
Domingues e impressa no Brasil como As idéias da algebra, € composta por artigos
gue analisam dilemas e concepc¢des sobre o processo de ensino-aprendizagem de
algebra. Estas pesquisas sdo divididas em seis partes, compostas por trinta e trés
artigos.

ApOs a leitura dos artigos, para a pesquisa selecionei aqueles cujos
pesquisadores se preocuparam com categorias e concepg¢des que penso serem
importantes para a analise sobre a aprendizagem de algebra pelos estudantes

adolescentes da sétima série do ensino fundamental.

House (1995) defende a necessidade de ser reexaminado o curriculo da
matematica e 0 seu ensino, apontando que “no programa de algebra, a necessidade
maior dos alunos é uma compreensao solida dos conceitos algébricos e a
capacidade de usar o conhecimento em situacdes novas e as vezes inesperadas.”
(1995, p.2).

O autor propde novos sistemas de transmissdo de conhecimentos,

incorporando programas de computadores e manipuladores de simbolos. E em meio



a essas propostas o papel da algebra é realcado e reforcado. House afirma que
atuam duas forcas com potencial para alterar o modo como se ensina a algebra da
escola média: a) a tecnologia da computacdo — “[...] os conceitos e processos
algébricos, como manipulacdo de variaveis e avaliacdo de tendéncias” (1995, p.4) O
autor entende que “na algebra, sdo de importancia primordial: a compreensao de
conceitos como o de variavel e o de funcdo; a representacdo de fenbmenos na
forma algébrica e na forma grafica; a destreza na apresentacao e interpretacao de
dados”. (HOUSE, 1995, p.5); b) as forcas sociais podem ou n&o ajudar no ensino-
aprendizagem, pois as novas demandas da sociedade por cidaddos com “facilidade

para o raciocinio quantitativo e os processos matematicos” (HOUSE, 1995, p.6).

Ainda House (1995, p.7) aponta que, diante de uma crise na comunidade de
ensino da matematica, a algebra, uma matéria comum no ensino fundamental,
“‘muitas vezes € um ponto critico na decisao tomada pelo aluno de continuar ou nao
estudando matematica.” Logo, modificar o curriculo de algebra € uma proposta
audaciosa, que nao se realizard sem grandes esforcos do corpo docente em
promover as condicdes necessarias para uma aprendizagem significativa dos

alunos.

Usiskin (1995) escreveu artigo cujo objetivo € a compreensao sobre o que é a
algebra do ensino médio. Questionando a aprendizagem de algebra pela
compreensao que o aluno tem do significado das “letras” (variaveis) e das operagdes
com estas, o0 autor aponta que a concepc¢ao mais natural de variavel é a de simbolos

gue representam indistintamente os elementos de um conjunto.

Observa Usiskin (1995, p.11) que os alunos tendem a acreditar que “todas as
variaveis sao letras que representam numeros [...] € que uma variavel € sempre uma
letra.” Em resumo, as variaveis comportam muitas definicdes, conotacdes e
simbolos; logo, tentar enquadra-las numa Unica concepgao “implica em
supersimplificagao”. (p.12) O autor assinala duas questdes fundamentais do ensino
de algebra: a primeira envolve o ensino da algebra na escola média: “até que ponto
se deve exigir dos alunos a capacidade de manejar, por si proprios, diversas
técnicas manipulatérias” (p.12); a segunda questiona no curriculo de algebra o papel

das funcdes e 0 momento de introduzi-las.

Para Usiskin (1995, p.12), “essas duas questdes relacionam-se com as

préprias finalidades do ensino e da aprendizagem da algebra, com os objetivos da



formacdo em algebra e com as concepcdes que tenhamos desse corpo de
conhecimentos.” Ainda, acredita que “as finalidades da algebra sédo determinadas
por, ou relacionam-se com concepc¢des diferentes da algebra que correspondem a
diferente importancia relativa dada aos diversos usos das variaveis.” (p.13) O autor

analisa em seu artigo quatro concepc¢des de algebra:

1%) a éalgebra como aritmética generalizada: a nocdo de varidvel como
generalizadora de modelos. Dentro dessa concepcao de algebra, o aluno tem

como instru¢ao-chave traduzir e generalizar;

2%) a algebra como um estudo de procedimentos para resolver certos tipos de
problemas: as variaveis sao incégnitas e as instru¢cdes-chave sao simplificar e

resolver;

3% a éalgebra como estudo de relacdes entre grandezas: considera que a
concepcao de algebra como o estudo das relacbes pode comecar com
férmulas e, “neste caso, as variaveis variam.” (USISKIN, 1995, p.15) Nesta
concepcao, uma variavel € um argumento ou um parametro; “trata-se de um
modelo fundamentalmente algébrico. [...] Na linguagem dos conjuntos ou

guantificantes, x e y sdo conhecidos como variaveis mudas”. (p.17)

4% a algebra como estudo das estruturas. Nesta concepcdo de algebra como
estudo de estruturas a variavel € um simbolo arbitrario. “A variavel tornou-se
um objeto arbitrario de uma estrutura estabelecida por certas propriedades.”
(p.18) E no simbolismo uma variavel sofre dois processos: de manipulacédo

cega ou de técnica automatica.

Estas concepcdes séo reunidas no quadro a seguir:



Concepcbes de algebra Uso das variaveis

Aritmética generalizada Generalizadoras de modelos
(traduzir, generalizar)

Meio de resolver certos problemas | Incognitas, constantes
(resolver, simplificar)

Estudo de relacbes Argumentos, parametros
(relacionar, graficos)
Estrutura Sinais arbitrarios no papel

(manipular, justificar)

Quadro 1 — Resumo das concepgoes e relacdes (USISKIN,1995, p.20)

Booth (1995, p.24), na tentativa de compreender por que € dificil aprender
algebra, argumenta que um dos caminhos é a identificacdo dos tipos de erros que 0s
alunos cometem e a investigacdo das razdes desses erros. Numa pesquisa com
alunos de 13 a 16 anos que vinham estudando algebra desde a 72 série, verificou
que, apesar da idade e da experiéncia em algebra, eles cometiam “erros

semelhantes em todas as séries.” Esses erros se apresentaram em aspectos como:

a) o foco da atividade algébrica e a natureza das respostas: em algebra, o foco
da atividade apontado é o dilema “nome-processo” como uma fonte de

dificuldades para o aluno;

b) notacdes e convencbes em algebra: Booth (1995) trabalha esta possibilidade

em duas vertentes:

b.1) a interpretacdo dos simbolos pelos alunos: em aritmética, simbolos como + e
= sao interpretados como a¢les a serem efetuadas; logo + é a operacao, e =
significa escrever a resposta. Verificou-se com alunos de 12 a 17 anos a ideia de
que o simbolo “+” pode indicar tanto o resultado de uma adi¢cdo como a agao, ou
de que o sinal “=" pode indicar uma relacdo de equivaléncia, em vez de um
simbolo para escrever a resposta. E “essas duas no¢des sdo necessarias para a

compreensao algébrica.” (1995, p.27)

b.2) a necessidade de uma notacéo precisa: Booth assinala a necessidade, em
algebra, de uma precisdo absoluta no registro de informacdes. Logo, se ndo
forem devidamente “tratados, tais erros de concepcdo em aritmética poderdo

levar, posteriormente, a problemas em algebra.” (p.30);

c) letras e variaveis, sao dois enfoques:



c.1) letras em algebra: “A confusdo decorrente dessa mudanga de uso pode
resultar numa ‘falta de referencial numérico’, por parte do aluno, ao interpretar o
significado das letras em algebra.” (BOOTH, 1995, p.30) A autora sustenta que o
acerto aparente da leitura literal algébrica de forma completa (5 . y) pode
encorajar o aluno a proceder de modo 5y. Sugere, entdo, que o0s alunos
escolham as letras (variaveis) em determinadas situagfes para evitar erros de

conversao (leitura verbal e escrita grafica).

c.2) a nogdo de ‘“variavel”. € um dos aspectos mais importantes da algebra a
ideia de “variavel”’. Nas criangas ha “uma forte tendéncia a considerar que as
letras representam valores especificos Unicos, [...] € ndo niUmeros genéricos ou
variaveis.” (BOOTH, 1995, p.31) Na aritmética, os simbolos que representam
guantidades sempre significam valores anicos; na algebra, diferentes simbolos
podem representar a mesma quantidade, isto €, letras diferentes néo

necessariamente representam valores numéricos diferentes.

d) como os alunos entendem a aritmética: segundo Booth, a algebra nédo é
isolada da aritmética. Para compreender a generalizacdo das relacdes e
procedimentos aritméticos € preciso primeiro que tais relacdes e procedimentos
sejam apreendidos dentro do contexto aritmético. “Nesse caso, as dificuldades
gue o aluno tem em algebra ndo sao tanto de algebra propriamente dita, mas de
problemas em aritmética que ndo foram corrigidos.” (1995, p.32-33). Apresenta

dois enfoques:

d.1) as convencgles aritméticas mal compreendidas: o autor enumera Varios
aspectos, como o uso (ou ndo uso) dos parénteses. Também ha a constatacao
de o aluno julgar que o valor de uma expressao permanece inalterado mesmo
quando muda a ordem dos calculos. O aluno se depara com a situacao “de que
0 contexto a que esta ligada a expressao escrita determina a ordem dos calculos,
independentemente de como a expressao seja escrita.” (1995, p.33)

d.2) meétodos informais utilizados pelos alunos. Tanto criangas como
adolescentes em diferentes niveis de escolaridade utilizam métodos informais
para resolver problemas. Assim, para Booth, “0 uso de métodos informais em
aritmeética pode também ter implicagdes na habilidade do aluno para estabelecer

(ou compreender) afirmacgdes gerais em algebra.” (1995, p.35).



A pesquisadora perguntou-se se 0s erros cometidos pelos alunos de uma
faixa etaria eram, de fato, efeitos de um estagio de desenvolvimento intelectual, isto
€, resolveu investigar se tais erros eram ou nédo resistentes a instru¢cao. Booth (1995)
encerra seu artigo afirmando ser de responsabilidade do professor um levantamento
continuo do que envolve o aprendizado dos tépicos aritméticos e algébricos de
matematica, acompanhando os alunos pela analise dos erros cometidos e suas
causas. Assim, podera lhes proporcionar instrumentos para que a sua compreensao

da matematica melhore.

Demana e Leitzel (1995), em seu artigo, abordam a necessidade de os alunos
entenderem conceitos-chave de algebra num contexto numérico. A abordagem
apoia-se intensamente no uso das calculadoras e na resolucéo de problemas:

A fim de reforcar nos alunos a compreenséao dos conceitos aritméticos que
séo basicos para a algebra, eles sao levados primeiro a investigar como
funcionam as calculadoras. Assim que se familiarizam [...], os alunos
passam a resolver problemas numericamente, construindo tabelas e
usando o procedimento supor-e-testar. A seguir, os alunos retornam as
mesmas situagBes-problema, mas desta vez para investigar os problemas

geometricamente, fazendo graficos das relagbes contidas nos problemas.
(1995, p.71).

No uso de célculos para antecipar a algebra, Demana e Leitzel estabelecem
trés prioridades: a) Ordem das operacfes — em que “a hierarquia algébrica exige
que os alunos compreendam as propriedades aritméticas basicas.” (1995, p.71); b)
NUumeros negativos — “os alunos precisam estar familiarizados com os numeros
negativos antes de comecarem a estudar algebra.” (p.72) A compreensao do sinal
negativo em diferentes posi¢coes em relacéo aos parénteses para a potenciacao na
aritmética “é essencial para achar o valor de polinbmios para valores negativos da
variavel.” (p.72); c) outros aspectos — as calculadoras tornam-se eficazes no ensino
da pré-algebra, porque “reforcam o fato de que uma fragdo € um quociente, de que o
traco de fragcdo € simbolo de agrupamento e de que nao se pode dividir por 0.” (p.72-
73)

Demana e Leitzel (1995, p.73) afirmam que as calculadoras permitem a
generalizagao significativa de situagdes-problema com a introdugdo de variaveis, de
“‘uso de variaveis como um instrumento para expressar uma generalizagado parecga
bastante natural.” Os alunos fazem uso da calculadora no procedimento supor-e-

estar, pelo qual o modelo deve ser descrito verbalmente e, com o tempo, num



segundo momento, usar variaveis para escrever o modelo em questdo. Os
pesquisadores entendem que, “antes de iniciar os alunos nos meétodos algébricos, é

atil que eles visualizem graficamente as relagées de um problema.” (1995, p.74)

Quanto a compreensdo das varidveis, Demana e Leitzel (1995, p.74)
acreditam que existe a necessidade da “introdu¢do de variaveis para representar
relacbes funcionais em situagcbes-problema concretas”. Essa compreensao de
variaveis sera instrumento atil nas generalizacdes; logo, se o aluno tiver dificuldades
para conceitualizar uma variavel, “essa dificuldade pode ser decisiva para um

fracasso em algebra.” (p.75)

Para Demana e Leitzel (1995), inicialmente, ndo é preciso que 0s alunos
assimilem todas as convenc¢des da notacao algébrica, pois, mesmo com o tempo, as
convengdes sao barreiras a compreensdao de muitos deles. Embora eles “possam
se sair bem em aritmética sem entender a propriedade distributiva, em algebra é
essencial que a entendam” (p.75), por ser uma propriedade utilizada na simplificacédo
de expressodes algébricas. Os autores entendem que, no momento em que 0s alunos
escreverem equacdes e procurarem resolvé-las, tem-se um caminho para iniciar os
alunos na pré-algebra. Também afirmam que, “se o raciocinio dos alunos brota de

uma experiéncia numérica sélida, trata-se de uma boa pré-algebra.” (1995, p.77)

Post, Behr e Lesh (1995, p.89) afirmam ser o raciocinio com proporgdes “um
dos componentes do raciocinio adquirido na adolescéncia.” O que € o raciocinio com
propor¢cdes? “O raciocinio com propor¢des tem aspectos tanto matematicos como

psicoldgicos.” (p.90) Também envolve

0 pensamento qualitativo, [...] exige a capacidade de interpretar o
significado, [...] guardar e informacgdo e entdo comparar as interpretacdes
de acordo com alguns critérios pré-determinados. Esse processo requer
uma capacidade mental que Piaget situou no nivel operacional formal do
desenvolvimento cognitivo. Referiu-se a esse processo como operar com
operacgdes. Isto é, a interpretacdo de cada uma dessas razbes é uma
operacao em si e por si, € a comparacao € outro nivel de operacdo. Esse
processo requer um raciocinio comparativo em niveis multiplos, bastante
diferente de uma abordagem algoritmica [...]. (1995, p.91).

Logo, o raciocinio qualitativo € um meio importante de conferir a viabilidade
das respostas e uma maneira de estabelecer parametros amplos para as condi¢ges

do problema. Post et al. (1995, p.91) apresentam como outro aspecto do raciocinio



com proporgdes “o dominio sélido de varios conceitos sobre numeros racionais,
como por exemplo ordem e equivaléncia, a relacdo entre a unidade e suas partes.”

Mas por que o raciocinio com propor¢cées é importante no aprendizado de
algebra? Para Postetal.:

1. a representacdo algébrica da proporcionalidade (y = mx) [...] € uma
ponte adequada e talvez necessaria entre experiéncias e modelos
numéricos comuns e as relacfes mais abstratas, que se expressarao
de forma algébrica;

2. as proporcdes [...] sdo Uteis numa grande variedade de situacdes de

resolucdo de problemas [...] por exemplo, velocidade, mistura,
densidade, escala, conversdo, consumo, preco e outras formas de
comparacdes;

3. o raciocinio e o conhecimento algébricos muitas vezes envolvem
modos diferentes de representacdo. Tabelas, graficos, simbolos
(equagbes), desenhos e diagramas sdo maneiras importantes pelas
quais se podem representar idéias algébricas. (1995, p.91-92).

Assim, a capacidade de criar e compreender traducdes desses modos de
representacdo e de um para outro € um elemento essencial de competéncia

matematica em todas areas, ndo apenas em algebra.

Post, Behr e Lesh (1995) concluem seu artigo afirmando que muitas vezes se
define a algebra como a aritmética generalizada e que os alunos devem perceber as
conexdes entre as equacdes abstratas da algebra e o mundo real da aritmética.
Com base nessas posicoes,

a introducdo a éalgebra deve se basear na nocdo de que as variaveis
podem ser manipuladas de uma maneira que corresponde exatamente a
muitos aspectos do mundo real. Por isso a élgebra é importante e abstrata.
As situacdes proporcionais fornecem uma porta ideal para o campo da
representacdo algébrica, uma vez que seus antecedentes aritméticos séo
justificaveis através de abordagens do senso comum. (1995, p.102).

Rémulo Campos Lins e Joaquim Gimenez (2000) organizam a obra
Perspectivas em aritmética e éalgebra para o século XXI dividindo-a em quatro

grandes capitulos, o segundo sobre a aritmética e o terceiro sobre a algebra.

Lins e Gimenez (1997), na sua leitura de significados para a algebra,
sugerem que “é preciso comecar mais cedo o trabalho com algebra, e de modo que
esta e a aritmética desenvolvam-se juntas, uma implicada no desenvolvimento da

outra.” (1997, p.10) Propdem-se examinar no¢des por eles consideradas enraizadas,



como a de que “aprender aritmética deve vir antes do aprendizado da algebra; [...]
ou de que &lgebra é aritmética generalizada; [...] ou de que ndo ocorre a
compreensao da algebra pela maioria dos alunos néo terem alcancado o nivel de

desenvolvimento intelectual requerido”. (1997, p.9-10)

Os autores, no capitulo 2, concentram-se na aritmética fazendo uma reflexédo
sobre a aprendizagem da aritmética na escola obrigatéria. Afirmam que o novo

status é inspirado pelos seguintes principios:

i) a aritmética tem trazido diversas contribuicdes a histéria e a cultura,
como: a quantificacdo e o desenvolvimento de agrupamento, [...]; i) os
instrumentos aritméticos tém atualmente um papel de didlogo que derruba
barreiras: a linguagem universal da informatica, [..] - um status
comunicativo; iii) o reconhecimento de valores culturais proprios e, num
momento de interculturalismo, a importdncia de reconhecer diversas
culturas aritméticas. (LINS; GIMENEZ, 1997, p.39).

O conjunto de relacdes entre o real observado e o aritmético € expresso no

esquema do seguinte quadro:

Mundo real Mundo aritmético
Quantificacéo Matematizacéo , Numeragao
de objetos Reconhecer sentido
Problemarizagao Classificagéo
desgobrimento e
anal|se
v
PROB|EMAS Resolucéo OPERACOES
40 Dedpgéo
v
REFLEXAO
SOBRE
v PROPRIEDADES
Valorizar as Integrar um Adquirir sentido
Referéncias do sentido numérico numerico interno

ambiente ao cotidiano
circundantes

Quadro 2 — Relagbes entre o real observado e o aritmético (LINZ; GIMENEZ, 1997,
p.40)



Entre as caracteristicas analisadas por Lins e Gimenez destacam que, para
que ocorra um sentido numérico, existe a implicacdo de diversas acdes cognitivas:
operatividade, processo de autorregulacdo do pensamento (incerteza nos dados),
diversidade de solugdes (producdo de juizos) e complexidade (atribuicdo de
significados).

Linz e Gimenez (1997), investigando o visual na sala de aula, constataram
aspectos cognitivos interessantes sobre o conhecimento dos estudantes. No
entanto, ndo existe um acordo sobre qual € o significado que se deve atribuir a
visualizacdo numérica. Para alguns autores, a imagem visual relaciona-se com uma
imagem mental existente sem a presenca direta do objeto, como para Piaget e
Inhelder, ao passo que, para outros, “na visualizacdo deve-se incluir a habilidade

para interpretar a informacéo figurativa” (1997, p.66), como para N. Presmeg.

Lins e Gimenez (1997) elencam como estratégias de aprendizagem: “uso de
nameros em contextos; importancia da visualizacdo numérica; uso de técnicas de
agrupamentos e decomposicfes; compreensdao do significado de operacoes;
diversidade de representacdes, tratamento da ordem; comunicagcdo coletiva de

estratégias e controle e reflexdo sobre eficiéncia e aplicabilidade.” (1997, p.76)

No esquema seguinte observam-se as relagdes que constituem um sentido
numeérico numa dinamica escolar. Esse esquema de relacbes, com o0s trés
elementos fundamentais - situag¢do, conteudos e aplicacdes -, constitui a base para

um sentido numérico.



SITUACAO CONCEITOS

Contexto » Controle do sistema
numérico

Imagens

SIGNIFICADO Representacdes
Representacdo associafla Estrutura
Tamanho relativo
Referentes
Sistemas de referéncia

Relacdes

PROGESSOS
Conhecimento Sistema de Controle do sistema
estratégico instrumentos operativo
Reconhecimento de dados Célculo mental Efeitos de uma operacéao
Interpretagéo Métodos algoritmicos Efeitos das modificagcdes
Adequagéo Modelos graficos Propriedades
Raciocinio Material manipulativo Relacdes entre operacdes
Avaliacao Calculadora Estratégia de calculo
Adequacéo dos resultados Computador aproximado/exato

SENTIDO
NUMERICO

Controle da aplicacéo Desenvolvimento de
Atitudes e valores aplicacbes
Reconhecimento Multiplicidade
Aplicabilidade de estratégias
Integracéo _— Métodos e instrumentos ——»p  Solugdes
“Prudéncia” diversos contextualizadas
“Eficiéncia” Diversidade de solucdes

Plausibilidade dos

resultados

Associacdes operatdrias
Inducéo, Interacao

Quadro 3 — Esquema para um sentido numérico. (LINS; GIMENEZ, 1997, p.75)

Sobre a algebra, no capitulo Ill, Lins e Gimenes (1997, p.92) afirmam que a

‘introducdo de notagdo especial (no caso, letras) corresponde diretamente a



determinadas mudangas conceituais” e que essas mudangas sinalizam um estagio
de desenvolvimento da atividade algébrica. Nos estudos revisados, consideram um
ponto de vista que diz “que a atividade algébrica resulta da agcdo do pensamento
formal.” (p.99) Num horizonte piagetiano, considerando que o pensamento formal é
algébrico, chamam a atencdo “que todo o pensamento de alguém que atingiu o
estagio operatério formal constituiria alguma atividade algébrica.” (p.99) No caso da
algebra, consistiria na capacidade do adolescente de refletir sobre operacdes ou
sobre as propriedades operatérias que estruturaram seus resultados e,

consequentemente, de agrupar operacdes de segundo grau.

Os autores afirmam que, enquanto a educacdo aritmética precisa ampliar o
conjunto de atividades e habilidades, a educacdo algébrica precisa passar a
considerar também a logica das operagdes. “Em ambos os casos, o da aritmética e
o da algebra, a mudanca de perspectiva mais importante refere-se a passarmos a
pensar em termos de significados sendo produzidos no interior de atividades, e néo,
como até aqui, pensamos em termos de técnicas ou conteudos.” (LINS; GIMENES,
1997, p.160-161).

Lins e Gimenes entendem ser hoje o grande objetivo da educacéo aritmética
e algébrica

encontrar um equilibrio entre trés frentes: i) o desenvolvimento da
capacidade de pdr em jogo nossas habilidades de resolver problemas e de
investigar e explorar situagdes; ii) o desenvolvimento de diferentes modos
de produzir significado (pensar), o que poderiamos chamar de atividades
de inser¢&o e tematizacao; e, iii) o aprimoramento das habilidades técnicas,
isto é, da capacidade de usar as ferramentas desenvolvidas com maior
facilidade.” (1997, p.165).

Os autores propdem como base da educacédo aritmética e algébrica para o
século XXI: “para ‘falar bem em numeros’, € preciso ‘falar em numeros’, e assim [...]
‘falar bem em numeros’, exige conceber legitimidade a relagdes quantitativas e a seu
tratamento como tal.” (LINS; GIMENES, 1997, p.164).

Na sequéncia apresento um panorama dos estudos realizados nos ultimos
sete anos em forma de teses de doutorado que abordam tematicas sobre a algebra.

Para tal, foi realizado um levantamento no banco de teses da CAPES (Coordenacéo



de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior), cujo objetivo de tal € demonstrar
a originalidade do trabalho aqui desenvolvido.

Para tal, foram elencados e combinados cinco grupos de palavras-chave:
educagcdo matematica, educacao algébrica, multiplicacdo de monémios, potenciacdo
e expoente 1. Essas palavras foram eleitas por serem as que ap0s uma série de
tentativas e outras combinagdes proporcionaram resultados mais adequados a

expressar o enfoque das pesquisas que tratam de tema similar.

A educacdo matematica € abordada através de investigacbes sobre a
construcéo conceitual do perimetro, da area e do volume através da andlise de sua

representagcdo numeérica. H4 um breve detalhamento dos trabalhos.

A tese de Cristiane Fernandes de Souza (2006), com o titulo Um estudo sobre
a aprendizagem de alguns conceitos algébricos e geométricos, pela UFRN, investiga
sobre a escrita e a manipulacdo algébrica de expressbées simbdlicas para o
perimetro e &rea de alguns poligonos convexos, abordando as propriedades

operatorias e da igualdade do circulo e do hexagono regular.

A tese de Glauco Reinaldo Ferreira de Oliveira (2007), com o titulo
Investigacdo do papel das grandezas fisicas na construcdo do conceito de volume,
pela UFPE, pesquisa inserida na area da didatica das grandezas geométricas. Seu
objetivo foi verificar como algumas grandezas fisicas interferem na construcao do
conceito de volume. A Teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud foi utilizada a
analise dos dados coletados através da aplicacdo de um questionario. Mapeadas as
concepcOes de alguns alunos identificando alguns teoremas-em-agéo e constructos.

Concluiu que os conceitos fisicos mais relevantes foram densidade, massa e peso.

A tese de Neide da Fonseca Parracho Santana (2008), com o titulo Praticas
pedagdgicas para o ensino de fracdes objetivando a introducdo a Algebra, pela
PUC-RJ, na area da formacdo de professores, teve como idéia central trabalhar o
conceito de fracado, identificando a fracdo como numero e representando esse
namero na reta numérica, tendo como base as recomendacdes e experiéncias

realizadas por Kathleen Hart e Hung-HsiWu.

A tese de Antonio Luiz de Oliveira Barreto (2009), com o titulo A analise da
compreensao do conceito de fungbes mediado por ambientes computacionais, pela

UFCE, propbe uma analise da compreensdo do conceito de funcdo mediada por



ambientes computacionais. Enfocando que o conceito de funcéo permite conexdes
entre diversos conceitos matematicos e entre diferentes formas do pensamento

matematico.

A tese de Ivanilka Lima de Azevedo (2009), com o titulo Reflexdes sobre a
construcdo e evolucdo de conceitos geométricos nas séries intermediarias do ensino
fundamental, pela UFRN, na area da educacdo matematica, teve por objetivo
abordar a construcdo dos conceitos geométricos de volume do paralelepipedo

retangulo, area e perimetro do retangulo com alunos do 6° ano.

A educacdo algébrica é abordada através de investigacdes sobre a
transposicdo didatica, algebra elementar, aplicacdo: coeficientes algébricos em
sistemas lineares, articulacdo entre algebra e geometria, algebra das matrizes
quadradas de ordem 2, construcdo de signos nas séries iniciais, abordagem
algébrica na quimica e na fisica, ensino e aprendizagem de algebra. A compreensao
da expresséo variavel algébrica abrange um enorme leque de teses pois é objeto de
estudo nas diversas areas seja educacional, seja social. H4 um breve detalhamento

de teses que considerei relevantes.

A tese de Anna Paula de Avelar Brito Menezes (2006), com o titulo Contrato
didatico e transposicdo didatica: inter-relacdes entre os fendbmenos didaticos na
iniciacdo a Algebra na 62 série do ensino fundamental, pela UFPE, na area da
educacdo, teve por objetivo estudar a triade professor-aluno-saber. O saber
enfocado nesse estudo foi a algebra (elementar), desde sua introducdo até a
iniciacdo dos alunos no trabalho com equactes. A relacdo ao saber do professor
aparece também como um elemento central na relacdo didatica, influenciando, de

maneira direta, os fenbmenos didaticos e a construcdo do conhecimento do aluno.

A tese de Jonas Cordazzo (2006), com o titulo Simulacao de reservatérios de
petréleo utilizando o método EbFVM e Multigrid algébrico, pela UFSC, na area da
engenharia mecéanica, prop6e uma metodologia numeérica para a simulacdo do
escoamento multifasico em reservatérios de petréleo. O sistema linear foi resolvido a
partir da consideracdo dos coeficientes do sistema linear baseado na corregcao
aditiva, revelando que triangulos retangulos e obtusos podem ser usados sem

restricao.



A tese de Anténio Pereira Branddo Junior (2006), com o titulo Polinbmios
centrais para algebras graduadas, pela UECampinas, na linha de pesquisa da Teoria
de Algebras, apresenta um estudo sobre polindmios centrais graduados e
polindbmios centrais com involugédo para algumas algebras importantes sobre corpos
infinitos. S&o descritos os polinbmios centrais 2-graduados para a algebra das
matrizes quadradas de ordem 2 sobre um corpo.

A tese de Ménica Karrer (2006), com o titulo Articulacdo entre &lgebra e
geometria - um estudo sobre as transformacdes lineares na perspectiva dos
registros de representacdo semidtica, pela PUC-SP, na éarea da educacao
matematica, apresenta um estudo questdes relativas ao ensino e a aprendizagem de
conceitos da Algebra Linear no ensino superior, no curso de Engenharia da
Computacdo. Esta pesquisa envolveu o design de atividades sobre o objeto
matematico “transformacéo linear”, explorando a conversdo de registros em um

ambiente de geometria dinamica.

A tese de Selma Rosana Santiago Manechine (2006), com o titulo Construcao
de signos matematicos: uma proposta metodologica para as séries iniciais do ensino
fundamental, pela UNESP-Bauru, na area do ensino de ciéncias e matematica, teve
como objetivo elaborar uma proposta didatico-metodolégica para o ensino e
aprendizagem de Matematica tendo o0 contexto experiencial como elemento
integrador entre as disciplinas de Matematica e Ciéncias Naturais. Os
conhecimentos matematicos investigados foram: (a) medida de comprimento; (b)
construcdo e interpretacdo de graficos de colunas; (c) escala; (d) nocdo de espaco

e estimativa.

A tese de Domingos Fabiano de Santana Souza (2007), com o titulo
Abordagem algébrico-diferencial da otimizacdo dinamica de processos, pela UFRJ,
na area da Engenharia Quimica, propde uma nova metodologia que incorpora
vantagens das funcbes de regularizacdo e os codigos numéricos que integram
sistemas de EADs (de indice 1 ou superior). A vantagem é a nao reinicializacdo da

integracdo numérica toda vez que uma restricdo em plantas industriais € violada.

A tese de Jéferson de Souza (2007), com o titulo Algebras de Heisenberg
generalizadas: formalismo e aplicacdo a molécula de Co, pelo CBPF, na area da

Fisica da matéria condensada, propfe um método para produzir 0 espectro



anarmoénico de moléculas diatbmicas, em particular de mondéxido de carbono,

através de uma funcao nao-linear, de quarta ordem em H.

A tese de Sueli Liberatti Javaroni (2007), com o titulo Abordagem geométrica:
possibilidades para o ensino e aprendizagem de introducéo as equacdes diferenciais
ordinarias, pela UNESP - Rio Claro, na area da Educacéo, teve por objetivo analisar
as possibilidades a partir da abordagem qualitativa de alguns modelos matematicos
auxiliada pelas tecnologias de informacdo e comunicacdo. As abordagens algébrica
e geomeétrica com as midias informaticas e o conhecimento como rede de
significados, levou a autora a sugerir a necessidade de repensar o ensino das
equacdes diferenciais ordindrias enfatizando o aspecto geométrico de modelos

matematicos além do aspecto algébrico.

A tese de Abrado Juvéncio de Araujo (2009), com o titulo O ensino de algebra
no Brasil e na Franca: estudos sobre o ensino de equacgfes de 1° grau a luz da
Teoria Antropoldgica do Didatico, pela UFPE, na area da Educacdo. A pesquisa se
insere na problematica da modelizacdo de conhecimentos algébricos. Os resultados
indicam que, no ensino fundamental, a algebra ndo é destacada como um dominio
proprio do conhecimento matemético nos dois paises. No caso do ensino de
equacdes do 1° grau com uma incognita, os resultados mostram que, tanto na
Franca quanto no Brasil, ele é justificado como uma ferramenta para resolver
problemas de contextos sociais e de outros dominios da matematica. O autor
observa que os alunos investigados dos dois paises ndo tém boas relacdes pessoais

com esse objeto do saber da algebra.

A tese de Olga Regina Fradico de Oliveira Bittencourt (2009), com o titulo
Algebraic modelling of spatiotemporal objects: understanding change in the Brazilian
Amazon, pelo INPE, na area da Ciéncia da Computacdo, propde uma algebra, a
Algebra Geoespacial, para descrever a evolu¢do de objetos espago-temporais. A
autora aplicou a algebra para analisar séries temporais de areas que sofreram

mudanca de uso e cobertura do solo da Amazénia.

A tese de Mauricio Egidio Cantdo (2009), com o titulo Abordagem algébrica
para selecdo de clones 6timos em projetos genomas e metagenomas, pela USP, na
area da Bioinformatica, apresenta uma abordagem algébrica que define e gerencia
de forma din&mica as regras para a selecéo de clones em bibliotecas genémicas e

metagendmicas, que se baseiam em algebra de processos.



7

A multiplicagdo de mondmios é abordada através de investigacdes
aplicadas nas engenharias agricola, quimica, fisica, elétrica, na agronomia, nos
sistemas de computacdo, na matematica, com pesquisas sobre geometrias bi e
tridimensionais, nivel de agua e diametro de evaporimetros, algebra de Gauss,
equacdes lineares, geometria e topologia algébrica. Houve a necessidade da
escolha e, optei por exemplificar com dois trabalhos por ano num breve

detalhamento.

Na tese de Lizandro Sanchez Challapa (2006), com o titulo indice de
equacOes diferenciais binarias, pela USP-Sao Carlos, na area de geometria e
topologia, encontramos o estudo das equac¢les diferenciais binarias em uma

vizinhanca de um ponto singular isolado, usando a abordagem geomeétrica.

A tese de Sergio Mota Alves (2006), com o titulo Pl-equivaléncia e néo
equivaléncia de algebras, pela UECampinas, na area da algebra, discute algumas
propriedades de certas subalgebras da &lgebra das matrizes de ordem “n” com
entradas na algebra de Grassmann, no que diz respeito a Pl-equivaléncia.
Apresenta um resultado que enfatiza a importancia dos monémios na descricdo do

T-ideal graduado destas subalgebras.

A tese de Kalasas Vasconcelos Araujo (2007), com o titulo A algebra de
Gauss de uma algebra monomial, pela UFPE, na area da algebra comutativa. No
estudo da algebra de Gauss de uma algebra térica, parte da relacdo precisa entre
um menor da matriz jacobiana associada a um conjunto finito de mondémios e o
mesmo menor da matriz dos expoentes destes monémios. O autor volta sua atencao
para a algebra de Gauss de uma algebra gerada pelos monémios livres quadrados

de grau dois.

A tese de Uberlandio Batista Severo (2007), com o titulo Estudo de uma
classe de equacdes de Schrodinger quase-lineares, pela UECampinas, na area da
analise ndo linear, estuda equacdes relacionadas a existéncia e comportamento de
concentracéo de solucdes do tipo ondas solitarias, as quais modelam fenémenos na
Fisica de Plasmas. Na obtencdo dos resultados usa a teoria de regularidade de

equacoes elipticas de segunda ordem.

A tese de Damian Roberto Fernadez (2008), com o titulo Convergéncia local

dos meétodos de programacdo quadratica sequencial estabilizada e programacao



sequencial quadraticamente restrita e suas extensdes para problemas variacionais,
pelo IMPA, na area de métodos computacionais, apresenta o estudo dedicado a
analise de convergéncia local de alguns métodos do tipo Newton. O primeiro método
considerado é o de programacdo quadratica sequencial estabilizada. O método foi
criado para preservar a convergéncia superlinear/quadratica quando ndo ha

unicidade dos multiplicadores de Lagrange.

A tese de Paulo de Souza Rabelo (2008), com o titulo Existéncia e
multiplicidade de solucbes se sistemas de equacgbes de Schrodinger semilineares
em Rn, pela UFPE, na area de equacdes diferenciais ndo-lineares, estuda questdes
relacionadas a existéncia e multiplicidade de solucéo do tipo estacionaria para uma
classe de sistemas de Schrodinger tendo potenciais que mudam de sinal e néo-
lineares ilimitadas. Considerou diversos tipos de crescimento para o tempo nao-

linear: superquadratico, ndo-quadrético, exponencial e supercritico.

Consultei o site www.sbem.org.br e, no periodo de 2001 a 2010, nele

encontrei trabalhos referentes a formacdo do professor, trabalho docente e
percursos tedricos e metodoldgicos na disciplina de algebra, assim como pesquisas
sobre geometria e algebra nas séries iniciais e finais do ensino fundamental; analise
quantitativa referente as notas e nimero de erros e acertos dos alunos na disciplina

de algebra em “testes” aplicados com polinémios.

Na revista Educacdo Matematica em Revista, ano 9, n.9, 2008, através
palavra-chave algebra, encontrei o artigo de Neda da Silva Goncalves et all com o
titulo Numeros algébricos e transcendentes: uma abordagem ndo usual para os
nameros reais na educacdo béasica. O artigo traz o relato de uma experiéncia
realizada com alunos de ensino fundamental e médio com o propdsito de tentar de
modo mais objetivo o trabalho com numeros. Os autores analisam o tratamento
abstrato nas séries finais do ensino fundamental e no ensino médio, da resolucéo de
equacdes, levando-os a pensar que traria maior significado aos niumeros irracionais,

amenizando os problemas que séo trazidos pela dicotomia racionais X irracionais.

Consultei os anais do VI ao VIl Enem — Encontro Nacional de Educacao
Matematica, pesquisando o periodo de 2000 a 2006, encontrei pesquisas de algebra
envolvendo: (1) estratégias e erros utilizados na resolugcéo de problemas algébricos;
(2) o jogo para auxiliar a formacdo do pensamento algébrico; (3) a relacdo entre a

aritmética e a algebra na matematica escolar; (4) a abordagem da algebra nos livros


http://www.sbem.org.br/

didaticos; (5) estudo sobre a area do paralelogramo; (6) sequéncia didatica em
algebra inicial; (7) decomposicao multiplicativa dos quadrados; (8) fracasso escolar
na 7% série em funcédo da linguagem simbdlica dos mondémios e polindmios; (9)
educacao algébrica; (10) fatoracdo de expressdes algébricas; (11) dificuldades de
compreensao de conceitos algébricos; (12) obstaculos didaticos no ensino de
algebra; (13) manipulacdo de expressdes algébricas para o perimetro e a area de

poligonos convexos.

Especificamente no IX Enem — 2007, nas modalidades de péster, palestra,
comunicacao cientifica e relato de experiéncias estao presentes os trabalhos com os
seguintes titulos: (1) Reflexdo sobre as licenciaturas em Matematica apds as
diretrizes (CESAT/CEFETES); (2) Reflexbes sobre as dificuldades dos alunos na
aprendizagem de algebra (PUC/RS); (3) O papel do erro na aprendizagem de
Matematica (PUC/RS); (4) O ensino de geometria nas séries iniciais (USF); (5) A
competéncia de alunos dos ensino fundamental e médio em resolver problemas de
areas e perimetro (PUC/SP); (6) Investigando fendmenos didaticos no ensino de
algebra (UFPE); (7) Educacdo algébrica (IM-UFRJ); (8) Analise do ensino da
algebra elementar (UNEB); (9) Atividades didatico-pedagdgicas para o ensino médio
de &lgebra (USP); (10) Criancas de séries iniciais pensando em algebra: ambientes
computacionais (UFCE); (11) A representacdo de figuras geométricas e suas
relacbes com a formacao conceitual (UNESP); (12) Aprendizagem de conceitos
algébricos e geométricos (FACAL/PE); (13) Compreensao de problemas envolvendo
grandezas (perimetro e area), algebra e fun¢des no ensino médio (SEDUC/PE); (14)
Abordagem algébrica, geométrica e computacional da constru¢cdo dos fractais
(FAMASUL/PE); (15) Algebra na escola basica: significado ou mecanizacéo? (IM-
UFRJ).

Consultei os Anais do X Encontro Gaucho de Educacdo Matematica
(2009/1JUi) encontrei entre as modalidades de apresentacdo de minicurso e
comunicacdo cientifica o relato de pesquisas com os titulos: (1) Investigacbes
algébricas para o ensino fundamental (UNIJUI); (2) Caracteristicas do pensamento
algébrico de estudantes do 1° ano do ensino médio; (3) Conhecimento algébrico:
manifestacdes de dificuldades reveladas por alunos de uma turma de ensino medio
do municipio de Rondinha/RS (UPF); (4) Investigando os processos de fatoracéo

numeérica e algébrica numa classe de EJA do ensino médio (UPF).



Acessando a biblioteca digital da UNICAMP, pesquisando o periodo de 2006
a 2010, encontrei pesquisas de algebra envolvendo: espaco e tempo (teoria do

elétron); poténcia 2; algebra geométrica: 0 ganho quadratico na mecéanica quantica;

algebra biquaternidnica = dimensédo 16; distribuicbes exponenciais bivariadas

relacdo de poténcia inversa.

Os trabalhos a que tive acesso podem ser divididos entre os que abordam a
tematica do conhecimento algébrico basicamente em funcdo do insucesso com a
aprendizagem da Algebra, a necessidade de trabalhar os contetidos algébricos de
forma motivadora no ensino basico e a algebra como ferramenta nas diferentes

areas no ensino superior.

As pesquisas citadas fundamentam a tematica proposta como uma
necessidade atual, pois h4 um grande numero de pesquisadores se ocupando da

aprendizagem algébrica, e sua importancia € demonstrada por todos.

Destaco que na verificagdo de tantas pesquisas, preciso relatar que encontrei
pesquisas envolvidas com os expoentes 2, 3, 4 e 16. Ndo obtive sucesso de
encontrar um trabalho que abordasse o0 expoente 1, aprofundando as
particularidades exponenciais na multiplicagdo de mondmios com o expoente 1 na

forma invisivel.

Acessando a biblioteca digital da UNICAMP, pesquisando o periodo de 2006
a 2010, encontrei pesquisas de algebra envolvendo: espaco e tempo (teoria do
elétron); poténcia 2; algebra geométrica: o ganho quadratico na mecéanica quantica;
algebra biquaternidnica = dimensado 16; distribuicbes exponenciais bivariadas =

relacdo de poténcia inversa.

Os trabalhos a que tive acesso podem ser divididos entre os que abordam a
tematica do conhecimento algébrico basicamente em funcdo do insucesso com a
aprendizagem da Algebra, a necessidade de trabalhar os contetidos algébricos de
forma motivadora no ensino basico e a algebra como ferramenta nas diferentes

areas no ensino superior.

As pesquisas citadas fundamentam a tematica proposta como uma
necessidade atual, pois h4 um grande numero de pesquisadores se ocupando da

aprendizagem algébrica, e sua importancia é demonstrada por todos.



Destaco que na verificacdo de tantas pesquisas, preciso relatar que encontrei
pesquisas envolvidas com os expoentes 2, 3, 4 e 16. Nao obtive sucesso de
encontrar um trabalho que abordasse o expoente 1, aprofundando as
particularidades exponenciais na multiplicacdo de mondémios com o expoente 1 na

forma invisivel.

2.3 EPISTEMOLOGIA GENETICA

Em busca de fundamentacao teorica, varios questionamentos me orientaram.
Como acontece o conhecimento? Como o adolescente passa a ter nocdo das
operacbes matematicas de adicdo, subtracdo, divisdo e multiplicagdo e das
propriedades formais dessas operac¢des?

Nas relacbes entre propriedades questiono como ocorre no calculo aritmético
e, principalmente, no algébrico a propriedade multiplicativa na operacdo da
multiplicacdo algébrica. Como os estudantes adolescentes da 7% série ou 8° ano do
ensino fundamental constroem os diferentes elementos® e as propriedades que

compdem uma multiplicacao algébrica entre monémios?

Piaget (2001), fundamentando-se nos pressupostos das obras de Francois
Viéte, René Descartes e Evarist Galois, teoricos interessados no dominio do
conhecimento algébrico, retoma o periodo do desenvolvimento do pensamento
matematico e demarca, a partir do século XVIl, o auge da algebra e o inicio da
tomada de consciéncia da contribuicdo do préprio sujeito para a matematica. No
Ocidente, os avanc¢os e novas organizacdes na area da matematica definiram-se e
destacaram-se com maior intensidade a partir dos estudos algébricos de Francois
Viéte (1540-1603).

Para o autor, foi com os trabalhos de Viete que a matemética alcancou a
transicdo do conceito de arithmos para o conceito de simbolos, sobre os quais se
construiria a algebra, considerada como disciplina independente. Embora os
conceitos de transformacéo e de invariante ainda ndo estivessem tematizados na
época de Viéete, desempenharam um papel fundamental em seus trabalhos, na

medida em que, gracas a eles, tornou-se possivel a passagem do conceito de

® Diferentes elementos do mondmio: sinal, coeficiente numérico, parte literal e expoentes.



“simbolo”, utilizado até entdo para “representar de um todo geral um numero
concreto”, ao conceito de “simbolo geral”’, como “forma representando um numero
qualquer”. (PIAGET, 1987, p.159).

Concomitante ao trabalho de Viéte, diz Piaget, René Descartes (1596-1650)
encontra possibilidades de estudar “entes geométricos”® por meio de representacdes
algébricas, o que permitira: 1) por meio de processos algébricos libertar a geometria
de diagramas; 2) dar significado as operacdes da algebra por meio de

interpretacfes geomeétricas.

Entretanto, em termos de aplicagbes da algebra, os matematicos da época
ainda ndo estavam conscientes das ligacdes possiveis entre as operagdes a partir
da sua organizacdo em estruturas. Pelas evidéncias historicas, segue Piaget, a
organizacdo do pensamento matematico em estruturas caracteriza o terceiro
periodo’ (periodo estrutural), a partir do século XIX, com Evarist Galois (1811-1832)
e a Teoria dos Grupos. Foi com as ideias apresentadas por esse pensador, diz
Piaget, que se passou a estabelecer generalizacbes em todas as areas da

matematica, com o surgimento do conceito de estruturas matematicas.

Piaget inspirou-se nas ideias de Galois ao propor a estrutura agrupamento
como modelo descritivo do pensamento operatério. Nas palavras de Piaget:
Considero esses trés estagios muito interessantes. Todos sdo criativos,
mas no primeiro a ignorancia do papel do préprio mateméatico na criagdo da
matematica representou a sua esterilizacdo. O segundo estagio revelou o
papel do sujeito nas operacdes, e o terceiro colocou as operacfes em
estruturas. Em cada momento, o progresso foi um progresso em reflexdo,

isto €, uma abstracao reflexionante dos avangos feitos no estagio anterior
(2000, p. 19).

Piaget formula questdes sobre o problema da regularidade das normas
l6gicas e interessa-se pela evolucdo das formas de conhecimento, explicando que a
interacdo pode ser definida como integracdo dos dados externos as estruturas
internas dos sujeitos, implicando transformagdes dessas estruturas por acomodacao
as pressdes e resisténcias do meio e dos objetos de conhecimento. Apresenta a
ideia de que as realidades organicas, psicolégicas e sociais sdo organizacdes que,

de acordo com a sua complexidade, demonstram diferentes patamares de equilibrio

® Pontos, retas, curvas, superficies, planos.
" Primeiro periodo: dos gregos, segundo periodo: da algebra.



entre a parte e o todo das ac¢des do sujeito na evolugcdo dos conhecimentos. Piaget
(1976) afirma que o sujeito quando se encontra no nivel formal, passa a interpretar
sistemas em equilibrio, alcanca o todo, mas ao mesmo tempo procura distinguir e

coordenar as partes das transformacdes em jogo conservando-as mutuamente.

O carater proprio da Epistemologia Genética € buscar as “raizes das diversas
variedades de conhecimento a partir de suas formas mais elementares e
acompanhar seu desenvolvimento nos niveis ulteriores até, inclusive, o pensamento
cientifico.” (PIAGET, 1990, p.3) O autor, em sua obra, demonstra de forma pratica
como funciona um processo dialético de andlise e sintese tedrica na medida em que,
periodicamente, retoma ideias e conceitos sempre com uma nova abordagem, como
se estivesse alcancando um novo e mais complexo patamar tedrico, utilizando

elementos retirados de suas reflexdes anteriores.

Para compreender melhor como ocorre a relagcdo do sujeito com a
experiéncia, Piaget definiu quatro estagios® de desenvolvimento, que podem variar
cronologicamente, mas ndo em ordem sequencial, ou seja, sempre ocorrem na
mesma ordem. A concepcdo de Piaget sobre desenvolvimento esté relacionada
com a embriogénese e envolve tanto os aspectos fisicos como o sistema nervoso e

as funcdes mentais.

A obra piagetiana, segundo Montangero e Maurice-Naville (1989) e Ferreiro
(2001), pode ser dividida em quatro grandes periodos. Esses periodos sdo a seguir
retomados e usados como referéncias para destacar as leituras e conceitos

fundamentais para a pesquisa desenvolvida nesta tese.

2.3.1 Periodos da obra de Jean Piaget

A) O primeiro periodo da obra abrange a década de 1920 e o comeco da de 1930.
S&o cinco as obras® deste periodo, o qual foi subdividido em dois momentos: o

primeiro, representado pelo estudo do pensamento por meio da linguagem, e o

® Em diferentes producdes existe a designacdo como estagio ou como estadio. Neste trabalho uso
estagio conforme definicdo [e tradugcdo] de Montangero e Maurice-Naville: “O estagio € o marco de
uma evolugdo na direcdo do equilibrio das acdes e operacdes mentais. [...] Os estagios sao, degraus
de equilibrio. [...] os estagios dao conta, ao mesmo tempo, da continuidade do desenvolvimento
operatério e das rupturas que ele comporta.” (1989, p.174-175).

° A linguagem e o pensamento na crianca (1923); O julgamento e o raciocinio na crianca (1924);
A representacdo do mundo na crianca (1926); A causalidade fisica na crianga (1927); O juizo
moral na crianga (1932).



segundo, pela utlizacdo do método clinico. Os conceitos fundamentais
caracterizados nesse periodo seriam o egocentrismo, “enquanto confusdo do eu
com o0 mundo exterior e o egocentrismo enquanto defeito de cooperacao” (PIAGET,
1994, p.67), e a cooperacdo, como um meétodo, pois a crianga ndo pensa mais sé
em si mas se torna capaz de coordenar operacdes no campo real ou possivel. “E
assim gque ela se torna capaz de discussao — e desta discusséo interiorizada a
conduz para a reflexdo — de colaboracdo, de exposicdes ordenadas e

compreensiveis para o interlocutor.” (PIAGET, 1973b, p.180)

B) O segundo periodo da obra piagetiana, que abrange meados da década de 1930
até meados da de 1940, é composto por uma trilogia'®. Este ciclo tem como
caracteristica mais impressionante o conceito de adaptacdo. Piaget (1987, p.11)
afirma que “ha adaptacdo quando o organismo é transformado em funcao do meio e
quando esta variagdo tem por efeito um acréscimo nas trocas entre o meio e ele

favoraveis a sua conservagéo.”

A partir do momento em que a adaptacédo € compreendida como a passagem
de um equilibrio menos estavel para um equilibrio mais estavel, englobando trocas
entre o organismo e o meio, o autor desenvolve trabalhos para definir os dois
mecanismos que constituem essa adaptacdo: a assimilacdo, como “o fato primeiro,
gue engloba em um todo a necessidade funcional, a repeticdo e esta coordenacéo
entre o sujeito e o objeto que anuncia a implicagao e o julgamento” (PIAGET, 1987,
p.46), e a acomodacdo, como o “resultado das pressdes exercidas pelo meio. [...] A
acomodacdo € fonte de mudanca, enquanto que a assimilacdo assegura a
conservagao do sistema.” (PIAGET, 1987, p.12).

A adaptacdo € a busca e o estabelecimento de patamares de equilibrios
progressivos entre mecanismos assimiladores de que o sujeito dispde e as
acomodac0Oes correspondentes. Em todos os casos, “a adaptagdo sé se considera
realizada quando atinge um sistema estavel, isto €, quando existe equilibrio entre a

acomodacao e a assimilagao.” (PIAGET, 1987, p.18).

1 0 nascimento da inteligéncia na crianca (1936); A construcdo do real na crianca (1937); A

formacdo do simbolo na crianca (1945).



C) O terceiro periodo da obra piagetiana, que abrange do fim da década de 1930 ao
fim do decénio de 1950, portanto um longo periodo, compde-se por varias obras™
qgue retratam o periodo de maturidade do autor. Neste periodo 0 autor procura um
modelo da formalizacdo de estruturas mentais. Segundo Piaget (1976, p.209), o
conceito de “estruturas concretas de agrupamento € a combinatéria intrinseca a
construcédo do “conjunto das partes”, e um conceito de equilibrio, definindo que um
sistema estd em equilibrio quando “as operagbes com o “conjunto das partes”

comportam uma inversa e uma reciproca”. (p.209)

Piaget (1990, p.35) analisa a organizacdo das atividades cognitivas em
termos de operacdes mentais como sendo “a agao interiorizada e tornada reversivel
por sua coordenacdo com outras ac¢des interiorizadas em uma estrutura de conjunto

que comporta certas leis de totalidade”.

Piaget (1976) para analisar o pensamento das criangas trata de
agrupamentos de operacdes como uma forma de coordenacdo de operacoes,
expressas em uma linguagem formal, a partir da construgcdo de um sistema de
relacBes entre o meio social e as acdes interindividuais do sujeito, visto que, para
dar conta do pensamento formal do adolescente e do adulto utilizou a estrutura do
“grupo das inversdes e das reciprocidades (grupo INRC)” (PIAGET, 1976, p.241),
com a caracteristica essencial da nocdo da reversibilidade das operacdes. Em
Piaget e Inhelder (1976), a reversibilidade € a possibilidade permanente de executar
uma acado de retorno ao ponto de partida, mantendo consciéncia do conjunto das

operacdes constituidas por uma inversdo e uma reciprocidade.

No decurso do terceiro periodo, Piaget segue seus estudos sobre os estagios
gerais do desenvolvimento intelectual, tratando de decalagem vertical como “a
reconstrugdo de uma estrutura por meio de outras operag¢des” (PIAGET apud
MONTANGERO; MAURICE-NAVILLE, 1989, p.134), e da decalagem horizontal, as
quais se produzem “‘em um mesmo nivel de [...] desenvolvimento, porém, entre

sistemas diferentes de ac¢Bes ou de nog¢bes” (p.130) Também utiliza o termo

oA génese do numero na crianca (1941); O desenvolvimento das quantidades fisicas na

crianca (1941); A génese das noc¢des cinematicas: O desenvolvimento da nocdo de tempo na
crianca (1946) e As nocgBes de movimento e de velocidade na crianca (1946); O
desenvolvimento do conhecimento do espaco: A representacdo do espaco na crianga (1948) e A
geometria espontanea na crianca (1948); A génese da idéia de acaso na crianca (1951); Da
l6gica da criangca a légica do adolescente (1955) e A génese das estruturas légicas
elementares na crianca (1959).



regulacédo, entendendo-o como “uma modificagdo da atividade em funcédo de seus

resultados” (p.222), para explicar a estrutura do pensamento.

Das obras piagetianas citadas destaco em meus estudos para esta pesquisa,
em especial, A construcdo do real na crianga (1975), O nascimento da Inteligéncia
(1987) e A formacdo do simbolo na crianca: imitacdo, jogo e sonho, imagem e

representacao (1978).

Na obra A construcdo do real na crianga (1975) Piaget estuda a funcgao
explicativa alcancada apos a légica em acdo por implicacdo de esquemas. No
primeiro capitulo traca as etapas de constru¢do da no¢do de objetos substanciais,
permanentes e de dimensdes constantes. Observa na crianga, a partir dos oito
meses, 0 interesse pelo objeto, conduta que com o passar do tempo constitui-se na
acomodacdo visual aos movimentos rapidos e na retomada da preensédo

interrompida.

Piaget assinala relagbes de assimilagdo, acomodacdo e, principalmente,
descentracdo, no momento em que na crianga conquista na agao a permanéncia do
objeto ao final do periodo sensério-motor (aos dois anos). O conceito de
descentracdo esté ligado ao “processo de coordenagao das agdes e operagdes, que
conduz aos sistemas reversiveis”. (MONTANGERO; MAURICE-NAVILLE, 1989,
p.141) Quanto a nogéo de descentragao, Piaget a ilustra como sendo “a capacidade
de se desprender de um aspecto delimitado do real considerado até entdo para se
levar em consideracdo outros aspectos e finalmente coordena-los.” (PIAGET apud
MONTANGERO; MAURICE-NAVILLE, 1989, p.143)

No segundo capitulo, € sublinhada a andlise estrutural do “grupo” de
deslocamentos, particularmente a do espaco pratico e as condutas de rotacdo. O
terceiro capitulo trata da causalidade sensério-motora. Piaget afirma que a
passagem de um espaco pratico para um espacgo representado €, “a condigdo sine
gua non da representacdo e até da percepcao direta dos grupos”. (1975, p.94) O
autor argumenta que “uma coisa € agir em conformidade com o principio dos
“grupos” e outra coisa é percebe-los ou concebe-los” (1975, p.94) O quarto capitulo
aborda a objetivacdo do tempo e das possibilidades da crianca de seriar os eventos
num espaco organizado. Pois eles implicam a elaboracdo de um sistema de
relacbes de deslocamento que pressupdbem o0 antes e o depois, para se

constituirem.



Piaget, na obra A construcdo do real na crianca (1975), mostra a unidade da
construcdo do real e da construcdo da inteligéncia, afirmando que as duas estao
relacionadas com os mecanismos de adaptacdo. Também salienta que a inteligéncia
se inicia pela interacdo do sujeito com o0s objetos que estdo no seu meio. Na
segunda parte das conclusdes aborda a questdo da passagem da inteligéncia
sensorio-motora ao pensamento conceitual, mostrando que a construcdo dos
conhecimentos sensorio-motores € uma preparacdo necessaria ao desenvolvimento

do pensamento conceitual.

De acordo com Piaget, na obra O nascimento da Inteligéncia (1987), na fase
final da inteligéncia sensoério-motora os “indicadores” que permitem a previsdo de um
acontecimento amoldam-se cada vez mais as caracteristicas das coisas e tendem,
assim, a se constituir em imagens. Por outra parte, decorrente da separacao
progressiva entre os indicios e a percepcao imediata, em proveito da combinagéo

mental, essas imagens se libertam da percepc¢éao direta para se tornar “simbdlicas”.

A imitacdo caracteristica dessa fase torna-se representativa. Assim, Piaget
(1987) compreende a combinacdo mental dos esquemas como possibilidade de
deducdo que ultrapassa a experimentacdo efetiva. A invencdo e a evocagao
representativa por imagens e simbolos formam uma série de condutas
caracteristicas que assinalam o acabamento da inteligéncia sensoério-motora e a
tornam, daqui em diante, suscetivel de entrar nos quadros da linguagem para se

transformar, com a ajuda do grupo social, em inteligéncia refletida.

Desse momento em diante, assiste-se nas obras de Piaget aos indicativos da
construcdo da inteligéncia representativa, que, fundada na inteligéncia sensério-
motora, permite ultrapassa-la no que diz respeito ao conhecimento, que se amplia
do imediato, proximo e pratico ao longinquo temporal e espacial até a inteligéncia

refletida.

Na obra A formacédo do simbolo na crianca (1978) Piaget busca reconstituir os
primordios do pensamento representativo, situando este estagio entre os outros dois
extremos: 0 sensorio-motor e 0 operatério. Procura elucidar as questdes referentes
as relacbes entre a intuicdo e as operagbes (mentais), ja que, em parte, 0

pensamento intuitivo se prolongara em pensamento operatorio.



As fases abordadas na obra referem-se aos indicios da representacao infantil,
ou seja, agquelas em gue os processos individuais da vida mental predominam sobre
os fatores coletivos. A prépria aquisicdo da linguagem aparece subordinada ao
exercicio de uma funcdo simbolica, a qual se afirma tanto no desenvolvimento da

imitagéo e do jogo como no dos mecanismos verbais.

7z

Duas teses serdao defendidas pelo autor: a primeira € a da continuidade
funcional entre o sensoério-motor e o representativo; a segunda, a da interacdo das
diversas formas de representacdo. Piaget (1978) discute o problema da propria
funcdo simbdlica como mecanismo comum aos diferentes sistemas de
representacdo e como mecanismo individual, cuja existéncia prévia € necesséria
para tornar possiveis as interacbes do pensamento entre individuos e, por

consequéncia, a constituicdo ou aquisicao de significacdes coletivas.

De acordo com Piaget, o exercicio, o simbolo e a regra sao os trés grandes
tipos de jogos infantis correspondentes as inteligéncias sensoério-motora,

representativa e refletida.

A idade entre dois e sete anos, chamado estagio “pré-operatério”, é o
momento em que a crianga se apropria mais efetivamente da linguagem, do inicio
das representacfes gréficas, dos varios cddigos e sinais da vida social e coletiva. E
iISso gragas ao desenvolvimento dos mecanismos de assimilagdo e acomodagéo,
juntamente com a possibilidade de equilibrios parciais, que levam aos raciocinios

préprios dessa fase.

O que me parece importante questionar nesta pesquisa €, tratando-se de
adolescentes, como se manifesta o pensamento simbdlico e conceitual em jovens

guando em processo de apropriacdo dos contetdos escolares.

Penso que todo adolescente que aprende um conteddo novo, numa area de
conhecimento também nova para ele, tendera a manifestar comportamentos
semelhantes, em alguns aspectos, aos processos transdutivos de pensamento pré-
operatorio. Como exemplo, arriscaria dizer que os adolescentes podem fazer
combinacdes aleatorias, no caso da algebra, de bases e expoentes, realizando pela

linguagem matematica relacdes parte-parte, para além da finalidade de obter éxito.

Ainda dentro do terceiro periodo das obras de Piaget (fim da década de 1930
até do decénio de 1950), destaco a obra A génese do numero na crianga (1971), na



qual a atencdo de Jean Piaget se dirige ao problema da constru¢do do nimero em
relacdo com as operacdes légicas. A hipdtese considerada pelo autor: se 0 nUmero
€ classe e relacdo assimétrica ao mesmo tempo, nao deriva de tal ou qual das
operacOes logicas particulares, mas somente de sua reunido, 0 que concilia a
continuidade com a irredutibilidade e leva a conceber como reciprocas, ndo mais
como unilaterais, as relagbes entre a logica e a aritmética. “O numero €, pois,
solidario de uma estrutura operatéria de conjunto, na falta da qual ndo existe ainda
conservacao das totalidades numéricas, independentemente de sua disposicéo
figural”. (PIAGET; SZEMINSKA, 1971, p.15).

Piaget e Inhelder (1971), na obra O desenvolvimento das quantidades fisicas
na criangca — conservacao e atomismo, quanto a nogao de “conservagao”, abordam
as previsdes e as explicacdes das criancas com relacao aos principios fundamentais

para a conservacao de quantidades — entre parte e todo.

De acordo com Montangero e Maurice-Naville (1989), trés tipos de
argumentos sado antecipados pelos sujeitos que “conservam as quantidades ao
justificar seu julgamento: a identidade [...], a reversibilidade [...], e a compensacao
[...].” (1989, p.49) A obra O desenvolvimento das quantidades fisicas na crianca —
conservagao e atomismo evidencia 0s progressos da crianca nas operacgoes
reversiveis (operacdes infraldgicas'?), revelando que “uma forma de raciocinio, como

0 agrupamento de operacdes, ndo é separavel de seu conteddo.” (1989, p.50)

Em Battro conservacao do todo implica

€ [...] o proprio das operac¢des concretas tanto sobre o terreno dos
“agrupamentos” légicos quanto sobre o da composi¢cdo partitiva, é
precisamente assegurar a livre mobilidade das partes no seio de um todo
que se conserva necessariamente como reunido (real ou virtual) de seus
elementos. (1978, p.62-63).

E, a0 mesmo tempo, a condicdo e o resultado da conservagdo. Com este
estudo Piaget chegou ao levantamento geral das relagbes das interacdes entre a

atividade mental e a experiéncia.

Num periodo de transi¢cdo, do fim da década de 1950 ao fim da de 1960,

Piaget publica trabalhos concentrados nas estruturas operatdrias € nos mecanismos

2 As operagdes infraldgicas “sao formativas da no¢ao do objeto como tal [...] Estas operagbes que ja
ndo incidem mais sobre 0s encaixamentos de classes, mas sobre os encaixamentos de partes de um
mesmo objeto total [...]" (BATTRO, 1978, p.138).



do desenvolvimento da crianca e do adolescente. Piaget e Inhelder (1977)
apresentam como resultados das investiga¢des, que de maneira decisiva “a imagem
antecipadora s6 consegue formar-se com a ajuda das operagdes” (p.524) e para
atingir uma totalidade € indispensavel uma reconstituicio representativa da

compreensao operatoria das transformacdes conhecidas pelo sujeito.

D) No quarto periodo da obra piagetiana, desenvolvido a partir dos anos 70, esta
presente a preocupagdo com uma equilibracdo gradual de atividades cognitivas,
com um processo de abstracdo reflexionante, acompanhada de abstracoes
empiricas. Paralelamente a essas pesquisas, Piaget publicou, em 1974 estudos

sobre a tomada de consciéncia e a relagéo entre fazer e compreender.

Piaget explicou o processo de construcdo das estruturas cognitivas por meio
da equilibragdo “majorante” ao longo de varios anos. S6 nesse quarto periodo de
sua obra esse processo passou a ser caracterizado como o processo de “abstracéo

reflexionante®®”.

A abstracéao reflexionante €, para Piaget, um dos motores do desenvolvimento
e um dos processos mais gerais da equilibracdo. A abstracéo reflexionante apoia-se
sobre as coordenacdes das a¢Oes do sujeito, podendo permanecer inconsciente, ou
dar lugar a tomadas de consciéncia e conceituacdes diversas. Quando Piaget utiliza
a ideia de equilibragao “majorante”, como a de abstracao reflexionante, o que esta
presente € o conceito de reequilibracdo, isto é, a possibilidade de superar o0s
desequilibrios provocados por uma situacdo inesperada e nova, que geram as

contradicdes no pensamento do sujeito.

A esséncia do processo cognitivo é, pois, caracterizada como uma
reequilibracdo por reconstrugcdo enddgena (interna e organica), seguida de
ultrapassamento, de superacdo. A abstracdo reflexiva caracteriza-se pelo processo
de reorganizagdo da estrutura com novas combinagdes, cujos elementos s&o
retirados do sistema anterior, integrando a estes as “novidades” provocadas do

desequilibrio.

Esse mecanismo esta presente em todos os niveis da vida. O adolescente,

agindo no plano inconsciente da acao propria, faz “abstragao reflexionante” quando

3 Fernando Becker, tradutor do livro Abstracdo Reflexionante relacbes l6gico-aritméticas e
ordem das relacBes espaciais. Porto Alegre: Artes Médicas, 1995. Utiliza o termo reflexionante em
lugar de reflexiva, presente em outras tradugdes do termo original réfléchissante, usado por Piaget.



€ capaz de coordenar esquemas ja construidos, reorganizando-os frente a dados
novos, com vistas a resolver um problema novo, um conflito inesperado com o qual

se defronta em sua vivéncia.

De acordo com Piaget, a abstracdo reflexionante comporta sempre dois
aspectos inseparaveis: de um lado, o “refletir’, isto é, a projegdo sobre um plano
superior daquilo que é retirado do plano inferior; de outro, uma “reflexao” enquanto
ato mental de reconstrucdo e reorganizacéo, sobre o plano superior, daquilo que é
assim transferido do inferior. Essa reconstrucdo no plano superior € um

estabelecimento de rela¢des entre as formas novas e aquelas que ja existiam.

Quando a abstracdo reflexionante ultrapassa o nivel da acdo para o da
conceituacdo, as reestruturacdes das representacdes dao origem a tomada de
consciéncia. A abstracdo reflexiva presente na tomada de consciéncia envolve o
problema do enfrentamento de contradicoes e a superacdo dessas. O adolescente
tende a negar os elementos que provocam contradicdes em seu raciocinio e, por
isso, ndo esta consciente dessas contradicdes. A contradicdo entre dois elementos
geralmente € manifestada pela auséncia de um conhecimento que possa englobar e

relacionar esses elementos num todo coerente.

Ao se defrontar com idéias e julgamentos que se contradizem, o adolescente
os elimina, negligenciando o aspecto que causa a perturbacdo e modificando aquilo
gue vé para estabelecer acordo com 0 que conhece (suas estruturas atuais). Para
gue ocorra a tomada de consciéncia 0 sujeito precisa se dar conta da contradicdo
vivenciada; necessita estar suficientemente desadaptado para se lancar na busca de

uma reequilibragao.

A compreensao decorrente das abstracdes reflexivas relacionadas a tomada
de consciéncia surge da necessidade do sujeito de decidir, de escolher, apds analise
de varias possibilidades, aquelas que justificam e n&o justificam o seu raciocinio. E
‘o0 pensar sobre”, que caracteriza um conceito em contraste simultaneo com o que

nao o caracteriza.

Assim, a mais elementar “compreensao” ou a mais elementar “tomada de
consciéncia” do que se passa, tanto no nivel da agdao como no da representacao,
implica a distingdo entre o que € e 0 que nédo €, entre as relacbes necessarias e as

contingentes.



Isso significa, pois, que é o processo de abstracao reflexionante, presente na
tomada de consciéncia, que permite ao sujeito ir além do fazer e do descrever e

chegar a verdadeira compreensao do que faz.

Ao observar as condutas de um sujeito, demonstra Piaget (1975a), por meio
da investigacdo com método clinico, verificar-se primeiro que as agdes revelam
éxitos préticos. Gradualmente, a essas a¢cfes comecga a se impor uma conceituacao,
momento em que o saber fazer passa a constituir o compreender. De acordo com
Piaget (1978a), o compreender consiste em um saber que ultrapassa o fazer,
possibilitando ao ser humano extrapolar o mundo real e chegar aos possiveis

l6gicos, pela coordenacgédo de suas acoes.

Para Piaget (1987a) a construcdo do numero nasce das acdes e das
coordenacdes do sujeito. A complexidade dessas acdes constitui-se numa
conceituacdo que somente se efetivara por tomadas de consciéncia tanto sobre as
informacdes extraidas do objeto e suas transformacdes quanto das proprias
coordenacdes do sujeito. Para o autor esse processo tem origem na periferia (com
éxito ou fracasso) e dirige-se gradualmente para o centro (C) em duas direcfes: a
do objeto e a do sujeito. Conhecendo o objeto, 0 sujeito conhece seu proprio
pensamento. Assim, a conceituagao, inicialmente, sucede as acdes; depois, ocorre
concomitantemente a elas e, posteriormente, precede-as. Essa possibilidade de a
conceituacdo passar a predominar sobre a acao deriva da construcdo de um modelo

de a¢Bes coordenadas generalizado.

Enfim, a tomada de consciéncia constitui-se numa conduta em interagdo com
todas as outras, e a interiorizacdo das ac¢bes, do ponto de vista epistemoldgico,
encontra-se na origem das estruturas operatérias e logico-matematicas. A tomada
de consciéncia constitui-se sempre como uma nova construcao e pode ocorrer numa
sucessdo de patamares por superacdo, em que as novas criagdes derivam e

ultrapassam as anteriores.

Para Piaget (1977) a estrutura cognitiva é a forma, mas ndo é construida
independentemente do contetdo a que se aplica. Assim, na abstracéo reflexionante
0 sujeito aplica a forma (estrutura) ja construida, na busca de entendimento dos
conteudos; por sua vez, estes provocam seguidamente resisténcias, que impedem
sua imediata compreensdo (assimilacdo), exigindo um esfor¢co para superacao de

suas formas atuais por ajustamentos (acomodacédo), por meio de um processo de



reorganizacgao interna e diferenciacdo das estruturas presentes em sua inteligéncia.
E nessa atividade adaptativa do sujeito que, sucessivamente, novas e melhores

formas de reflexdo séo construidas e o conteudo é assimilado ao plano da razéo.

Piaget, em seus estudos afirma que a abstracdo® reflexionante é “um dos
motores do desenvolvimento cognitivo e [...] um dos aspectos dos processos mais
gerais da equilibragdo”. (1995, p.142). O sentido da abstragdo em Piaget € sempre
de reconstituicdo da acomodacédo ou das acles anteriores realizadas, ou seja, é a
capacidade cognitiva do sujeito de se construir pela coordenacdo de acbes de

primeiro e de segundo graus.

As “acbes de primeiro grau sdo aquelas que levam ao éxito”. (BECKER, 2003,
p.29). Sdo utilizadas na solugdo de problemas de forma mais automatizadas. As
acOes de segundo grau retiram suas coordenacdes das acdes do primeiro grau por
reflexionamento, com o objetivo de gerar compreensdo. A combinacdo entre o
resultado desse reflexionamento reorganizado por reflexdo resulta em acdes de
primeiro grau modificadas. O reflexionamento e a reflexdo sdo dois aspectos
inseparaveis da abstracdo reflexionante. O sujeito retira o0 material por
reflexionamento de duas fontes: a) dos observaveis e b) dos n&o-observaveis. A
esse mecanismo Piaget chama de “abstracdo reflexionante”. Segundo Becker
(2003), o processo de conhecimento esta restrito ao que o sujeito pode retirar dos
observaveis e/ou dos nado-observaveis. Logo, a partir da abstracao reflexionante, o

sujeito retira caracteristicas da coordenacédo das acfes ndo mais dos objetos.

Com relacao ao processo de equilibracdo, para Piaget (1976), na obra Ensaio
de légica operatoria, “equilibracdo € um processo que conduz de certos estados de
equilibrio aproximado a outros, qualitativamente diferentes, passando por multiplos
desequilibrios e reequilibracdes”. (1976, p.11) O autor estuda a equilibracdo por
meio de trés condicdes: diferenciagcdo progressiva dos esquemas por meio da
acomodacéo; assimilacdo reciproca de esquemas em subsistemas e integracdo de

subsistemas em totalidades segundo a lei de composigéo.

Nas palavras de Piaget,

a totalidade que se conserva é [...] uma totalidade relacional. Isto significa
que em toda organizacao existem processos parciais, mas essencialmente
relativos uns aos outros, isto é, s6 se manifestando por suas composicdes

1 Abstracéo significa retirar, extrair algo de algo.



[...] O segundo carater da fungdo de organizagdo € portanto a interacédo das
partes diferenciadas. Sem partes ou processos parciais diferenciados nédo
haveria organizacdo, mas uma totalidade homogénea que se conservaria
por inércia. (1973, p.174-175).

Assim, € entendido o processo de equilibracdo como resultante de duas
tendéncias fundamentais de todo o sistema cognitivo: a de se alimentar
(assimilacdo) e a de se modificar para se acomodar aos elementos assimilados
(acomodacéo). Em resumo, a equilibracdo cumpre o papel de representar a sintese
dos aspectos principais na construcdo do conhecimento: por um lado, as
vinculagdes bioldgicas, pois se trata de um processo proprio ao ser vivo; por outro, a
questdo da coeréncia légica que o sujeito alcanca em virtude da superacdo das
contradigoes.

Durante os quatro periodos mencionados, Piaget considera fundamental
compreender o conceito de “operacdo” (mental) para que seja possivel entender o
conceito de desenvolvimento. Operar significa agir sobre o objeto a fim de
transforméa-lo, modifica-lo e, acima de tudo, compreender como se chegou a essa
transformacdo. Uma “operacdo” é uma acao, ou acdes interiorizadas e reversiveis,
ou seja, ao operar o sujeito pode fazer, desfazer e fazer novamente. Esse tipo de
acdo, interiorizada e reversivel, constitui as estruturas légicas, as quais ocorrem
sempre junto com outras operacdes, formando as estruturas operatorias do sujeito e

constituindo a condicao basica para que o individuo construa seu conhecimento.

2.3.2 Estégios de desenvolvimento

Na teoria piagetiana os estagios de desenvolvimento correspondem ao seu
ponto de vista estrutural. Considerando o que ja foi destacado sobre os estagios
iniciais (sensorio motor e pré-operatdrio) nos topicos anteriores deste capitulo,
abordo como o autor descreve os elementos da l6gica operatéria com a finalidade
principal de explicar as estruturas cognitivas relativas aos estagios que mais

interessam a esta pesquisa: as operacdes concretas e as operacgdes formais.

a) Estagio das operacdes concretas

As coordenacdes sensorio-motoras e as regulacdes representativas preé-

operatorias preparam o surgimento das primeiras operac¢des, as quais assinalam o



inicio de uma légica e de estruturas operatdrias a que Piaget denomina “concretas”.
As operacbes (mentais) sdo acdes propriamente ditas que prolongam as acodes
materiais anteriores, porém interiorizadas mentalmente gracas a funcdo simbdlica.
Para Piaget (1979), as operacfes sdo essencialmente reversiveis, ou seja, séo
acOes que podem se desenrolar nos dois sentidos (ida e volta), e a compreensao de

uma implica, necessariamente, a compreenséo da outra.

As operacOes (mentais) sdo, desde o principio, solidarias de um sistema “néo
existe operacdo isolada, porque uma acéao isolada é de sentido Unico e, portanto,
ndao é uma operagado” (PIAGET, 1979, p.9) e constituem-se na forma tipica das

estruturas de conjunto, caracteristicas da inteligéncia.

Piaget considera que a generalidade completa somente sera atingida com a
reversibilidade das operacdes. A reversibilidade sera a expressdo do equilibrio
permanente, alcancado entre uma acomodacéo generalizada e uma assimilagéo nao
deformante, como a possibilidade de encontrar um estado anterior dos dados, nao
se opondo ao estado atual (assimilacdo), e um estado tdo realizavel quanto esse
estado atual (acomodacdo). O autor afirma que somente com 0 pensamento
operatério apés os sete anos é que a assimilacdo se torna completamente

reversivel, pois a acomodacao esta generalizada e ja ndo se traduz em imagens.

Na obra A génese do numero na crianca na terceira fase (oito a doze anos),
correspondéncia operatéria (qualitativa e numérica), “ha correspondéncia precisa e
equivaléncia duravel” (PIAGET, 1971, p.101). O autor esclarece o sentido de alguns

termos utilizados:

Chamamos de qualitativa uma correspondéncia fundada unicamente nas
gualidades dos elementos correspondentes. [..] A correspondéncia
numérica ou quantificante, ao contrario, sera aquela que faz abstragdo das
qualidades das partes e as considera como outras tantas unidades. [...]
Chamaremos, por outro lado, de intuitiva toda correspondéncia fundada
unicamente sobre as percepcdes [...] € que, consequentemente, ndo se
conserva fora do campo perceptivo atual [...]. A correspondéncia
operatéria, ao contrario, € formada de relagbes de ordem intelectual e seu
sinal distintivo €, desde logo, a sua conservagéo, [...] assim como a sua
“reversibilidade”. Uma correspondéncia qualitativa, portanto, pode ser
intuitiva [...] ou operatéria [...], enquanto que a correspondéncia numérica é
necessariamente operatoria [...]. (1971, p.106-107).

Piaget constata que na segunda fase (correspondéncia qualitativa de ordem
intuitiva), do estagio das operacdes concretas, nos exercicios da reproducao das

figuras, a crianca chega a uma correspondéncia termo a termo, porém nao €



numeérica, e permanece a confirmacao da hipétese de correspondéncia qualitativa e
intuitiva (implicando um sistema de comparacdes, ou seja, de multiplicacdes
l6gicas). O que a distingue da fase anterior € uma correspondéncia intuitiva sem

equivaléncia duravel.

Durante a terceira fase (correspondéncia operatoria (qualitativa e numeérica)),
do estidgio das operacdes concretas, na correspondéncia termo a termo, as
caracteristicas das acdes das criancas sao “operagdes espontaneas de controle, por
dissociacdes das totalidades e colocacbes em série. A correspondéncia torna-se

assim operatoria, seja qualitativa, seja numericamente.” (PIAGET, 1971, p.110).

Conforme a revisdo feita, como caracteristicas gerais da terceira fase
destaco: a) ocorre a libertacdo da correspondéncia de suas limitagdes espaciais; b)
a equivaléncia é concebida como subsistente e necessaria; c) a correspondéncia
numérica termo a termo torna-se quantificante e exprime igualdade numérica; d)
ocorre a ligacdo dos deslocamentos as configuracdes sucessivas das colecbes
correspondentes; e) ha coordenacdo correta das relacdes simultaneas; f) a
generalizacdo da multiplicacdo qualitativa adquire seu valor de necessidade; Q)

ocorre a igualizacéo das diferencas.

A terceira fase (correspondéncia operatdria (qualitativa e numérica)), do
estagio das operacdes concretas, assinala a liberacdo da percepcdo em geral. O
englobamento de cada percepcdo dada no sistema de todas as percepcdes
possiveis significa o inicio das operacdes propriamente ditas e, mais uma vez, essas
operacdes se devem a reversibilidade progressiva do pensamento, e possibilita a

superacao da transducéao.

Em conclusdo, o autor afirma que “existe, portanto, uma fase prépria a
correspondéncia operatéria, com sentimento de equivaléncia (qualitativa e numérica)
das colegbes correspondentes e com conservagdo das quantidades.” (PIAGET,
1971, p.111) Suplantando a terceira fase, afirma existir na crianga a quarta fase de
significacdo numérica no seu desenvolvimento. Piaget compreende que tanto o
raciocinio que versa sobre os elementos como o0 que versa sobre as relagbes num

determinado momento ultrapassam a simples logica qualitativa.

Assim, a generalizacdo da multiplicacdo qualitativa é a evidéncia de uma

bY

reversibilidade operatoria. A passagem da operagdo qualitativa a operagédo



aritmética explica-se pela igualizagdo das diferencas e, portanto, pela introducéo,
implicita ou explicita, da no¢éo de unidade. H4, portanto, a constru¢do do nimero.

No estagio operatério concreto formam-se algumas estruturas estaveis e
coerentes, como as de classificacdo, ordenacdo, dos nUmeros naturais, conceito de
medida de linhas e superficies, entre outras. Operacdes concretas envolvem
relacbes de seriacdo, classificacdo entre os objetos enumerados, colocagcdo em
correspondéncia, sempre pela relacdo de um elemento com um elemento vizinho,
enfim, as operacdes (mentais) que ainda repousam na acao sobre 0s objetos, nas
quais o adolescente recorre a manipulacdo efetiva ou mentalizada; porém, o
adolescente apresenta a reversibilidade l6gica propria das operacoes.
Posteriormente, na fase de acabamento da estrutura, a reversibilidade apresentara
duas formas: a inversdo, que corresponde a logica das classes e a aritmética
(também conhecida como ‘negacao’ N, cujo efeito &€ anular a operagéo inicialmente
efetuada), e a reciprocidade, que aparece nas operacoes de relacfes (também
conhecida como simetria, cujo efeito é anular diferencas légicas). No entanto, essas
formas de reversibilidade ndo sédo coordenadas entre si num sistema unico, o que

torna o pensamento concreto limitado.

Para Piaget (1971), a funcdo dessas estruturas operatorias elementares é
organizar, um apo0s outro, os diversos dominios da experiéncia, mas sem que haja
ainda diferenciacdo completa entre o contelddo e a matéria, pois as mesmas
operacbes se aplicam, inicialmente, a quantidade de matéria, um ou dois anos

depois, ao peso e, ainda, um ou dois anos depois, ao volume.

Com relacdo ao estagio das operacdes concretas (7 a 11-12 anos), Piaget
propds uma estrutura algébrica a que denominou “agrupamento”, a qual guarda com
ela algumas relacfes, principalmente com a estrutura de grupo. Formalmente, um
agrupamento pode ser descrito como a quadrupla [E, @, ©, <], onde E € um
conjunto finito de elementos; ® e ©, duas leis de composicéo interna (operacdes

binarias) e <, uma relagdo de ordem (relagdo transitiva, reflexiva e antissimétrica).

Num agrupamento, conforme Caruso (2002), podem ser descritas as

propriedades fundamentais da seguinte maneira:
(1) Composicdo: x,yeE—- x®y e E

Figura 1 — Composicdo (CARUSO, 2002, p.126)



Como o terceiro elemento, x @ Yy, também pertence ao conjunto E, diz-se
que tal conjunto é fechado em relacdo a operacdo @. E nesse sentido que Piaget
alerta para o fato de que o fechamento é a principal caracteristica de uma estrutura.
Essa propriedade sera construida pela crianga, o que acontecera da mesma forma
com a aquisi¢ao das conservacoes.

(2) Associatividade: A@eBe®C)=(A®B)®C=A ®B@dC

Figura 2 — Associatividade (CARUSO, 2002, p.127)

A crianga operatorio-concreta tem condi¢cdes de compreender que o resultado
das composicdes, @, e decomposic¢des, O, de classes ndo se altera pela sequéncia

dos passos seguidos nessas operacgoes.
(3) Reversibilidade: A®DA'=B -BOA ou A=BOA

Figura 3 — Reversibilidade (CARUSO, 2002, p.128)

Piaget afirma que num agrupamento existe ©, operagao inversa da operagao
@, de forma tal que o resultado de uma composi¢céo de dois (ou mais) elementos
pode ser revertido, retornando-se aos elementos originais por meio de uma

decomposicao.
(4) Elemento neutro: X®0 =X =08xX
Figura 4 — Elemento neutro (CARUSO, 2002, p.128)

Por exemplo, com a operacado de adicao € o caso do zero (0) no conjunto dos

ndmeros naturais.
(5) Idempoténcia: X @ X = X
Figura 5 — Idempoténcia (CARUSO, 2002, p.129)
A operacdo @ é idempotente, ou seja, qualquer que seja X € E, obtém-se a

afirmacao acima identificada. Por exemplo, ao agregar rosas brancas a um conjunto

de rosas vermelhas, continua existindo um conjunto de rosas.

(6) Minimo comum majorante: A operacdo @ étalque,sex<y,entdox @ y=y
(Figura 6 — Minimo comum majorante, (CARUSO, 2002, p.129)), isto €&, para a

operacdo @ existe um minimo comum majorante.



A estrutura de agrupamento, como propde Piaget, possui propriedades de um
grupo matematico (1; 2; 3 e 4), assim como propriedades de um reticulado (5 e 6).
No entanto, o agrupamento ndo é um grupo porque lhe falta a possibilidade de
efetuar a composicdo entre dois elementos quaisquer para produzir um terceiro,

atuando diretamente sobre tais elementos.

Retomando, a estrutura de agrupamento € portadora de uma caracteristica
importante, que é a reversibilidade. O autor explica que todo estado de equilibrio
pode ser reconhecido por uma certa forma de reversibilidade, a qual € sinbnimo de
possibilidade permanente de retorno ao ponto de partida. Um sistema esta em
equilibrio quando é portador de uma estrutura tal que suas operacBes admitem

reversibilidade, seja por inversdo ou negacao, seja por reciprocidade.

Logo, de acordo com as operacfes de classificacdo e de seriacdo, 0s
agrupamentos podem ser encontrados nas obras de Piaget em oito tipos principais:
adicdo primaria de classes, adicdo secundaria de classes, multiplicacdo biunivoca
de classes, multiplicacdo counivoca de classes, adicdo de relacdes assimétricas,
adicdo de relacbes simétricas, multiplicacdo biunivoca de relacbes, multiplicacédo

counivoca de relagdes.

Conforme Piaget (1976), destaco as principais caracteristicas de cada um
deles:

(1) Agrupamento I: adicdo primaria de classes: colocar em evidéncia a
diferenca entre a enumeracgéo e a numeragao;

(2) Agrupamento Il: adicdo secundaria de classes (vicariancia): este
agrupamento possibilita a decomposi¢cdo que o agrupamento anterior nao
permitia;

(3) Agrupamento lll: multiplicagdo counivoca de classes: se refere a

possibilidade de compreender uma estrutura que estabelece
correspondéncias do todo com suas partes do tipo um a muitos;

(4) Agrupamento IV: multiplicacdo biunivoca de classes: se refere a
possibilidade de classificar objetos segundo dois ou mais critérios
simultaneos. [...] tratar os modelos de agrupamentos que se estruturam a
partir de relacdes;

(5) Agrupamento V: adicdo de relagdes assimétricas: a operagao
fundamental deste agrupamento € a operacdo de seriacdo. [...] € O
envolvimento em duas relacdes, uma direta e outra inversa;

(6) Agrupamento VI: adicdo de relacdes simétricas: este agrupamento
descreve o encadeamento de relagSes simétricas, 0 que permitira a
estruturacdo da série, organizada sobre correspondéncias;

(7) Agrupamento VII: multiplicacdo counivoca de relacBes: este
agrupamento se refere a correspondéncias do tipo um e muitos. Dessa
forma, trata de multiplicar relag6es assimétricas transitivas;



(8) Agrupamento VIII: multiplicagdo biunivoca de relagdes: expressa a
possibilidade de trabalhar, ao mesmo tempo, com duas séries, buscando a
correspondéncia segundo uma ou duas relacdes. (1976, p.104-165)

A medida que o sujeito vai desenvolvendo as estruturas de agrupamento,
como as apresentadas acima, vai se tornando apto a construir o conceito de
namero, assim como das operac¢des que envolvem a estruturacdo do espaco e do

tempo.

b) Estagio das operacdes formais

Por outro lado, para o estagio das operacdes formais (12 a 16 anos), Piaget
considera que o modelo adequado é constituido por uma estrutura algébrica que
possui, simultaneamente, as propriedades de um grupo e de um reticulado, o que
significa que neste estagio o sujeito desenvolve as condi¢cbes operatdrias que 0

tornam capaz de utilizar a logica proposicional.

No quarto estagio, hipotético-dedutivo ou das opera¢des formais, o que vinha
sendo operado até entdo no plano do real passa ao plano do possivel, isto €,
mentalmente existe a possibilidade de “n” combinagbes que partem do real e o

superam™.

O livro sobre o qual me fundamento neste estagio, de Inhelder e Piaget
(1976), Da logica da crianca a logica do adolescente, € inteiramente dedicado ao
estudo de novos aspectos da génese do pensamento formal. E obra rica em dados
sobre a possibilidade de “caracterizar o pensamento do adolescente pela
constituicdo de alguns métodos de indugcdo experimental e, principalmente, de
verificagdo sistematica”. (Prefacio) Os autores perceberam uma convergéncia dos
resultados das experiéncias a uma estruturacdo operatéria completamente nova,
fundada na formacdo simultanea sincronizada de esquemas operatérios e da logica

das proposicoes.

Os relatos experimentais na obra permitem afirmar que em torno de 11-12
anos de idade o adolescente alcanca o estagio das operacfes formais, tendo como

ponto de equilibrio a idade de 14-15 anos. Neste quarto estagio o adolescente, além

' No artigo Evolucao intelectual da adolescéncia & vida adulta (1972) Piaget discute o fato de que
nem todos os adultos chegam ao estagio hipotético-dedutivo, langando algumas hip6teses, como, por
exemplo, a diversidade cultural e social, ou seja, a falta de estimulacdo do meio poderia ocasionar a
impossibilidade de formacdo e acabamento das estruturas cognitivas.



de raciocinar e de deduzir com o auxilio de objetos manipulaveis (concretos), torna-
se capaz de elaborar raciocinios dedutivos, pensando sobre hipéteses ou sobre

proposicoes.

Como afirmam Piaget e Inhelder,

[...] o que falta as estruturas concretas de agrupamento é a combinatéria
intrinseca a construcao do conjunto das partes, ou, 0 que € a mesma coisa,
€ a utilizacao de operag8es proposicionais (implicagao, etc.) ou isomorficas
destas Ultimas, pois as operagfes interproposicionais repousam sobre a
estrutura desse conjunto de partes. (1976, p.209).

Logo que ingressa no caminho da coordenac¢édo dos agrupamentos concretos
num sistema unico (na segunda poténcia), o pensamento torna-se formal porque se
refere as combinacdes possiveis, ndo mais aos objetos em si mesmos. Por mais
tateantes e incompletas que sejam as primeiras tentativas do pensamento no inicio
do estagio operatorio-formal, ele se orienta para uma nova forma de equilibrio,
caracterizado por uma estrutura de conjunto que deriva, a0 mesmo tempo, do grupo

e do reticulado.

Uma atitude caracteristica deste estagio é que o pré-adolescente, ao se ver
diante de uma associacdo de dois fatores, por exemplo, afasta um deles para
estudar o outro, sem interferéncias perturbadoras e reciprocamente. Portanto, a
necessidade de excluir um fator para fazer variar o outro nasce de uma inversao de
sentido na construcéo das correspondéncias, tendendo a abstrair ou a dissociar, em

vez de multiplicar ou associar.

Em resumo, as duas criacBes caracteristicas do inicio operatério-formal
decorrem do fato de que: a) o adolescente consegue dissociar fatores, seja por
neutralizacdo, seja por exclusdo; b) é preciso afastar um fator, ndo somente para

analisar sua acdo, mas, ainda, para mostrar a de outros fatores presentes.

Com o ingresso no estagio operatorio-formal, a relacdo do adolescente com o
mundo muda completamente, visto que, a partir de entdo, consegue organizar
pensamentos, elaborar raciocinios que ultrapassam o plano do real (realidade),

alcancando o nivel do possivel (possibilidades), mas numa inversdo de sentido



notével, pois, ao invés de o possivel ser apenas um prolongamento do real ou das

acOes executadas sobre a realidade, € o real que se subordina ao possivel.

Para Piaget e Inhelder (1976), a grande novidade trazida pela passagem a
inteligéncia operatoéria formal parece ser, efetivamente, a inversédo de sentido entre o
possivel e o real, pois nesse estagio o sujeito raciocina segundo os possiveis e,

assim, consegue desenvolver hipoéteses.

No estagio das operacdes formais o adolescente esta em condi¢cdes de
raciocinar sobre hipoteses, 0 que acontece pelo fato de as operacdes estarem
desvinculadas de qualquer referéncia direta a objetos reais, incidindo, pelo contrario,
nas relagdes entre as proposicdes. Nas inferéncias efetuadas pelo sujeito neste
nivel podemos identificar a existéncia de uma combinatdria completa. Como vimos
anteriormente, enquanto o adolescente do nivel das operacfes concretas descobre
0s varios tipos de associa¢gBes entre as classes, por meio da comparacao dos
conteulidos reais da sua experiéncia, o adolescente no nivel das operacdes formais é
capaz de pensar em todas as combinac¢des possiveis antes de qualquer observacéo

para, s6 em seguida, submeté-las a verificacao.

O conjunto de todas as combinacdes possiveis que o adolescente pode
elaborar em qualquer dada situagdo cognitiva pode ser representado pelas
propriedades de uma estrutura de reticulado. Em outras palavras, a estrutura
completa de reticulado constitui um modelo adequado da estrutura operatoria que da

conta das efetivas performances cognitivas combinatérias do adolescente.

Para Piaget (1976), dadas duas proposicfes e as suas negacdes (p, q, p ,
g ), o adolescente é capaz de identificar combinatoriamente as quatro associagfes
possiveis em termos de uma operagéo e, que € denominada conjuncdo: pe g (p € q);
peqg (pendoq);p eq(ndopeq);p g (ndop,néoq).

Essas quatro associacdes podem ser combinadas entre si de 16 modos

possiveis:

1. 0 negacéo absoluta

2. a peq conjuncao

3. b peq ndo-implicacao

4. c p eq nao-implicagcéo reciproca



5. d p eq negacao conjunta
6. a+b peqvpeq afirmacao de p

7. a+c pegqvp eq afirmacao de q

8. a+d pegqvp eq equivaléncia

9. b+c peqg vp eq exclusao reciproca
10. b+d peq vp eq negacao de g

11. c+d p eqVvp eq negacao de p

12. a+b+c pegvpeq Vp eq disjuncéo

13. a+b+d pegqvpeq Vp eqg implicacédo reciproca
14. a+tc+d peqVvp eqVvp eq implicagéo

15. b+c+d peq Vvp eqVvp eq incompatibilidade
16. a+tb+c+d peqvpeq vVp eqVvp eq afirmacéo completa

Quadro 4 - Combinagbes: 16 operagdes binarias (PIAGET; INHELDER, 1976, p.219-226)

O conjunto dessas 16 operacOes difere radicalmente de um agrupamento.
Piaget verifica que as duas operagdoes (e) e (ou) estdo em condi¢cbes “de
compreender 0 que é que leva o sujeito, por volta de 11-12 anos, a construir
efetivamente os conjuntos de partes.” (PIAGET; INHELDER, 1976, p. 209)

E considerado, entdo, que, a partir das operacdes iniciais em relacdo a
matéria (= massa), ao peso e ao volume, posteriormente aparecem novas operacoes
pela generalizacdo progressiva das precedentes, que se separam totalmente dos
objetos e se constituem em nivel de simples hipéteses (proposicées), ndo mais
necessitando das acfes. Constitui-se, assim, uma légica formal, ou seja, aplicavel a
qualguer contetdo em razéo da possibilidade do raciocinio hipotético-dedutivo. Duas
novas estruturas de conjunto se constituem: a rede da logica das proposicdes e o
grupo INRC.

A rede é observada pelo aparecimento das operacdes combinatérias. Por
essa razdo, um adolescente, mesmo sem frequentar a escola, consegue encontrar
métodos sistematicos para agrupar objetos de acordo com todas as combinagdes “n”

a “n”. A rede é reconhecida pela aparicdo de uma combinatdria por ocasido de

combinagdes de objetos ou de fatores experimentais.

Assim como a reversibilidade foi fixada por Piaget como critério para a
inteligéncia operatoria, a estrutura do quaterno, conhecido como Grupo de Klein, &



tomada como critério para a inteligéncia operatoria formal. Um caso particularmente

interessante de grupos de Klein € o grupo INRC.

O grupo INRC comporta a possibilidade de o adolescente realizar
transformacdes em nivel formal a partir de raciocinios experimentais. Por exemplo,
quando se trata de raciocinar sobre um sistema de equilibrio mecéanico, tem-se a
acdo = I; sua negacdo = N; a reacdo = R e a sua negacao = C. Podemos

estabelecer o grupo comutativo NR=C; NC=R; CR=N e NRC=1I.

O grupo INRC (inversdes, reciprocidades, correlatividades e identidades), que
marca a sintese num sistema unico das duas formas de reversibilidades até entédo
separadas — as inversdes e as reciprocidades -, é observado numa série de
esquemas operatérios que aparecem simultaneamente: as proporcdes, os duplos

sistemas de referéncias, as probabilidades, as compensacfes multiplicativas.

Piaget (1976), quanto aos sujeitos do estagio operatorio formal, viu no grupo
INRC o indicio de que as operacdes podem se organizar em sistemas em que duas
espécies de reversibilidade atuam em conjunto, ou seja, sAo componiveis entre si,

de maneira transitiva e reversivel.

Cada um dos 16 operadores possiveis entre duas proposicdes p e q pode ser
caracterizado por um conjunto E = (a b ¢ d), de quatro elementos. Piaget, por
convengao, considerou que as letras a’, b’, ¢’ e d’ representavam o valor oposto ao
de a, b, c e d, respectivamente. Logo, o grupo INRC pode ser definido por meio de

guatro transformacdes:

a) Transformagéo | = l(abcd)=abcd
Figura 7 — Transformacéao | (PIAGET, 1976, p.147)

A transformacdo | faz corresponder a todo o elemento de E este mesmo

elemento. Trata-se da transformacéo idéntica.
b) Transformacdo N = N@abcd) = a’b’c’ d’
Figura 8 — Transformacado N (PIAGET, 1976, p.147)

A transformacéo N faz corresponder a todo o elemento de E seu oposto. Trata-se

da transformacao inversa.

c) Transformacdo R = R(abcd) = dcba



Figura 9 — Transformacdo R (PIAGET, 1976, p.148)

A transformacdo R faz corresponder a todo o elemento de E seu reciproco.

Trata-se da transformacéo reciproca.
d) Transformacdo C = Cabcd) = d'c’b’a’
Figura 10 — Transformacédo C (PIAGET, 1976, p.148)

A transformacéo C faz corresponder a todo o elemento e E seu correlativo. Trata-

se da transformacéo correlativa.

Nesta pesquisa, entendo que no quarto estagio piagetiano, operatorio formal,
encontro as condicfes para a compreensdo dos conceitos algébricos. Assim, é
possivel acompanhar a construcdo desses conhecimentos nos estudantes
adolescentes do ensino fundamental da 7% série ou 8° ano analisando seus éxitos,
dificuldades e niveis de compreensdo na resolucdo das atividades propostas em

sala de aula de matematica e em entrevistas individuais.

Piaget e Inhelder (1976), ao estudarem a estrutura de conjunto das operacoes
formais como forma de equilibrio final das operacbes mentais, concluem que as
diversas possibilidades operatdrias na estrutura de conjunto do reticulado e do grupo
e que caracterizam o pensamento formal ddo lugar a construcdo de esquemas
integrados e sincronizados durante o quarto estadgio de desenvolvimento dos

sujeitos. Logo,

com o pensamento formal, finalmente, se constitui essa forma, cuja
necessidade se liga a dupla exigéncia de uma coordenacdo de conjunto
das operacOes de diferentes variedades e de uma liberacdo da forma com
relacdo aos conteldos. Esta forma geral de equilibrio deve, entdo, ser
concebida como final, [...] a evolugdo das operagbes obedece a: [...] 1) 0
equilibrio operatério é tdo mais movel quanto mais estavel; 2) as
transformacgdes virtuais ou possiveis desempenham esse tipo de papel
causal das realidades mentais. (1976, p.247).

A leitura da obra de Piaget e Inhelder (1976) Da l6gica da crianca a logica do
adolescente suscita uma questdo que é muito latente nos estudantes de 72 série ou
8° ano (12 a 16 anos) no momento do primeiro contato com a algebra e no
desenvolvimento das propriedades na multiplicagdo de mon6émios: como ocorre o
calculo algébrico da propriedade multiplicativa na operacdo da multiplicacdo
algébrica? Na investigacado desse procedimento de formalizacdo da multiplicacéao



algébrica de mondmios, pode-se questionar como os estudantes adolescentes da 7%
série ou do 8° ano do ensino fundamental constroem os diferentes elementos do
mondmio (sinal, coeficiente numeérico, parte literal e expoentes) e como operam com

as propriedades que compdem uma multiplicacédo algébrica entre monémios?

Segundo Piaget e Inhelder (1976, p.247), “se ac¢des e operacdes agem e
reagem entre si, segundo leis causais, enquanto a consciéncia as traduz sob forma
de conexdes de implicagdes” Assim, o adolescente precisa coordenar acdes para
efetivar sua traducéo simbalica no campo da algebra.

E desse ponto de vista que a nogdo de equilibrio se mostra indispensavel
para a explicagédo causal, pois somente ela permite compreender como, em
determinado nivel, a inteligéncia se volta simultaneamente para todas as
dire¢cBes abertas nesse campo, em funcdo das transformacdes virtuais que

a caracterizam, tanto quanto as construgcbes ja realizadas. (PIAGET,;
INHELDER, 1976, p.248)

Na minha proposta de compreender as relacbes que os adolescentes
estabelecem ao operar com propriedades biunivocas e operacées de multiplicacdo
algébrica entre monbmios, estabeleco Varios questionamentos: Se a
correspondéncia base — base (repeticdo) e expoente — expoente (adicdo) é
reconhecida por um grande percentual de estudantes adolescentes somente quando
registrada graficamente, como representam os elementos invisiveis dos mondmios?
Se o0 expoente ndo € conservado pelo adolescente, como ele chegara a formalizar

as relacbes proprias das propriedades que compdem uma multiplicacdo algébrica?

E frequente entre os estudantes durante a multiplicacdo de mondémios n&o
ocorrer 0 reconhecimento dos expoentes invisiveis, a realizacdo de sua adicao.

Como consequéncia, constata-se uma auséncia de equivaléncia ou de conservagao

expoente expoe nte)

de conjuntos isolados que se correspondem termo a termo (base . base

em adolescentes que ja multiplicam algebricamente.

H4a, entretanto, no mesmo grupo de estudantes adolescentes sujeitos que

expoente expoente

estabelecem a correspondéncia termo a termo (base . base ), com a

demonstracao de compreenséao das relacdes entre expoentes visiveis e invisiveis na
notacao grafica. Explica Piaget sobre o terceiro estagio (operac¢des concretas):
Vemos a correspondéncia se libertar de suas limitacbes espaciais ou

perceptivas [...] a equivaléncia uma vez constatada, € concebida como
subsistente necessariamente, apesar das transformagfes possiveis da



configuracdo das cole¢bes correspondentes. A correspondéncia termo a
termo torna-se assim realmente quantificante e exprime dai por diante a
igualdade numérica e nao mais apenas a equivaléncia qualitativa. [...] os
sujeitos atuais ndo buscam necessariamente [...] 0 contato perceptivo entre
esses elementos. [...] Mas, acima de tudo, e paralelamente com esse
deslocamento com respeito a percepc¢do atual, essas criancas sabem ligar
umas as outras as configuragcbes sucessivas das colecbes
correspondentes, coordenando corretamente suas relacdes. [...] Pode-se
entdo dizer que terceira fase assinala a conclusdo da multiplicacdo
qualitativa dessas duas relagbes. (1975, p.122-124).

Se Piaget assinala, no terceiro estagio, a generalizacdo da operacdo de
multiplicagdo de duas relacbes e a compreensdao em razdo da reversibilidade
progressiva do pensamento, “os dois conjuntos permanecem equivalentes porque as
transformacdes ndo sdo mais que mudancas de posicao reversiveis, isto é, devidas
a operacoes que se pode inverter.” (1975, p.125) A densidade do pensamento aqui
presente esta na capacidade e na possibilidade de reconstituir uma correspondéncia
apos havé-la desfeito; também esta presente o valor “de necessidade e de
generalidade” no decurso do terceiro estagio. (p.125) Entdo, penso que o estudante
da sétima série, adolescente, com seus 12 — 14 anos, ja pode ter ultrapassado a
dependéncia da condicdo de visualizacdo do registro grafico do expoente para
alcancar a generalidade da propriedade multiplicativa entre monémios de modo

conceitual.

A multiplicacdo de mondmios implica a presenca de duas relacdes
simultaneas: a generalizacdo da operagdo de multiplicagdo dos mondmios e a
compreensao da relacéo direta correspondente aos expoentes em cada composicao
algébrica. A generalizacdo da multiplicacdo qualitativa entre mondmios permite
colocar frente a frente os elementos de duas grandezas: a base algébrica e o
expoente. Tanto a base algébrica como 0s expoentes exigem que os estudantes
estabelecam relacdes de conservacdo das propriedades das operacfes em funcdo

da diferente posicdo dos elementos (base ou expoentes).

A analise realizada busca interpretar as hipdteses de compreensdo da
propriedade multiplicativa entre mondémios que os estudantes elaboram. Observando
as estratégias de acdo formuladas e os procedimentos adotados no momento da
multiplicacdo de mondmios, pretende-se verificar como as relacdes entre base e

expoente visivel ou invisivel ocorrem.



Para finalizar destaco da teoria apresentada os conceitos que constituem,
inicialmente, a organizacdo tedrico-metodolégica desta pesquisa: operacdes
concretas e formais, reversibilidade, conservacao, estruturas, agrupamentos, grupo
INRC e totalidade.

2.4 CONCEITOS BASICOS

Ao concluir a revisdo teorica sobre educacdo matematica e epistemologia
genética, bem como a revisdo das pesquisas sobre algebra para esta tese,
estabeleci os seguintes conceitos iniciais e fundamentais para a investigacao

proposta: variavel, numero, equivaléncia, reversibilidade, conservacdo e estrutura.

A seguir retomo e destaco as definicdes desses conceitos que apdiam a
organizacédo tedrica e metodoldgica da pesquisa e subsidiam as andlises feitas, na
perspectiva da matematica e na perspectiva da epistemologia genética, embora, em

alguns momentos, o termo s6 tenha sido usado numa das perspectivas.

1. VARIAVEL
MATEMATICA:

Segundo Chambadal (1978, p.573), “diz-se da quantidade que pode tomar
sucessivamente diferentes valores no decurso de um mesmo calculo.”

Para Usiskin (1995, p.18), na concep¢do de Aalgebra como estudo de
estruturas, a variavel € um simbolo arbitrario. “A variavel tornou-se um objeto
arbitrario de uma estrutura estabelecida por certas propriedades.” E no simbolismo
uma variavel sofre dois processos ou de manipulacdo cega ou de técnica

automatica.

Para Booth (1995) a nocao de “variavel” € um dos aspectos mais importantes
da algebra. Na aritmética, os simbolos que representam quantidades sempre
significam valores Unicos; na algebra, diferentes simbolos podem representar a
mesma quantidade, isto é, letras diferentes ndo necessariamente representam

valores numéricos diferentes.

2. NUMERO
MATEMATICA:



Entidade abstrata que € matematicamente definida como conjunto de todos
0S conjuntos equivalentes a um conjunto dado. “A idéia de numero natural ndo é um
produto puro do pensamento, independente da experiéncia [...] os numeros foram-se
formando lentamente pela préatica diaria de contagens. [...] — 0 maior ou menor
conhecimento dos numeros estéa ligado com as condi¢des da vida econémica desses
povos.” (CARACA, 1989, p.4-5)

EPISTEMOLOGIA GENETICA:

O numero é classe e relacdo assimétrica ao mesmo tempo, nao deriva de tal
ou qual das operacfes logicas particulares, mas somente de sua reunido, o que
concilia a continuidade com a irredutibilidade e leva a conceber como reciprocas,
nao mais como unilaterais, as relagdes entre a logica e a aritmética. “O numero é,
pois, solidario de uma estrutura operatéria de conjunto, na falta da qual ndo existe
ainda conservacdo das totalidades numéricas, independentemente de sua
disposicao figural”. (PIAGET; SZEMINSKA, 1971, p.15).

Para os autores, “na realidade, as operagdes aditivas e multiplicativas ja se
acham implicitas no nimero como tal, pois um nimero € uma reunido aditiva de
unidades e a correspondéncia termo a termo entre duas cole¢cdes envolve uma
multiplicacéo [...] Do mesmo modo que a constru¢do do numero, das classes e das
relacdes logicas, assim também o manejo das operacbes numéricas é solidario ao
das operacdes qualitativas.” (PIAGET; SZEMINSKA, 1971, p.223)

3 EQUIVALENCIA
MATEMATICA:

Post, Behr e Lesh (1995) apresentam como uma relacdo entre duas ou mais
proposicdes que tém o mesmo valor de verdade. Sistema de duas ou mais
proposicdes relacionadas pelo termo I6gico “se e somente se”, que sé é verdadeiro
no caso de serem todas as proposicdes verdadeiras, ou de todas as proposicoes

serem falsas.

EPISTEMOLOGIA GENETICA:
Piaget afirma que “podemos também voltar ao ponto de partida anulando

uma diferenca (no sentido logico do termo), o que constitui uma reciprocidade: o



produto de duas operac¢fes reciprocas €, entdo, ndo uma operacdo nula, mas uma
equivalente.” (PIAGET; INHELDER, 1976, p.205)

4 REVERSIBILIDADE
MATEMATICA:

Possibilidade que uma operacao tem de ser reversivel e retornar a um estado
ou condicdo anterior. A reversibilidade operatoria € uma transformacédo do estado
final de um processo, com a possibilidade de mudanca na ordem mais comum na

construcéo da sentenca. Proposicdo em termos invertidos. (CARACA, 1989, p. 227)

EPISTEMOLOGIA GENETICA:

Piaget considera que a generalidade completa somente sera atingida com a
reversibilidade das operacdes. A reversibilidade sera a expressdo do equilibrio
permanente, alcancado entre uma acomodacéo generalizada e uma assimilacado nao
deformante, como a possibilidade de encontrar um estado anterior dos dados, nao
se opondo ao estado atual (assimilacdo), e um estado tdo realizavel quanto esse
estado atual (acomodacao). “Do ponto de vista estrutural, a reversibilidade, que ¢é a
possibilidade de uma volta ao ponto de partida, se apresenta sob duas formas
distintas e complementares. Podemos voltar ao ponto de partida anulando a
operacédo efetuada, o que constitui uma inversao ou negacado: o produto da operacao
direta e de seu inverso €, entdo, a opera¢ao nula ou idéntica. Mas podemos também
voltar ao ponto de partida anulando uma diferenca (no sentido Iégico do termo), o
gue constitui uma reciprocidade: o produto de duas operacdes reciprocas €, entao,

nao uma operacao nula, mas uma equivaléncia.” (PIAGET; INHELDER, 1976, p.205)

5 CONSERVACAO
MATEMATICA:

Conjunto de medidas de carater operacional — intervencdes técnicas e
cientificas, peridédicas ou permanentes — que visam a preservar as caracteristicas
que em geral se fazem necessarias com relagdo as partes combinadas. “Principio
gue estabelece que, se duas ou mais operacdes se combinam para formar uma so,
ou se, inversamente, uma operacao se divide em duas ou mais, a soma algébrica

das operacdes finais € conservada igual ao valor total.” (CHAMBADAL, 1978, p.334)



EPISTEMOLOGIA GENETICA:

CONSERVACAO DO TODO: “[...] o proprio das operacdes tanto sobre o
terreno dos “agrupamentos” légicos quanto sobre o da composicéo partitiva, é
precisamente assegurar a livre mobilidade das partes no seio de um todo que se
conserva necessariamente como reunido (real ou virtual) de seus elementos.”
(BATTRO, 1987, p. 62-63)

6 ESTRUTURA
MATEMATICA:

Conjunto formado, natural ou artificialmente, pela reunido de partes ou
elementos, em determinada ordem ou organizacao. A disposicdo dos elementos ou
partes de um todo; a forma como esses elementos ou partes se relacionam entre si,
e que determina a natureza, as caracteristicas ou a funcado ou funcionamento do
todo. (CHAMBADAL, 1978, p.137)

EPISTOMOLOGIA GENETICA:

ESTRUTURA: “Cada estrutura deve ser concebida como uma forma particular
de equilibrio, mais ou menos estavel em seu campo restrito e que se torna instavel
nos limites deste.” P.l. 12 (Psicologia da Inteligéncia) (BATTRO, 1978, p.98)

ESTRUTURA e TOTALIDADE: “Diremos que ha estrutura [...] quando os
elementos sao reunidos em uma totalidade que apresenta certas propriedades como
totalidade e quando as propriedades dos elementos dependem, total ou
parcialmente, destas caracteristicas da totalidade.” E.E.G. Il 34. (Ldgica e equilibrio)
(BATTRO, 1978, p.99)

Numa segunda etapa, durante a aplicacdo dos instrumentos e analise dos

dados coletados busquei outros conceitos de interesse para a pesquisa.
7 OPERACAO CONCRETA
MATEMATICA:

OPERACAO: conjunto de regras que permitem obter os resultados a partir de
alguns dados. (CHAMBADAL, 1978, p.372)

OPERACAO CONCRETA: realizacdo de uma acdo ou conjunto de acdes

combinando operacdes aritméticas: a adigdo, a subtracdo, a multiplicacdo ou a



divisdo com um resultado determinado, e muito preciso, que é real e pode ser

pensado ou percebido sem necessidade de abstracdo. (CHAMBADAL, 1978, p.372)
EPISTEMOLOGIA GENETICA:

OPERACAO: Piaget a define como acdes interiorizadas ou interiorizaveis,
reversiveis e coordenadas em estruturas totais. [...] a operacdo € ao mesmo tempo
uma modificagdo possivel do real e uma acdo assimiladora cuja reversibilidade
atesta o poder préprio. (BATTRO, 1978, p.173)

OPERACOES CONCRETAS: sdo as operacgdes do primeiro grau
[manipulagéo concreta de objetos] sobre as quais incidem as operagdes formais.
“‘De modo geral, as operagbes logicas concretas consistem em agir diretamente
sobre os objetos a fim de reuni-los em classes de diversas ordens ou de estabelecer
entre elas as relagdes.” (PIAGET; INHELDER, 1976, p.206)

8 OPERACAO FORMAL
MATEMATICA:

Realizacdo de um céalculo combinando nimeros ou expressfes matematicas,
seguindo um conjunto de regras e propriedades do 2.°grupo (multiplicagéo, diviséo e
potenciacdo) que tem que cumprir para conseguir gestionar a solucéo de problemas.
(CARACA, 1989, p.25)

EPISTEMOLOGIA GENETICA:

Para Piaget e Inhelder (1976), as operacbes formais sdo operacbes de
segunda poténcia. Essa nocao de operacdo de segunda poténcia exprime o carater
geral do pensamento formal, que é o de superar o quadro das transformacdes que
se apoiam diretamente no real (operacdes de primeira poténcia), subordinando-as a

um sistema de combinacdes hipotético-dedutivas, portanto simplesmente possiveis.
9 AGRUPAMENTO
MATEMATICA:

“Mecanismo operatorio na associacdo das classes e das relagdes sobre as

quais um sujeito se apdia em seu desenvolvimento.” (CHAMBERS, 1988, p.42)

EPISTEMOLOGIA GENETICA:



Em Piaget (1976) agrupamento € a nova estrutura que da origem as
operacdes concretas e apresenta uma sofisticagdo em relacdo as pré-operagdes do
periodo anterior: permite construir estruturas de classe, chegando a elaborar séries
indefinidas de objetos em funcdo de critérios estabelecidos para a seriacdo. A
estrutura de agrupamento, como propde Piaget, possui propriedades de um grupo
matematico (1. composicdo, 2: associatividade, 3: reversibilidade e 4: elemento
neutro), assim como propriedades de um reticulado (5: idempoténcia e 6: minimo

comum majorante).

10 Grupo INRC
MATEMATICA:

O grupo chamado das quatro transformacdes (ou “Vierergroupe” ou ainda
“Grupo Klein”). Klein deu uma importantissima contribuicdo as teorias do Grupo e da
Funcédo. O Grupo de Klein € uma funcdo de transformacao, por meio de uma légica
quaternaria. Klein mostrou como as propriedades essenciais de uma geometria
poderiam ser representadas por grupos de transformacdes, em que dois elementos
jogam entre si para formar um terceiro, onde:

0 = neutro (o elemento, em contato consigo mesmo, nada faz)

axb=c
bxc=a
axc=Dhb

A relac&o entre os quatro elementos pode ser organizada nesta tabela:
0 a b c
a 0 c b
b c 0 a
c b a 0

http://A.L.I: Champs spécialisés/Présentation/Os grupos de Klein
EPISTEMOLOGIA GENETICA:

No estadio operatdrio-formal, o aperfeicoamento do agrupamento desdobra-
se em uma estrutura l6gica de grupo com diferentes formas de reversibilidade e
organizagdo das operagdes. “As novas propriedades do chamado Grupo INRC, o
grupo das quatro transformacdes proprio da légica proposicional do adolescente,
reinem as operacdes de identidade (1), negacao (N), reciprocidade (R) e correlagéo
(C) em uma mesma estrutura cuja construcdo permite 0 pensamento chegar ao
plano hipotético-dedutivo.” (PIAGET, 1976, p.206)


http://a.l.i/

11 TOTALIDADE
MATEMATICA:

Conjunto de “todas as partes (elementos numéricos/algébricos, operacoes,

propriedades, leis) que envolvem um calculo.” (CARACA, 1989, p.117)
EPISTEMOLOGIA GENETICA:

Em Piaget é a confluéncia ou conjunto de diversas relacdes na formacao de
um todo. A soma total. E a “coordenacdo dessas relacdes tornando possivel a
elaboracdo de uma totalidade permanente e, por isso mesmo, a subordinagéo das
partes a um todo real.” (PIAGET; SZEMINSKA, 1971, p.259)

Exemplifico na passagem relativa ao numero: “[...] quando o mesmo sistema
se aplica aos conjuntos fazendo-se abstracdo dessas qualidades (operacgdes logicas
e aritméticas), entdo se realiza a fusdo da inclusdo e da seriacdo dos elementos
numa soé totalidade operatéria formada de classes e de relacdes assimétricas
reunidas, e essa totalidade constitui, sem mais nada, a série dos numeros inteiros
finitos, indissociaveis cardinais e ordinais.” (PIAGET; SZEMINSKA, 1971,p.13)

Nas palavras de Piaget,

a totalidade que se conserva é [...] uma totalidade relacional. Isto significa
que em toda organizacdo existem processos parciais, mas essencialmente
relativos uns aos outros, isto é, s6 se manifestando por suas composicdes
[...] O segundo carater da fungdo de organizagdo é portanto a interagdo das
partes diferenciadas. Sem partes ou processos parciais diferenciados néao
haveria organizacdo, mas uma totalidade homogénea que se conservaria
por inércia. (1973, p.174-175).

A definicdo desses conceitos no ambito da matematica e da epistemologia
genética foi necessaria para maior compreensao as estratégias de acéo formuladas
na pesquisa e aos procedimentos adotados pelos estudantes nos diferentes
momentos de aprendizagem apresentados aos adolescentes nas aulas e nas

entrevistas.



3 O CAMINHO METODOLOGICO

Neste capitulo exponho a justificativa da pesquisa, seus objetivos, uma sintese
do estudo preliminar que a precedeu, o problema, as hipoteses e 0 seu

delineamento metodoldgico detalhando os passos da investigacgao.

3.1 JUSTIFICATIVA

Meu interesse centra-se em compreender como ocorrem 0S avancos do
conhecimento dos aspectos menos complexos aos mais complexos e rigorosos no
campo da matematica e, mais especificamente, no inicio da aprendizagem de

algebra, através da multiplicagdo de mondémios.

Considero um panorama social em gque a escola assumiu o papel de
reprodutora dos conhecimentos, ja bastante denunciado na literatura sobre
educacao, e ressalto, na atualidade, a relevancia das pesquisas académicas em
algebra sobre o processo de aprendizagem dos alunos nos diferentes componentes
curriculares, seja no ensino fundamental, seja no ensino médio. Hoje eu tenho a
compreensao do quanto a multiplicacdo de mondmios é relevante nos contetdos
escolares nas areas de matematica, de fisica, de biologia, de quimica ou de
geografia. Minha experiéncia docente mostra que a propriedade da multiplicacao é
de dificil compreensédo pelos alunos desde a sétima série ou oitavo ano até o ensino
médio. Eles realizam operacdes como x2 . x3 = x2'3 = x> mas parecem nao

reconhecer aregra em Xx2.x=?2??.

A escolha da epistemologia genética como teoria que fundamenta a pesquisa
justifica-se por considerar o conhecimento como um processo de construcdo e o
sujeito (estudante-adolescente) da pesquisa, como um ser de muitas possibilidades
na interacdo com o meio. Também, porque esta vertente tedrica sustenta uma
concepcao geral de inteligéncia e investiga 0s processos e mecanismos comuns na
construcdo de conhecimento; portanto, favorece as relagbes entre os estudos
sobre aprendizagem e constru¢do de conhecimento em diferentes areas trabalhadas

na escola®®.

'® Focalizadas pelo projeto de pesquisa “Contribuicdes da Epistemologia Genética para Praticas
Escolares”, n. 17872, ao qual se vincula esta tese.



Penso que esta investigacdo podera gerar relacbes interdisciplinares
significativas, capazes de contribuir para o debate sobre as dimensdes verticais,
horizontais e transversais dos processos de ensino-aprendizagem da educacao

basica.

3.2 OBJETIVOS

3.2.1 Objetivo geral: Investigar a aprendizagem de estudantes adolescentes com
relagdo a sua construgdo do expoente 1 — na forma invisivel e, assim, subsidiar o

trabalho de educacdo matemética em algebra.
3.2.2 Objetivos especificos

1) Compreender as organizacdes das acBes e notacdes graficas coerentes e
estaveis e os mecanismos de funcionamento que asseguram a construcao do

conceito de expoente invisivel.

2) Verificar como os adolescentes compreendem a propriedade multiplicativa dos

mondmios.

3.3 O PROBLEMA DA PESQUISA

A pesquisa da tese, como a do estudo preliminar, tem como foco a introdugéo
a algebra, na educacdo mateméatica e na iniciacdo a geometria, destacando a
multiplicacdo de mondmio. Por exemplo, a multiplicacdo (7x?) . (5x3) = ???. Sete e
cinco sdo coeficientes numéricos; (x?) e (x3) sdo a representacdo da parte literal de
cada monémio. A regra diz: efetue a multiplicacdo entre os coeficientes numéricos e
componha a parte literal adicionando o0s expoentes das bases semelhantes. Logo,
7.5=35e (x) . () = (x2'3) = (x°), o resultado sera 35 x°. Mas se a multiplicagéo for
entre os mondmios (7x2) e (5x), isto &, (7x?) . (5x) = 2222.

Quando se trata de uma multiplicacdo de bases semelhantes com os fatores

literais (x2) e (X), isto &, (X* . x), o expoente de “x”, mesmo invisivel é 1(um), logo o

resultado da multiplicacdo (7x?) . (5x) = (35x**%) é 35x°.

Como acontece a aprendizagem dos adolescentes quando n&o estruturaram

a ordem sequencial das operacdes, nem conservaram as regras da multiplicacéo



com monémios, com expoente 1 invisivel, embora tendo certo éxito com os

expoentes visiveis? Eles ndo construiram uma totalidade coerente e significativa?

Essa inquietacdo, associada a leitura da obra de Jean Piaget: Da ldgica da
crianca a logica do adolescente (1976), me levou a definir o seguinte problema para

a pesquisa:

“Como o sujeito da aprendizagem relaciona a permanéncia numérica do

expoente 1, quando invisivel, na multiplicagao algébrica entre monémios?”

3.4 HIPOTESES

As relacbOes estabelecidas entre o modo como se forma o conhecimento,
segundo a epistemologia genética, e as propriedades da multiplicacdo de mondémios

me conduziram as seguintes hipoteses:

1) Se o “expoente visivel” &, para o adolescente, uma representacédo conceitual,

ocorre a sua conservacao grafica e mental e a sua generalizacao.

2) Se o ‘“expoente invisivel” é, para o adolescente, uma representagéo

conceitual, ocorre a sua conservacgao grafica e mental.

3) Se o adolescente assimilou a propriedade da multiplicacdo de monémios,

considera o expoente 1 invisivel.

4) Se a organizagdo dos agrupamentos nao é estavel, o “expoente invisivel”

apaga-se.

3.5 DELINEAMENTO DA PESQUISA

A pesquisa caracteriza-se por um carater qualitativo na modalidade da
pesquisa participante e busca a compreensédo das situacbes experenciadas pelos
estudantes adolescentes envolvidos no problema a ser investigado. Bogdan e
Bicklen descrevem as caracteristicas das pesquisas qualitativas, dentre as quais
destaco trés, consideradas marcantes nesta tese. A primeira caracteristica diz

respeito a fonte dos dados:



Na investigacdo qualitativa a fonte direta de dados é o ambiente natural,
constituindo o investigador o instrumento principal [...]. Os investigadores
gualitativos freqlientam os locais de estudo porque se preocupam com 0O
contexto. Entendem que as acdes podem ser melhor compreendidas
gquando sdo observadas no seu ambiente habitual de ocorréncia.
(BOGDAN; BICKLEN, 1994, p.48)

Portanto, foi com esse proposito que os estudantes foram observados
diretamente nos contextos de sala de aula, onde pude acompanhar com detalhes a
interacdo do adolescente com o conteudo matematico algébrico multiplicacdo de
mondmios. A segunda caracteristica diz respeito a énfase na descricdo dos dados:

A investigagdo qualitativa € descritiva. Os dados recolhidos sdo em forma
de palavras ou imagens e ndo de numeros. Os resultados escritos da
investigacdo contém citagBes feitas com base nos dados para ilustrar e

substanciar a apresentacdo. Os dados incluem transcricdes de entrevistas,
notas de campo [...]. (BOGDAN; BICKLEN, 1994, p.48)

A terceira caracteristica da pesquisa qualitativa em educacao diz respeito aos
investigadores qualitativos, os quais se interessam mais pelo processo “[...] do que
simplesmente pela avaliagdo do sistema educacional”. (BOGDAN; BICKLEN, 1994,
p.48)

Nesta abordagem, o pesquisador € considerado o instrumento principal na
coleta e analise dos dados, primando pelo contato direto e flexivel com os objetos e
sujeitos da situacao a ser investigada.

Caracteristicas tais como um certo grau de interacdo do pesquisador com a
situacdo estudada; entrevistas como instrumento de aprofundamento de
determinadas questdes; analise da contextualizacdo; énfase no processo, ndo no
produto; preocupacdo com o significado; realizagdo de trabalho de campo; uso de
dados descritivos, conceitos e abstracdes estdo presentes nos estudos de cunho

qualitativo.

3.6 ESTUDO PRELIMINAR

Esta tese foi precedida por um estudo preliminar, realizado
concomitantemente ao desenvolvimento do projeto de tese, que constou da
aplicacdo de instrumento estruturado escrito em duas turmas: uma de 72 série ou 8°

ano do ensino fundamental e uma do 3° ano do ensino médio.



Participaram do estudo 26 estudantes da 72 série ou 8° ano do ensino
fundamental e 25 do 3° ano do ensino médio. A tarefa constou do registro de
valores finais de uma sequéncia de operacdes com valores algébricos envolvendo a
adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e potenciacdo de mondmios. Tabulei os
dados e com maior interesse detive-me nos resultados da multiplicacdo de

mondmios, como exemplo:

6x% . (3x) = e (8a’x) . (2ax*) =

Os estudantes da 72 série ou 8° ano apresentaram 52% de acertos e 48% de
erros no registro dos resultados e os do 3° ano do ensino médio, 58% de acertos e
42% de erros. Dos dois grupos, uma média de 30% precisou registrar o expoente 1
invisivel (x!) para conseguir chegar ao resultado correto. Na maioria dos erros o

registro do expoente 1 invisivel ndo ocorreu.

Considerando que se passaram quatro anos entre a suposta aprendizagem
da operacdao algébrica de multiplicacdo de mon6émios (na sétima série ou 8° ano) e o
final do ciclo basico de estudos, é surpreendente a semelhanca dos resultados dos
dois grupos. Houve uma diferenca de apenas 6% de acertos a mais na turma do
ensino médio. Assim, volto a questionar: Por que o expoente 1 ainda ndo existe em
conexao com a permanéncia numérica numa reconstituicdo de um todo invisivel? O
que acontece com a representacdo dos dados algébricos destes adolescentes?
Como é possivel gue um estudante inserido no contexto escolar ndo signifiqgue, ndo
represente informacdes/operacdes que |he serdo necessarias em atividades

escolares e ndo escolares?

3.7 PROCEDIMENTOS

Houve, inicialmente, um contato com as equipes diretivas das instituicoes
para apresentacdo do projeto de pesquisa'’, com a finalidade de obtencdo do
consentimento para realizagdo do estudo como educadora-pesquisadora das

escolas e regente da disciplina de Matematica na 72 série ou 8° ano e ensino medio.

7 Apéndice 1 — Oficio & equipe diretiva.



No segundo momento mantive contato com os estudantes e seus pais para a

formalizacdo do aceite de participacdo na pesquisa e autorizacdo por eles™®.

A pesquisa, de carater qualitativo, esta dividida em dois momentos: (1) a)
trabalho de observacéo de todos alunos das trés turmas de 7% série ou 8° ano do
ensino fundamental; b) aplicacdo da Avaliagdo Escrita Com uso de Notacao
Simbélica (AECNS)™ para todos alunos; (2) a) entrevistas semiestruturadas com
nove estudantes (trés por série/ano); b) organizacéo de trés estudos de caso®, com
sujeitos escolhidos dentre os grupos conforme o éxito na multiplicacdo de
mondmios. Nesses estudos de caso é feita a triangulacdo com cruzamento de todos
os dados levantados (observacdo em sala de aula; avaliacdo individual escrita

estruturada; entrevistas semiestruturadas).

De posse dos consentimentos, como primeiro momento, iniciei a observacgao
dos estudantes nas salas de aula como pesquisadora participante. Os registros da
observacdo dos estudantes nas salas de aula séo feitos em caderno de campo,

diferenciados por turma.

Durante o primeiro trimestre de 2008, foi aplicada a Avaliacdo Escrita Com
uso de Notacao Simbodlica (AECNS), conforme modelo no pds-texto nomeado como
Apéndice 3.

Apbés as observacdes das aulas especificas sobre o0s processos de
aprendizagem na multiplicacdo de monémios, foram realizadas as entrevistas com
trés estudantes por série ou ano, registrando-se suas falas em fita k7 (ou Mp3
Player). Posteriormente, houve a transcricAo das entrevistas para uma andlise
pormenorizada. Os critérios de escolha dos adolescentes foram o éxito, o fracasso e

0s éxitos instaveis.

As entrevistas individuais, através dos jogos inspirados no método clinico,
implicaram o uso de atividades escritas e estruturadas aos sujeitos, num total de
quatro atividades aos nove alunos. A composi¢cdo dos jogos, assim como seus

objetivos, estdo descritos no pés-texto nomeadas como Apéndice 4.

'8 Apéndice 2 — Oficio de autorizagdo dos responsaveis.

19 Apéndice 3 — Avaliacdo Escrita Com uso de Notagdo Simbdlica (AECNS).

% “Um estudo de caso é uma investigacdo empirica que investiga um fendémeno contemporaneo
dentro de seu contexto da vida real, especialmente quando os limites entre o fendmeno e o contexto
ndo estdo claramente definidos. [...] Em outras palavras, o estudo de caso como estratégia de
pesquisa compreende um método que abrange tudo — com a logica de planejamento incorporando
abordagens especificas a coleta de dados e a analise de dados.” (YIN, R. K., 2001, p.32-33)



3.8 SUJEITOS E PASSOS DA PESQUISA

A pesquisa foi desenvolvida em duas escolas distintas, nominadas como
ESCOLA (1) IEST e ESCOLA (2) ANCH, da rede estadual de ensino da regido do
Planalto Médio — RS. As classes previamente escolhidas foram trés turmas da 72
série ou 8° ano do ensino fundamental, privilegiando num primeiro momento, na
primeira etapa (observacdo) os 78 estudantes matriculados e frequentadores e,
destes 27 participaram da segunda etapa (avaliacdo). Para um segundo momento
da pesquisa (entrevista) foram escolhidos 9 estudantes, e destes para o estudo final
(casos) participaram 3 estudantes adolescentes. A organizagdo dos estudantes nos

diferentes momentos da pesquisa se encontra no diagrama a seguir:

OBSERVACAO

78=3X26

AVALIACAO

27=3X9

ENTREVISTAS

9=3X3

ESTUDOS DE
CASO

3=3X1

No primeiro momento da pesquisa no procedimento de observacgéo das trés
turmas, para preservacao das identidades, séo utilizadas as siglas: turma 1 =T71 e
turma 3 = T73 da ESCOLA (1) IEST e turma 2 = T72 da ESCOLA (2) ANCH. Assim
como, na condicdo de manter incognita a identidade dos estudantes, estes sao
nomeados a partir de silabas como: “Va”, “Ci”, “Us”, “Bi”, “Da”, “An", “Ma”, “Gui”,
‘Ru”, “Na”, “Se”, “Pa”, “Pe”, “Mn”, “To”, “We”, “Dy”, “Po”, “VanD”, “Ci*, “Ju”, “Ale”,
‘Fe”, “Vi", “Ad”, “Je”, “Ro”, “Fa” e “Ne”.



Na sequéncia do primeiro momento a partir dos resultados apresentados
pelos 78 estudantes na Avaliacdo Escrita Com uso de Notacdo Simbdlica (AECNS),
foram escolhidos 27 estudantes, que a seguir destaco a nominacdo destes por

turma:

T71 ="Pe”, “Mn”, “To”, “Bi”, “Da”, “An", “Ale”, “Fe”, “Vi";
T72 ="Na’, “Se”, “Pa”, “We”, “Dy”, “Po”, “Ro”, “Fa” e “Ne”;
T73 = “Ma”, “Gui”, “Ru”, “VanD”, “Ci”, “Ju”, “Ad”, “Je”, “Us”.

No segundo momento da pesquisa, no procedimento das entrevistas
semiestruturadas, os estudantes foram escolhidos pelos éxitos apresentados na
compreensao dos 4 JOGOS, elaborados pela pesquisadora:

GRUPO 1: T71 =“Pe”, T72 =“Se” e T73 = “Ma”;
GRUPO 2: T71 = “An”, T72 = “Dy” e T73 = “Po”;
GRUPO 3: T71 = *“Vi*, T72 =“Fa”, T73 = “Us”.

A partir dos dados observados e registrados a sequéncia do segundo
momento se da nos trés estudos de caso a partir dos sujeitos da T71 = “An”, da
T72=“Se”eda T73 = “Us”.

O critério de escolha dos estudantes em cada etapa da pesquisa para a
coleta de dados relacionou-se diretamente com a intensidade dos seus éxitos na
compreensao do problema da pesquisa. Levando em consideracdo que estes
estudantes da 72 série ou 8° ano sao iniciantes na algebra no ciclo do ensino basico.
Como o objetivo € compreender como se da a “constituicdo do expoente 1 — sendo
uma totalidade invisivel” na rede de constru¢cdo de conhecimentos dos estudantes-
adolescentes, o critério éxito esta relacionado com a capacidade de explorar as
relacGes entre operacdes e propriedades aritméticas e geométricas como estruturas
necessarias para a resolucao de situacées-problema no estudo da algebra. Critério
também relacionado com a capacidade de formular hipoteses a partir do calculo de
areas e perimetros analisando figuras com formas quadrangulares e retangulares;
da capacidade de generalizar os resultados obtidos na multiplicacdo de mondmios;
da compreensdao final na operagédo de multiplicacdo entre monémios representando

0 expoente 1 na sua forma invisivel.



3.9 APRESENTACAO DOS DADOS

Os dados foram coletados em diferentes momentos: no MOMENTO 1,
composto pela OBSERVACAO e aplicacdo da AECNS, participaram todos os
estudantes presentes. A OBSERVACAO ocorreu durante a aplicacdo de vinte
diferentes situacdes de aprendizagem criadas para as aulas relacionadas com o
tema da pesquisa. Dessas situagcdes de aprendizagem foram selecionadas seis em
gue os sujeitos de pesquisa forneceram maior riqueza de dados para a resolucdo do
“‘problema apresentado”. Apos a aplicagdo da AECNS, organizei os dados em
Tabelas para melhor compreensdo dos detalhes fornecidos pelas respostas
registradas no instrumento. A seguir identifico as situacdes de aprendizagem e a

organizacao das tabelas:

No MOMENTO 1, na etapa composta pela OBSERVACAO, selecionei seis
situacOes de aprendizagem:

Situacdo de aprendizagem 1: célculo da area de fichas de forma quadrangular com
livre utilizacdo de material. Sujeitos (Va, Ci e Us): o grupo com trés componentes
recebeu fichas de forma quadrangular (10 cm x 10 cm, 20 cm x 20 cm e 30 cm x 30

cm). Situagéo questionadora: como € possivel determinar a &rea dessas fichas?

Situacdo de aprendizagem 2: calculo do perimetro de fichas de forma quadrangular
com livre utilizacdo de material disponivel no grupo e na sala de aula. Sujeitos: (Va,
Ci e Us): o grupo permanece com as fichas de forma quadrangular (10 cm x 10 cm,
20 cm x 20 cm e 30 cm x 30 cm). Situacdo questionadora: como determinar o

perimetro dessas fichas?

Situacdo de aprendizagem 3: subdividido em 3A e 3B: célculo do perimetro de uma
ficha de forma quadrangular de dimenséo real: 18 cm x 18 cm, sem uso da régua.
Situacdo 3A, sujeitos: (Bi, Da e An): o grupo recebe uma ficha de forma
quadrangular. Situacdo questionadora: como determinar o perimetro dessa ficha?
Situacéo 3B, sujeitos: (Ma, Gui e Ru): Minha presenca foi solicitada por um grupo
que formula um questionamento frente a surpresa e o0 estranhamento na
possibilidade da consideracdo de duas solucbes verdadeiras para um mesmo
problema. Situacdo questionadora: como considerar duas solugdes e verdadeiras

para o perimetro de uma ficha de forma quadrangular?



Situacdo de aprendizagem 4: subdivida em 4A e 4B: calculo do perimetro de uma
ficha de forma retangular de dimensao real: 20 cm x 40 cm, sem uso da régua.
Situacédo 4A, sujeitos: (Bi, Da e An), o grupo recebe uma ficha de forma retangular.
Situacdo questionadora: como determinar o perimetro dessa ficha? Situacdo 4B,
sujeitos: (Ma, Gui e Ru), situagdo questionadora: no confronto de idéias a

possibilidade de um equilibrio.

Situacdo de aprendizagem 5: subdividido em 5A e 5B. Na situacdo 5A — sujeitos:
(Na, Se e Pa), o grupo recebe uma ficha de forma quadrangular (dimensao real: 20
cm x 20 cm). Situacdo questionadora: determinacdo de uma maneira geral para o
perimetro da ficha de forma quadrangular. E em 5B — sujeitos: (Na, Se e Pa), o
grupo recebe uma ficha de forma retangular (dimensdo real: 20 cm x 40 cm).
Situacdo questionadora: como determinar o perimetro de uma ficha de forma

retangular?

Situacdo de aprendizagem 6: subdividida em 6A e 6B. Na situacdo 6A — sujeitos:
(Ma, Gui e Ru), o grupo recebe uma ficha de forma quadrangular (dimenséao real: 20
cm x 20 cm). Situacdo questionadora: determinacdo da area para qualquer ficha de
forma quadrangular. E em 6B — sujeitos: (Ma, Gui e Ru), o grupo recebe uma ficha
de forma retangular (dimensao real: 20 cm x 30 cm). Situagdo questionadora: como

determinar a area para qualquer ficha de forma retangular?

Na sequiéncia do MOMENTO 1, apliquei uma AVALIACAO ESCRITA COM
USO DE NOTACAO SIMBOLICA (AECNS), um modelo da mesma se encontra no
Apéndice 4 desse trabalho. Pela analise dos resultados no instrumento aplicado
decidi nomear um indicador de crescimento na constru¢cdo do conhecimento
algébrico, aqui, especificamente, nas acdes individuais. Por convencdo os organizei

em:
GRUPO 1 = EXITO PLENO em todas as atividades propostas;
GRUPO 2 = EXITO PARCIAL nas atividades propostas;
GRUPO 3 = POUCO EXITO nas atividades propostas.

As informacOes foram organizadas em tabelas matrizes por turma, para

verificar o éxito dos adolescentes nas operacdes algébricas. As tabelas também



reunem o maior numero de dados concentrando especificamente o olhar da
pesquisa nos detalhes da multiplicagcdo entre mondmios, assim coordenando as
informacdes fornecidas pela AECNS. Os modelos das mesmas estdao nos apéndices

numerados de 5 a 21.

TABELA 1 = Geral com todas operacdes (Apéndices: 5 (T71), 11(T72) e 17(T73));
TABELA 2 = Multiplicacdo de mondmios (Apéndices: 6 (T71), 12 (T72) e 18 (T73));

TABELA 3 = Multiplicacdo de mondémios — expoente visivel (Apéndices: 7 (T71), 13
(T72) e 19 (T73));

TABELA 4 = Expoente visivel — combinagfes (Apéndices: 08 (T71), 14 (T72) e 20
(T73).

TABELA 5 = Multiplicacdo de mondémios — expoente invisivel (Apéndices: 9 (T71), 15
(T72) e 21 (T73)).

TABELA 6 = Expoente invisivel — combina¢des (Apéndices: 10 (T71), 16 (T72) e 22
(T73)).

A partir dos dados contidos nessas seis tabelas por turma, desdobro-as em
outras tabelas nomeadas pelos indices de 7 a 30 no transcorrer do capitulo 4 no
item 4.2. O objetivo do desdobramento foi para compreender 0s registros dos
estudantes através de um olhar clinico dos detalhes que envolvem uma
multiplicacdo entre dois mondmios. Busquei analisar os produtos tentando
compreender 0S processos, as propriedades e a importancia da ordem dos
conceitos envolvidos durante o desenvolvimento do produto. Os resultados foram
surpreendentes, pois sequer eu como pesquisadora tinha compreensao do quanto o
estudante adolescente precisa conhecer, relacionar e operar com diferentes
universos como o numérico na forma de coeficiente e de expoente combinado com
regras de sinal e propriedades algébricas para obter éxito numa linguagem algébrica
totalmente abstrata da matematica. Os dados organizados nas tabelas serviram
para maior compreensdo dos éxitos e fracassos dos estudantes quanto aos
desdobramentos envolvendo regras de sinais, multiplicagédo entre fatores numéricos,
aplicacdo de propriedades entre fatores algébricos e desdobramentos com

expoentes visiveis 1, 2, 3 e 4, e expoente invisivel 1.



O MOMENTO 2 é composto pelas ENTREVISTAS e os ESTUDOS DE
CASO. Entrevistas semiestruturadas com as 9 estudantes, através da aplicacéo de

quatro jogos cuja descricdo e objetivos serdo apresentados a seguir:

JOGO 1 (ARITMETICA + ALGEBRA): Jogo criado pela autora, formado por nove
pecas, cada uma contendo um dos seguintes mondmios: 6x3, 6x’, 6x%, 3x3, 2x°, 2x*,

2x, 2x° e 2x*.
Ordem do jogo: combinar as pecas para obter o produto 12x°.

Objetivos: observar e registrar as acdes do estudante adolescente na multiplicacéo
dos mondmios fornecidos pelas pecas. Estas apresentam o expoente 1 na forma de

registro visivel e na sua forma convencional, isto é, sem o registro grafico (invisivel).

JOGO 2 (ARITMETICA + ALGEBRA): Jogo criado pela autora, formado por oito
pecas, cada uma contendo um dos seguintes mondmios: 48x, 24x°, 12x°, 6x°, 4x,
2xt, 8x% e 1x°.

Ordem do jogo: combinar as pecas para obter o produto 48x°.

Objetivos: observar e registrar as acdes do estudante adolescente na multiplicacéo
dos monémios fornecidos pelas pecas. Estas apresentam o expoente 1 na forma de

registro visivel e na sua forma convencional, isto é, sem o registro grafico (invisivel).

JOGO 3 (ARITMETICA + GEOMETRIA + ALGEBRA): Jogo criado pela autora,
formado por duas fichas: uma na forma quadrangular de dimensfes 20 cm x 20 cm e

uma na forma retangular de dimensées 20 cm x 40 cm.

Ordem do jogo:
a) determinar o perimetro e a area da ficha na forma quadrangular;
b) determinar o perimetro e a area da ficha na forma retangular.

Objetivos: observar e registrar as acfes do estudante na combinacdo da geometria

com a algebra pela determinacdo do perimetro e da area de duas diferentes fichas.

JOGO 4 (ALGEBRA PURA): Jogo criado pela autora, o “dominé algébrico” é
formado por 30 pecas, cada uma é composta por duas partes: na metade esquerda,
por uma operacao algébrica — adicdo, subtracdo, multiplicacdo ou divisdo — e, na

metade direita, pelo resultado de uma das operagdes.



Ordem do jogo: montar o dominé algébrico, fechando o circuito, combinando as
trinta pecas e associando a operagao com 0 seu respectivo resultado.

Objetivo:

a) verificar se houve aprendizagem das operagcdes com mondmios nas

operacoOes de adi¢do, subtracdo, multiplicacdo e divisao;

b) observar a acdo do estudante diante do expoente 1 na sua forma visivel e

invisivel presente nas quatro operacdes em questao nas pecas.

Como segunda etapa do MOMENTO 2, apresento trés ESTUDOS DE CASO,
realizando a triangulacdo dos dados gerados pela observacdo, pela Avaliagao
Escrita com Uso de Notacdo Simbdlica e pelas entrevistas. Os estudos de caso
estdo organizados como: CASO “Se” — Grupo 1 (EXITO PLENO); CASO “An" -
Grupo 2 (EXITO PARCIAL); CASO "Us” - Grupo 1 (POUCO EXITO).

A analise fundamenta-se na Epistemologia Genética. As observacles, as
entrevistas e a avaliacdo estruturada (Apéndice 3) sdo procedimentos que visam
descobrir como e se ocorre a “construcdo da totalidade invisivel”. Como ja foi
explicado os resultados individuais de cada estudante constituiram uma tabela por
turma. As tabelas de cada turma foram subdivididas em trés grupos a partir dos
éxitos alcancados pelos sujeitos no desenvolvimento e no resultado das atividades
propostas. Nesse momento, procuro explicitar as relacdes entre os dados coletados
e a teoria piagetiana, tendo como referéncia dos conceitos iniciais: variavel, nimero,
equivaléncia, reversibilidade, conservacdo e estrutura, esses definidos no
subcapitulo 2.4, “Conceitos basicos” (p.82). Numa segunda etapa durante a
aplicacdo dos instrumentos e analise dos dados coletados, busquei novos conceitos
de interesse para a pesquisa: operagdo concreta, operacao formal, agrupamento,
grupo INRC e totalidade, revelando que parte das relacbes e conexdes ndo séo

compreendidas pelos alunos e as conceituagdes alcancadas.



4 A CONSTRUCAO DAS RELACOES

Passo a expor minha analise em dois momentos: MOMENTO 1: observacoes
em sala de aula e aplicacdo da avaliagdo escrita com uso de notacao simbdlica; e
MOMENTO 2: entrevistas e estudos de caso.

4.1 OBSERVACOES EM SALA DE AULA

No periodo de um trimestre (mar¢co a maio), trés turmas, com 26 sujeitos
cada, num total de 78 estudantes, foram observadas durante o desenvolvimento de
atividades propostas. As observacdes passaram a ser registradas sistematicamente
apos reunido com os responsaveis pelos estudantes e retorno dos termos de
consentimento me autorizando a dispor dos dados observados para analise na
minha pesquisa. O numero de registros no caderno de notas € de 20 atividades
pedagogicas, nomeadas nesta pesquisa como situacdes de aprendizagem, tanto
propostas por mim como ag¢les isoladas e coletivas dos estudantes durante as
aulas. A edicdo e reconstrucdo dos dialogos foram levadas a efeito em momentos
imediatamente posteriores as observacdes para a maior legitimidade possivel da
riqueza das ac¢bBes proporcionadas pelos estudantes. Das vinte atividades
pedagdgicas fiz o recorte dos momentos privilegiados, primeiro por meio da leitura
dos registros das observagdes e, num segundo momento, da selecao das situacdes
mais significativas para o foco da pesquisa. Logo, o critério de escolha das
situacdes de aprendizagem deu-se pelo éxito demonstrado pelos estudantes de
organizar os dados com instrumentos de medida, elaborar raciocinios e levantar
hipéteses. Do universo observado e registrado em sala de aula aqui serédo

apresentadas seis situacoes de aprendizagem, ja descritas no item 3.9.

Para mudar a “situagdo de ensinar’ tradicional da algebra insisti em
desenvolver o conteudo trabalhando em grupos e, mesmo, individualmente com
material concreto, coordenando a algebra com a geometria. Os grupos foram
organizados pelos alunos, por alguma afinidade e, sobretudo, o desenvolvimento
das atividades nao sofreu a agdo de um sistema de recompensas e puni¢cdes. A

proposta bastante distinta das atividades de sala de aula, o interesse pela



construcdo de no¢Bes geométricas (perimetro e area) fundamentais para a algebra
(adicdo e multiplicacdo de mondmios). Os grupos de estudantes se mantiveram
estaveis. A medida que os alunos eram solicitados a “resolver’” determinados
“‘problemas”, tive a possibilidade de verificar o progresso individual de alguns
adolescentes. Como exemplo ilustro com as ag¢des do sujeito nomeado como “Va”,
que na situagdo 1 concluiu que o calculo da &rea de uma ficha de forma
guadrangular sempre se da pelo resultado da multiplicacdo entre a largura e a altura.
Até aqui nada de novo; porém, na situacao 2, durante a determinacao do perimetro
num encadeamento de relagdes, o estudante “Va” reelaborou suas noc¢des de area,
verificando e corrigindo um “erro” de registro nas unidades de medida de area.
Assim, corrigiu a unidade de area de “centimetros” para “centimetros quadrados”. A
discusséo no grupo e a defesa de uma possibilidade (um possivel resultado correto)

diante do desafio proposto foram as marcas da construcdo do estudante “Va”.

A diferente maneira de introduzir a algebra levou a que muitos estudantes
considerassem “novos elementos possiveis” no seu universo numérico. Como dado
das observacbes apresento as possibilidades pensadas na situacdo de
aprendizagem 5 dos sujeitos nomeados por “Na”, “Se” e “Pa” para representar o
perimetro de uma ficha de forma retangular, passando de +2x 2y, por +2xy e
concluindo ser 2x + 2y a forma correta, pois a medida da variavel “x” sugere ter
diferentes dimensdes da medida da variavel “y” numa ficha de forma retangular. Em
outros termos, o0 conhecimento matematico base desses estudantes, que é
constituido quase que exclusivamente pelo conjunto dos nimeros naturais e inteiros,
comecou a ser ampliado de sua forma aritmética para a forma algébrica. Nesse
momento 0 objeto de pesquisa presente no grupo, e particularmente de forma
individual, € o processo de aprendizagem da algebra. Quais as relacdes coletivas e
individuais presentes no processo de multiplicacdo de mondémios? A aprendizagem
da algebra mostra-se essencial para os processos de formalizacdo e demonstracao
em matematica; assim, a algebra passa a ter a possibilidade de produzir um efeito
consideravel quando implicada como estrutura para a resolucdo de situacdes-

problema.

Tal perspectiva é respaldada no texto dos Parametros Curriculares Nacionais,

especificamente a algebra:



O estudo da algebra constitui um espago bastante significativo para que o
aluno desenvolva e exercite sua capacidade de abstragdo e generalizacao,
além de Ihe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa ferramenta para
resolver problemas. (BRASIL, 1998, p.115).

O estudo da algebra esta relacionado com as propriedades formais das
operacbes fundamentais (adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacao,
radiciacdo e logaritmacdo) do célculo aritmético que no conteido mateméatico tem
seu papel classificado no 1° grupo com as propriedades: unicidade, monotonica,
modular, reducdo e anulamento. Também diz respeito “a maneira como os
resultados variam quando os dados variam, as do 2° grupo mostram as varias
formas pelas quais os dados podem ser combinados sem alterar os resultados.”
(CARACA, 1989, p.25) Logo, as propriedades formais do 2° grupo: comutativa,
associativa, multiplicativa e distributiva sdo no célculo aritmético e algébrico de uma
aplicacado constante “principalmente as de soma e produto que tem a chave do
calculo algébrico.” (CARACA, 1989, p.25)

No decorrer de um calculo algébrico as propriedades formais das sete
operacbes (adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo, radiciacdo e
logaritmacao) constituem o conjunto das leis operatérias do calculo. Assim, seja ha
matematica aritmética, seja na geométrica ou na algébrica, “nés possuimos um
conjunto de leis operatérias, formado pelas propriedades formais das operacoes”
(CARACA, 1989, p.27). Portanto, o que os estudantes devem conservar é a
generalidade da aplicacdo desse conjunto em cada etapa de seu pensamento. Para
que essas leis sejam aplicaveis nas diferentes etapas escolares e cognitivas, sera
necessario que as “novas definigdes” sejam, preferencialmente, aplicAveis em

situacdes-problema significativas para o nosso estudante adolescente.

Piaget defende que as estruturas légicas constituem “formas de equilibrio
para as quais tendem as coordenacgfes intelectuais do sujeito.” (BATTRO, 1978,
p.98) A capacidade de abstracdo e a generalizacdo sdo uma estrutura intelectual
ativa, sempre que a organizacdo dos elementos presentes nas propriedades

envolvidas possa ser integrada nas estruturas preexistentes.

Como educadora, tenho presente que muitos conceitos enfatizados nesta
etapa do ensino fundamental serdo essenciais para a aprendizagem de outros

elementos algébricos no ensino médio e também no ensino superior. Dessa forma,



justificam-se as inOmeras pesquisas citadas no capitulo 2, subtitulo 2.3
(pesquisadores e pesquisas sobre a algebra), que analisam as dificuldades em
relacdo ao raciocinio algébrico, destacando as limitacfes quanto a interpretacdo dos
simbolos, a ndo utilizacdo correta das bases com fatores literais e a recusa da

aceitacéo de respostas como sentenca abertas.

A analise dos dados registrados sobre a sala de aula foi realizada de acordo
com a selecdo de momentos particulares de grupos e de sujeitos no grupo durante

as atividades propostas na introducédo de noc¢des algébricas.

Para analisar apresento um caso de situacdo 1 de aprendizagem: situacao
proposta: calculo da area de fichas de forma quadrangular com livre utilizacdo de

material.

Situacdo 1, sujeitos (Va, Ci e Us): o grupo com trés componentes recebeu fichas de forma
guadrangular (10 cm x 10 cm, 20 cm x 20 cm e 30 cm x 30 cm). Situacdo: como é possivel determinar
a area dessas fichas? Primeiro discutem entre si de como vao saber quanto mede cada ficha. Uma
das alunas tem uma régua, medem todos os lados de cada ficha para conferir as medidas. “Va”: sédo
iguais, tem uma ficha de 10, uma de 20 e esta de 30, sdo iguais, sdo quadradas. Mas, a gente soma
10 com 10 pra area ou faz vezes? Procuram (re)lembrar como se determina a area das figuras dadas.
Concluem que o resultado vem da multiplicacdo de um lado pelo outro lado. “Ci”: € dez vezes dez,
que da 100, 100 centimetros. “Us”: sim, é dez vezes dez, vinte vezes vinte e trinta vezes trinta. Entéo,
esta da cem centimetros (100 cm), esta quatrocentos centimetros (400 cm) e aquela novecentos
centimetros (900cm). Precisam do auxilio do lapis e de um rascunho para registrar o calculo. “Va”
mostra-se intrigada no seu grupo: Como pode ser a mesma conta, se 0os tamanhos séo diferentes?
“Ci”: a gente j& estudou uma vez isso, acho que foi 14 na 52 série, tinha um nome, ndo me lembro
mais. S6 me lembro que a professora fez a gente aumenté e diminui os desenhos e ela dizia que a
forma era a mesma. Que nem aqui a forma € de um quadrado. “Va”: entdo aqui sempre faz largura
vezes a altura pra acha a area? “Us”: sim, eu penso em um lado vezes o outro lado e dé& certo.

O propésito do trabalho em conjunto € a aprendizagem através da discussao
de diversas situacbes-problema em pequenos grupos. Penso que, se a
argumentacdo pode ajudar na aquisicdo do conhecimento, é preciso que se
compreenda melhor essa organizacdo dos conhecimentos, pois a cada introducéo
de um novo aspecto do conhecimento, graduais aquisi¢des isoladas ou em grupo
podem ser assimiladas e organizadas pelo intelecto do estudante-adolescente e

podem resultar numa mudancga de compreensao e explicagdes.

Ha questbes fundamentais na situacéo 1 de aprendizagem, como rememorar
um conhecimento matematico que foi desenvolvido em sala de aula, segundo a fala
dos estudantes, ha dois anos. O fator positivo que abordo é o quanto os estudantes
podem construir significacfes e obter éxito ao resolver os problemas propostos no

ambito escolar. No manuseio de materiais pedagogicos alternativos (fichas de



papelédo), parece ocorrer uma agcao mental na qual classes de objetos concretos ou
relacdes entre objetos sdo combinados ou relacionadas através uma acao mental
pela qual durante o processo de aprendizagem o sujeito se desliga do conteudo
material, passando a raciocinar com base nos simbolos matematicos ou esquemas

verbais.

Por meio do recurso do material concreto, como lapis, borracha e folha de
rascunho, e de acdes praticas, do tocar as bordas com os dedos, do medir com a
régua, da leitura da unidade de comprimento, ndo de area, o grupo “conferiu”
através do registro notacional o resultado sugerido pelo sujeito “Ci”. Questiono: “a
conta armada” foi realizada para confirmar o resultado “pensado” ou acreditam que
apenas o registro convencional garantiria a resposta correta? O “alivio”, quando da
conferéncia entre o numero pensado e o numero registrado, foi destaque na

expressao da face do sujeito “Va”.

Piaget (1976) afirma que o sujeito, para raciocinar por meio das operacgoes
formais, pode ligar proposi¢cdes nas quais nem sempre ele acredita — as chamadas
“hipoteses”, mas que sdo admitidas para que consequéncias possiveis de atos
possam ser verificadas, sem gque 0s mesmos ocorram na realidade. Assim, num
raciocinio em que as operacdes formais estdo em construcdo, as premissas podem
ser consideradas simplesmente como dados, ocorrendo discussdo sobre a
legitimidade dessas. No sujeito aqui em destaque — o adolescente - ha um transito
entre as operacdes concretas e as operacdes formais na conducédo a uma deducéo

que pode levar a verdade.

Com efeito, a forma do pensamento de um adolescente € muito diferente da
forma do pensamento de um adulto e varia, mesmo, de um adolescente a outro.
Como nos relatos apresentados, 0s estudantes constataram que ndo ha um método
anico de resolver um problema. De acordo com a condi¢cdo proporcionada, surgiu
um caminho para “resolver” o problema. Aqui temos presente varios momentos de
aprendizagem necessarios, que podem ser considerados etapas de uma construgéo
na passagem de um conhecimento aritmético-geométrico para um conhecimento
algébrico. Destacando os “erros construtivos”, retomo os momentos em que
parecem se evidenciar na argumentacdo dos estudantes: “Va”. a gente soma 10
com 10 ou faz vezes? [...], “Ci”: € dez vezes dez [...], “Va”: entdo aqui sempre faz

largura vezes a altura pra acha a area? “Ju”: sim, eu penso em um lado vezes o



outro lado e da certo. Assim, concluem que o resultado vem da multiplicacdo de um

lado pelo outro lado da ficha de forma quadrangular.

Diante das experiéncias individuais sdo diversas as maneiras de
compreender e assimilar os contetdos. Assim, € possivel observar nos adolescentes
uma grande variedade de comportamentos a respeito de solugbes para 0s
“‘problemas” que séo apresentados, os quais podem encontrar diferentes estados de

significacdo e explicacao das situacoes.

Percebeu-se a desconfianga do sujeito “Va”, seu questionamento, seu
interesse de investigar, ndo se satisfazendo apenas com uma explicagéo. Destaco
seu ponto de vista na procura em suprir uma necessidade de coeréncia interna do
pensamento. Piaget (1975) afirma que, caso a légica do sujeito tenha uma
organizacdo simples e se contente com modelos abreviados de interpretacdo da
realidade, descricdes dos fatos sdo suficientes como uma explicagao para o porqué
das coisas. Contudo, se a l6gica do pensamento é complexa, o sujeito satisfaz-se
apenas com uma explicacdo que seja capaz de identificar relacdes mais profundas

gue existam no problema em questéo.

Na argumentacdo do sujeito “Ci” ha a retomada de um conhecimento
anteriormente adquirido, mesmo que este adolescente ndo atinja uma explicacdo no
sentido de uma conceituacédo. Verifico durante as aulas que ele é capaz de elaborar
justificativas para suas agdes. Por exemplo o sujeito “Ci”: a gente ja estudou uma
vez isso, [...] tinha um nome, ndo me lembro mais. [...] a professora fez a gente

aumenta e diminui os desenhos. [...] Que nem aqui a forma é de um quadrado.

O caminho do sujeito “Us”, sua “regra” para “lembrar’, a capacidade de
significar os conteddos que resultam desse pensamento mais estruturado
demonstram tentativa de uma explicacdo dedutiva, de atribuicdo de um sentido as

regularidades que percebe.

Na sequéncia das atividades propostas apresento um caso de situagcéao 2 de
aprendizagem: calculo do perimetro de fichas de forma quadrangular com livre

utilizacdo de material disponivel nos grupos e na sala de aula.



Situacgdo 2, sujeitos: (Va, Ci e Us): os grupos permanecem com as fichas de forma quadrangular (10
cm x 10 cm, 20 cm x 20 cm e 30 cm x 30 cm). Situacdo: como vamos determinar o perimetro dessas
fichas? “Va’: se a area é vezes, entdo agora é que nem o caso “do caminho dos ciclistas” a gente
soma todos os lados. “Ci”: neste de 10 vai dar um caminho de 40 centimetros, aqui de 80 e neste
maior de 120. “Va”: mas € a mesma coisa? “Us”: claro que ndo, olha s6 antes deu 100, 400 e 900
centimetros. “Va’: sim eu sei, quero dizer aqui nos centimetros! Acho que néo é tudo igual. “Ci”: como
assim? “Va”: lembra que a proé sempre fala que adicionar é diferente de multiplicar? “Us”: vocé néo ta
confundindo as coisas? “Va”: espera to pensando, [...] se quando eu multiplico, tenho que lembra que
¢é tudo aqui dentro e precisa dos expoentes, entdo aqui nas areas ta tudo errado. E centimetros
quadrados (cmz) e ndo centimetros (cm), porque € o centimetro deste lado com o centimetro deste
lado. Voltam ao resultado das areas, comparam com os resultados dos perimetros, discutem. “Va”
apo6s varias defesas verbais e um registro grafico no papel continua no argumento da sua posicao.
As colegas do grupo confirmam os perimetros e decidem em conjunto modificar as unidades de
medida das areas da atividade anterior para 100 cm?, 400 cm? e 900 cm?.

O sujeito “Va”, na sua explicacdo, supera uma simples constatagdo e
reelabora conceitos de unidades de medidas de comprimento e de area, num
sentido de organizacdo mental l6gico-matematico. Na segunda situacao-problema,
ele distingue area de perimetro, enunciando as propriedades especificas da adi¢éo e
da multiplicacdo de fatores. Nesse sentido, entendo que a partir de uma
conceituacao individual parece ter ocorrido uma compreensao do grupo de trabalho,
possibilitando uma construcéo operatéria e formal do problema da situagdo 1 = area
(multiplicacdo de uma largura por um comprimento das fichas quadradas) e 2 =

perimetro (adicdo das quatro medidas das bordas das fichas quadradas).

Os trés componentes do grupo conceituaram area e perimetro? Como posso
ter certeza sobre se 0 encadeamento de relagbes que o sujeito “Va” revelou no seu
raciocinio promoveu nos sujeitos “Ci” e “Us” a mesma estruturagdo do conceito de
area e perimetro? Num primeiro momento, “Ci” indaga “Va”, parecendo precisar de
mais elementos para validar a nova compreensao. Também “Us” questiona 0 novo
argumento de “Va” como uma acdo desorganizadora da situacdo 1 e 2 de
aprendizagem. Penso que de alguma forma as combinagfes e a sequéncia de
relagcbes demonstradas graficamente pelo sujeito “Va” tenham satisfeito ou superado
em maior grau as duvidas dos dois colegas do grupo, pois em conjunto decidiram
modificar os resultados da situacdo 1 de aprendizagem referente a unidade de

medida das areas das fichas de forma quadrangular.

De acordo com Piaget:



A descricdo atinge um certo nimero de fatos gerais [...], mas sem
ultrapassar o nivel das constatacdes, logo dos observaveis, e a
determinacdo de seu grau de generalidade. A explicacdo comeca, ao
contrario, a partir do momento em que se podem destacar as razées destes
fatos gerais, 0 que equivale a destaca-los uns dos outros ou a outros néo
conhecidos, mas por um laco de necessidade dedutiva orientada na
direcdo de uma construcéo tedrica. (1975a, p.168).

E extremamente dificil fazer uma ideia de como se desenrola num estudante-
adolescente numa aula de matematica com 28 a 32 alunos um pensamento légico
formal. Assim, ainda que para um pesquisador observador a constatacédo de uma
sequéncia dos comportamentos ndo assegure que houve compreensao total das
relacBes possiveis, para o sujeito que constréi uma significacdo e a apresenta como
uma razdo para suas condutas, como no caso do sujeito “Va”, trata-se de uma

explicagéo.

Piaget (1975a) afirma que a l6gica € um indice de coeréncia, porque é um
conjunto de regras que orientam nosso pensamento e que o sujeitam a verificacao.
Para o sujeito “Va”, no caso do perimetro, a légica das correspondéncias entre o
valor numeérico (adicdo) e a permanéncia da unidade de medida conduziu-o a
reelaborar o seu raciocinio para o caso da area das fichas de forma quadrangular.
Assim, revendo as regras que orientam os calculos de perimetro e area, no caso da
area, ele reconduz a discussdo com seu grupo. E na orientacdo das regras
matematicamente estabelecidas para o célculo da é&rea, estabelecendo a
multiplicacdo entre os fatores numéricos e a multiplicagdo entre as unidades de
medida, com a adicdo dos valores exponenciais 1 (invisiveis), chega ao expoente 2
(ao quadrado), que é o expoente correto para validar a unidade de area da situacéo

1 de aprendizagem.

Na sequéncia das atividades propostas apresento um caso de situacdo 3 de
aprendizagem, subdividido em 3A e 3B: calculo do perimetro de uma ficha de forma

guadrangular de dimenséo real: 18 cm x 18 cm, sem uso da régua.

Situacdo 3A, sujeitos: (Bi, Da e An): os grupos recebem uma ficha de forma quadrangular. Situagéo:
como vamos determinar o perimetro dessa ficha? “Bi”: como assim sem régua!? Sim, sem o uso da
régua. Apontem outras formas para determinar a area dessa ficha. “Bi”: Bom primeiro tem que ver se
todos os lados séo iguais. Como vocé faria? “Bi”: Assim com a mao? Abre um espaco entre o dedo
polegar e o indicador e procura manté-los fixos no ar enquanto com a outra méo aproxima a ficha
num movimento de rotacdo. Mas desiste na medi¢do do terceiro lado por que se distraiu com a
contestagéo do colega. “Da”, indaga: pode até consegui segurar firme os dedos, mas e esse pedago
que sobra? E uma medida mais um pouco! E esse pouco n&o ta sendo medido igual com os dedos.



Olham sobre a mesa os recursos que possuem. “Bi”; Ja sei, vou usar o lapis que é maior que a
medida dos meus dedos. “Da”: Assim, até acho que vai da certo. Por que agora sim e antes nao daria
certo? “An”: por que agora deu pra ver que todos lados tém a mesma medida. Porque o lapis néao
muda de tamanho que nem o tamanho entre os dedos. Aproximadamente quanto vocés atribuem de
valor para este lado? “Bi”: uns 15 centimetros. “Da”: € acho que sim, uns 15 centimetros. Voltando a
pergunta inicial, entdo qual é o perimetro dessa ficha? “An”: posso somar os quatro lados, e também
posso fazer 4 x 15 e o resultado € o mesmo, o perimetro vai da 60 centimetros.

Quando um sujeito se ocupa de um problema, seja “Bi” — usando a extensao
do seu corpo ou a utilizacdo do lapis -, as operacfes e a coordenacdo dos dados
dispdem de uma estrutura légico-matematica para abordar a situacéo. Além disso, &
necessario que essas operagdes se organizem em funcao dos contetdos e de suas
especificidades, isto €, 0s sujeitos poderiam ter determinado o perimetro pela adigdo
das partes (15 cm + 15 cm + 15 cm + 15 cm), (30 cm + 30 cm) ou (45 cm + 15 cm),
mas optaram por determina-lo pela multiplicacdo (4 x 15 cm). Utilizaram-se de
recursos materiais para determinar o valor de um lado da ficha de forma
quadrangular, mas no momento da multiplicacdo entre os valores numéricos nao
registraram o calculo, somente o efetuaram “mentalmente”.

Situagdo 3B, sujeitos: (Ma, Gui e Ru): Minha presenca foi solicitada por um grupo que formula um
questionamento. “Ru”: nés achamos que assim olhando, cada lado tem 18 centimetros. “Gui”: e se 0
lado tem no nosso caso 18cm o resultado para o perimetro vai ser de 72cm. Por que a preocupacgao
se souberam determinar o valor de um lado e encontraram o perimetro? “Ma”. mas os valores nao
sdo os mesmos. Que valores? “Ma”: os do nosso grupo e o do outro. N6s achamos que € 18 e eles
acham que é 15. E pode? “Ru”: pode uma ficha de mesmo tamanho ter medidas diferentes? O que
vocés acham sobre isso? Discutem no grupo e com o outro grupo. Cada um coloca seu ponto de
vista. “Ma”; como ndo temos certeza da medida e cada grupo ‘pensou” um valor, acho que todos
estdo certos. Como é possivel um mesmo “problema” com varias respostas possiveis? “Gui”; é eu

nunca tinha pensado nisso, [...] mas os dois estdo certos, [...] acho que nunca tinha passado por isso.
Recolho as fichas dos grupos.

Os sujeitos das situacdes 3A e 3B estdo envolvidos com o mesmo problema:
o perimetro da ficha de forma quadrangular. E necessario que se organizem em
funcdo da especificidade da questdo: como determinar uma medida que seja

confiavel?

Na situacdo 3A: os sujeitos do grupo: “Bi", “Da” e “An" tiveram uma

sequéncia de situa¢cdes na organizacao do problema:

(1) hipdtese 1: uso da méo. Pela agao do sujeito “Bi” surge a possibilidade de,
na auséncia do modelo, imitar com relativa precisdo uma régua utilizando a
prépria mao para determinar se os lados da ficha sado iguais, assim como o

seu perimetro. De acordo com Piaget, chega-se a um valor relativo “por meio



de uma operacgdo de correspondéncia”. (1971, p.104) Por esta caracteristica
do ponto de vista da teoria piagetiana, “Bi” estaria no estagio pré-operatorio
se continuasse representando o perimetro somente por meio de um unico

“significante” diferenciado, isto €, seus dedos.

(2) interferéncia na hipdtese 1 com argumentacdo: mudanca de conduta. O
sujeito “Da”, com sua indagacéo - pode até consegui segura firme os dedos,
mas e esse pedaco que sobra? E uma medida mais um pouco! -, num
esforgo unico, tenta mostrar a auséncia de precisdo na agao de “Bi”, pois ndo
ocorre a regularidade nas medidas com o uso da méo. Eliminado o recurso
da “mao” como instrumento de medida, todos do grupo dirigem o olhar a

mesa a procura de outro instrumento de medida.

(3) hipotese 2: uso de material: o lapis. Argumentos dos sujeitos: “Bi”: Ja sei,
vou usar o lapis [...]. “Da”: assim, até acho que vai d& certo. “An": [...] porque
o lapis ndo muda de tamanho que nem o tamanho entre os dedos. As acdes
dos adolescentes continuam baseadas num principio de conservacao por

relacBes diretas dos sujeitos deste grupo com algum objeto material.

Os estudantes da situacdo 3A traduzem as acdes de medicédo da ficha em
operacdes sucessivas e objetivas. Somente supbem um valor numérico aproximado
ao lapis ap6s a minha interferéncia; entdo, sugerem um valor aproximado de 15
centimetros para o lapis. Assim, novamente com o grupo, questiono: entdo qual é o
perimetro dessa ficha? O sujeito “An” responde de duas formas: posso somar 0s
quatro lados, e também posso fazer 4 x 15 e o resultado € 0 mesmo, o perimetro vai
da 60 centimetros. “An” resolve a situagao mentalmente, de duas formas, sugerindo
o caminho da adicdo das partes (15 + 15 + 15 + 15) e a multiplicacdo entre fatores
(4 x 15). As acdes dos sujeitos deste grupo me permitiiam inclui-los no estagio
operatério concreto. Todavia, o problema € o das relacbes entre 0 pensamento
formal e o concreto, de se compreender como 0 sujeito passa das correspondéncias
simples a uma explicacdo que exprime o esquema do equilibrio formal. Penso que o
adolescente “An” esta na etapa de transicdo entre o operatorio concreto e o formal,
pois foi a componente deste grupo que com a mesma intensidade na forma verbal
expressou as duas possibilidades de solucdo para a situacao 2 de aprendizagem e
as efetuou “mentalmente”. Por que etapa de transicao? Em razao das caracteristicas

das acbes do adolescente “An” com ou sobre objetos (com a méo, com o lapis,



sobre a ficha) nesse momento existe a necessidade de uma correspondéncia
operatdria termo a termo numérica. Num pequeno espaco de tempo a agao de “An”
€ caracterizada por duas hipoteses expressas verbalmente, tal como acontece no
estagio operatorio formal. Enfim, na situacdo 3A a confiabilidade das medidas de
comprimento e de perimetro deu-se por meiose de uma légica proposicional, isto €&,
a partir de acbes executadas previamente, nao de antecipacbes a partir de um

modelo.

Na situacdo 3B: os participantes deste grupo relacionaram diretamente uma
atribuicdo do valor relativo formulado pela dimensdo visual da ficha de forma
quadrangular. De forma absoluta, estabeleceram uma Unica hipétese: supondo que

cada lado tem 18 centimetros, logo o perimetro sera de 72 centimetros.

Na situagdo 3B, o sujeito “Ru” expressou a hipotese do seu grupo - nés
achamos que assim olhando, cada lado tem 18 centimetros. Desse modo,
apresentou certo grau de novidade em relacao a situacdo 3A, pois a organizacdo do
problema deu-se a partir de uma atribuicdo numérica suposta através de um
apontamento visual, sem a utilizacdo de meio material para sua validacdo. Penso
que essa evidéncia seja a marca da organizacdo de uma nova estrutura operatéria,
na qual o pensamento do plano real passou ao plano do possivel, que se abre
dando indicios de um pensamento pré-formal, caracterizado pela capacidade
também de elaborar raciocinios dedutivos, pensando sobre hipoteses ou sobre

proposicoes.

Entretanto, minha atencdo também esté voltada para os questionamentos dos
sujeitos “Ma” e “Gui”, com o aparecimento de uma nova situacédo, jamais formulada
a matematica conhecida por estes estudantes até entdo, isto €, a possibilidade da
validacdo de dois resultados para um mesmo problema. No argumento do sujeito
“‘Ma”: mas os valores ndo sdo os mesmos. [...] 0s do nosso grupo e o do outro. NOs
achamos que € 18 e eles acham que € 15. Ocorre aqui a desestabilizacdo de uma
verdade aceita como finita: cada problema tem uma, e somente uma, solugéo
verdadeira. De acordo com seus comportamentos, esses estudantes parecem ainda
nao ter vivenciado situacdes em que interviesse um pensamento l6gico-matematico

préprio dos conteudos algébricos.

Segundo Piaget,



todos os sujeitos atingem as operagBes e as estruturas formais, sendo
entre 11-12 a 14-15 anos, pelo menos entre 15-20 anos, porém, [...] A
maneira pela qual essas estruturas formais sdo usadas, porém, nao é
necessariamente a mesma em todos os casos”. (1972, p.16).

Sera que o grau de novidade em que um conteudo é apresentado para o
sujeito adolescente influencia na compreensdo da complexidade da sua
problemética? De acordo com as leituras em Piaget (1973), para um sujeito
significar uma situacéo é preciso que construa esquemas a respeito do problema em
que passa a estar envolvido. Logo, no momento em que ao sujeito “Gui” foi
apresentado um contetdo desconhecido, ele teve de se organizar a propoésito das
novidades. Este adolescente, ao organizar suas condutas, encontra dificuldade na
novidade do conteldo e na auséncia de esquemas especificos ja construidos para
lidar com a situagao. “Gui”: € eu nunca tinha pensado nisso, [...] mas os dois estdo

certos [...] acho que nunca tinha passado por isso.

Para Piaget e Inhelder (1976), a grande novidade identificada nos esquemas
operatorios da légica formal parece ser a inversao de sentido entre o possivel e o
real, pois nesse estagio os adolescentes raciocinam segundo 0s possiveis e, assim,
conseguem desenvolver hipéteses. Foi possivel identificar na forma de pensar dos
estudantes, no modo como resolveram o problema, uma combinatéria. Relacdes
possiveis num raciocinio combinatério, mas ndo uma combinatéria completa, pois 0s

estudantes ndo esgotam todas as possibilidades.

ApOs toda essa descricdo e uma possibilidade de enquadramento dos sujeitos
nos estagios de desenvolvimento do pensamento operatdrio pré-formal, pretendo
verificar, conforme o foco da pesquisa, se houve ou nao vestigios de crescimento

nas acoes individuais a partir do trabalho desenvolvido em grupo.

Na sequéncia das atividades propostas apresento um caso de situacédo 4 de
aprendizagem, subdivido em 4A e 4B: célculo do perimetro de uma ficha de forma

retangular de dimenséo real: 20 cm x 40 cm, sem uso da régua.

Situagdo 4A, sujeitos: (Bi, Da e An): os grupos recebem uma ficha de forma retangular. Situacédo:
como vamos determinar o perimetro dessa ficha? “Bi”: continuando sem régua!? Sim, sem 0 uso da
régua. Apontem outras formas para determinar o perimetro dessa ficha. “Bi”: da pra ver que os lados
séo iguais de dois em dois. Como vocé tem tanta certeza? “Bi”: os dois maiores séo o de cima e este
de baixo e, os dois menores sdo estes aqui de pé. Ok, considerando quais medidas
aproximadamente? “An”: a menor parece a mesma do quadrado, [...] nAo um pouco maior uns 16 cm
e o lado maior uns 35 cm. Vao permanecer com esses valores? Os trés permanecem por algum
tempo s6 olhando para a ficha. “Da”; sim, ndo precisa medir. “Bi": é j& d& pra quase acertar as
medidas sem régua. Entéo, qual o valor do perimetro? “An”: somando 16 com 16 d& 32 e 35 com 35
da 70 e juntando 70 com 32, o perimetro vai dar 102 centimetros. “Da”: eu fui somando pelos lados e



também deu 102. Como somando pelos lados? “Da”: comecando por este canto somei 16 com 35,
depois com 16 e de novo 35, até fechar a figura. Confirmado o resultado? “An”: sim achamos todos
102 centimetros de perimetro.

Aparentemente, as condutas apresentaram uma caracteristica diferente da
apresentada por esses estudantes pré-adolescentes na situacdo 3A, isto é, os trés
componentes do grupo agiram somente guiados pelos campos visual e verbal, ndo
mais com o0 uso de material concreto como os dedos e o lapis. Sera que nas
tentativas entre acertos e contradicdes na situacdo 3A as experiéncias realizadas
foram representadas? E a partir das relagcbes conhecidas, o pensamento formal
permitiu pensar possiveis? O sujeito “Da” apresenta os valores possiveis para a
ficha de forma retangular (16 cm e 35 cm), e os sujeitos “An” e “Bi”, num primeiro
momento, observam a ficha e confirmam os valores sem qualquer utilizacdo de
material concreto, nem qualquer manifestacdo para nova correcdo ou outra

possibilidade por comparacao com o Iapis, como na situacdo 3A.

O adolescente “Bi” parece conservar no¢des de igualdade e desigualdade de
segmentos, segmentos paralelos semelhantes, assim como a localizacdo dos
segmentos em posicdes opostas: da pra ver que os lados sao iguais de dois em
dois. [...] os dois maiores sdo o de cima e este de baixo e, os dois menores sao
estes aqui de pé. O emprego sistematico de combinacdes é uma caracteristica
manifesta do inicio de uma estrutura logica? Piaget e Inhelder, em seus estudos,
mostram-nos uma estreita ligacdo do desenvolvimento dos raciocinios experimentais
com a constituicdo da légica das proposigdes, visto que aparece “um certo numero
de operacdes e de nog¢des novas, cuja compreensao ultrapassa as capacidades do

nivel concreto.” (1976, p.79)

Os sujeitos “Da” e “An" empregam diferentes combinacbes para a
determinacdo possivel do perimetro da ficha de forma retangular. O pensamento
formal permite pensar possiveis a partir das relacdes conhecidas. Assim, inverte-se
a situacao e a hipétese pode preceder a experiéncia, como na situacdo 4A, na qual
0s estudantes apresentaram o0s valores possiveis para a ficha de forma retangular.
Essa caracteristica implica agir de forma mais elaborada e conseguir compreender
mais rapidamente as relacdes entre 0s elementos em jogo na organizacao proposta
como desafio? Qual a sua interferéncia no pensamento? As condutas do sujeito “An”

na adicdo das partes menores (16 + 16 = 32) com as partes maiores (35 + 35 = 70)



e, por fim, na adicédo das totalidades parciais (70 + 32 = 102) ndo apresentaram uma
organizagcdo mais elaborada. Destaco a inversao da ordem da adigédo dos valores
numeéricos parciais para o calculo do resultado final. Por sua vez, o sujeito “Da”
adiciona os valores numéricos seguindo o critério que na Fisica é utilizado como o
“caminho percorrido” sem “deslocamento” do corpo por retornar ao ponto de partida.
Como ndo deve conhecer os termos que aqui empreguei, o que fez? Num raciocinio
simples, fez o contorno da ficha de forma retangular, adicionando as partes na
sequéncia (16 + 35 + 16 + 35); satisfeito com o seu resultado, foi conferi-lo com o
dos seus colegas. Finalizando pelo grupo, o sujeito “An” confirma o resultado do

perimetro da ficha de forma retangular em 102 centimetros.

Situagdo 4B, sujeitos: (Ma, Gui e Ru): Passam a ficha de forma retangular de mdo em mao.
Confrontam idéias e entram em acordo. “Ma”: Também achamos que as medidas aumentaram.
Aumentaram? “Ma”: sim, aumentaram em relacéo a ficha quadrada, que pra nés era de 18 cm o lado.
Agora com o retangulo, olhando bem, achamos que o lado menor € de 20 cm e o maior de 40 cm. E
considerando essas medidas possiveis, qual o valor do perimetro? “Ru”; multiplicando 20 por 2 e
também 40 por 2, depois somando os resultados vamos ter 120 cm de perimetro. “Gui”: é, de novo os
resultados sdo bem diferentes. E estdo certos, os dois resultados? O que vocés acham? “Ru”: se
podemos escolher os valores, entdo tudo com eles vai dar certo pra ndés e pros outros grupos que
escolheram outros valores. “Gui”: mas é estranho, a gente nunca pode dar os valores. Como assim?
“Ma”: sim, a gente sempre ganhou o problema com os valores juntos. E como estdo se sentindo com
isso? “Ma”: é diferente, mas é bom poder dar o seu valor.

No argumento o sujeito “Ma”: também achamos que as medidas aumentaram
[...] aumentaram em relacdo a ficha quadrada, que pra nés era de 18 cm o lado. O
estudante utiliza operagdes proposicionais de implicacdo pensando num conjunto de
partes. Por mais incompletas que sejam as primeiras tentativas do pensamento no
inicio do estagio operatoério-formal, ele se orienta para uma nova forma de equilibrio.
E nessa situacdo 4B os raciocinios individuais dos sujeitos sdo compartilhados no
grupo segundo 0s possiveis observados na situacdo-problema atual, mas com o

resgate das representacdes em situagcdes anteriores.

O grupo do relato da situacdo 4B mantém suas acbes de resolucdo do
problema proposto, isto €, utiliza-se da combinacdo entre multiplicacdo (o dobro do
lado menor e do maior) e adicdo dos produtos das partes: (20 x 2) + (40 x 2) = 120.
O que me impressiona nesses trés adolescentes é a coesao das ideias e a precisdo
na deducdo das medidas escolhidas 20 cm e 40 cm, que sdo os valores reais da
ficha de forma retangular. Também estd presente o uso das operacdes

combinatorias, isto €, a multiplicacdo e a adicéo de fatores numeéricos dispostos num



pensamento em duas etapas. Essa organizacdo parece tornar a compreensao dos
estudantes da situagdo 4B mais rapida.

Para Piaget (1973) as estruturas organizam-se sempre em sistemas mais
complexos e mais equilibrados, ndo admitindo a possibilidade de uma “regressao” a
estadios anteriores. Entretanto, pode haver defasagens em relacdo a novidades.
Uma atitude caracteristica dos adolescentes diante de uma associa¢do de dois ou
mais fatores, por exemplo, € de estudar um e afastar os demais, sem maiores
interferéncias nas suas hipdteses para a compreensao de uma situacao-problema.
Essa exclusédo ocorre de forma semelhante entre os adolescentes, variando de um
para outro de acordo com as relacdes estabelecidas na construgdo do seu

conhecimento, inseridos numa diversidade cultural e social.

As diferentes solucfes possiveis do problema para o sujeito “Gui” continuam
sendo um ponto de dificil compreensdo: E, de novo os resultados sdo bem
diferentes. E estdo certos, os dois resultados? O pensamento hipotético pode
mudar a natureza das argumentag¢des? “Gui”’: mas é estranho, a gente nunca pode
dar os valores. Sem, necessariamente, acreditar no seu ponto de vista, pode adota-
lo pela defesa da argumentacéo do seu colega “Ma”: sim, a gente sempre ganhou o
problema com os valores juntos. [...] é diferente, mas € bom poder dar o seu valor.
Penso que o sujeito “Ma”, por meio de uma argumentacéo construtiva, vai além do

seu campo imediato de experiéncias.

Na sequéncia das atividades propostas apresento um caso de situacdo 5 de
aprendizagem, subdividido em 5A: determinacdo do perimetro de uma ficha de
forma quadrangular (dimensédo real: 20 cm x 20 cm) e 5B: determinacdo do

perimetro de uma ficha de forma retangular (dimensao real: 20 cm x 40 cm).

Situagdo 5A - sujeitos: (Na, Se e Pa): os grupos recebem uma ficha de forma quadrangular (20 cm x
20 cm). Solicitei no primeiro momento que encontrassem uma maneira geral para determinar o
perimetro da ficha de forma quadrangular. “Na”; como assim uma maneira geral, ndo entendi. “Pa”:
maneira geral quer dizer uma formula? O que vocés acham? “Se”: as formulas tém sempre letras.
Como assim letras? “Pa”: dai que as contas ficam dificeis. “Na”: é, ainda mais quando mistura
nuameros e letras. E afinal o caso do perimetro desta ficha quadrada como vai ficar? “Pa”: bem é um
guadrado, [...] entdo tem que ter os quatro lados iguais. “Na”: se o lado fosse 20, o perimetro que é
s6 somar, dava 80. “Se”: mas aqui é sem dar um valor, ndo € como a gente podia fazer nas aulas
passadas. “Na”: se ndo da pra da valor, o que da pra fazer? “Se”: tem as letras. “Pa”: e o que
fazemos com elas? “Se”: se num quadrado todos os lados séo iguais, posso dizer que todos os lados
medem “x”. Por qué? “Se”: se 0 perimetro é a soma dos quatro lados, [...] € a soma dos quatro “x”,
assim: x + x + X + X, que vai dar 4x. “Na”: e a resposta vai ficar assim? “Se”; acho que sim, era para
encontrar uma maneira geral.



Os estudantes adolescentes, individualmente, expdem a sua compreensao
da ordem dada para a resolucdo da situacdo de aprendizagem 5A. O sujeito “Na”:
como assim uma maneira geral, ndo entendi. O sujeito “Pa”: maneira geral quer
dizer uma formula? [...] O sujeito “Se”: as formulas tém sempre letras. O amplo uso
da técnica de ensino de resolugdo de problemas no ensino basico, por meio de
férmulas, numa notacdo abstrata dentro e fora da matematica, € refletido nas falas
das componentes deste grupo. O que é “uma maneira geral” de determinar, aqui,
especificamente, o perimetro de uma ficha de formato quadrangular? Na davida do
sujeito “Na”, a expressdo usada pelo sujeito “Pa” [...] uma maneira geral pode ser
considerada uma forma de universalidade, aplicavel a maior parte das situacdes, isto
€, uma generalizagdo. O que significa “uma formula” na compreensido do sujeito
“Pa”? Seria um modo ja estabelecido para explicar ou resolver uma determinada
situacao? O sujeito “Se” complementa o diadlogo: as férmulas tém sempre letras.
Essa inferéncia é potencializada pelo dicionario de matemética, no qual se Ié que
“formula” é “qualquer fato, regra ou principio expresso por simbolos algébricos”.
(1995, p.98)

De diferentes graus de compreensdo dos trés componentes do grupo
parecem avaliar o papel que desempenha “uma féormula” no contexto proposto na
situacdo de aprendizagem 5A. Nos argumentos do sujeito “Pa”: dai que as contas
ficam dificeis e do sujeito “Na”: €, ainda mais quando mistura nameros e letras. A
expressao “dificil” € empregada pelos estudantes como se a resolugdo de uma
“formula” fosse uma situagédo ardua e, principalmente, exigente nos procedimentos
numéricos e algébricos, que envolvem a compreensdo da férmula para a sua
posterior aplicacdo na solucdo de uma situacao-problema. A mobilidade que cada
estudante adolescente tem de transitar por no¢des e operacdes numéricas com
nocdes e operacdes algébricas repercute diretamente na sua compreensdo e
resolucdo das situacdes de aprendizagem propostas por esta pesquisa. A resolucao
das situacdes algébricas pode se tornar um obstdculo no momento em que 0s
sistemas simbdlicos utilizados pelo estudante adolescente na 72 série ou 8° ano,
agui, especificamente, na representacdo do perimetro da ficha de forma

quadrangular, mostram o0 quanto € complexa essa situacdo e como se faz

importante distinguir qual dimenséo esta sendo tratada na resoluc¢édo do problema.



Dando sequéncia ao problema de uma maneira geral para determinar o
perimetro da ficha de forma quadrangular o sujeito “Pa” diz: bem € um quadrado, [...]
entdo tem que ter os quatro lados iguais. Na sequéncia do argumento diz 0 sujeito
“Na”: se o lado fosse 20, o perimetro que é s6 somar, dava 80. Os dois estudantes
prontamente seguem o raciocinio anteriormente desenvolvido na situacdo 3 de
aprendizagem, uma vez que nessa ocasido puderam supor valores possiveis a ficha
de forma quadrangular sem registro grafico no papel, somente de forma verbal; os
estudantes recordam os passos para a determinacdo do perimetro com supostos

valores numéricos.

O raciocinio passa a ter uma mudanca pela retomada do sujeito “Se”: mas
aqui é sem dar um valor, ndo é como a gente podia fazer nas aulas passadas.
Percebe-se a indefinicdo do sujeito “Na”: se ndo da pra déa valor, o que d& pra fazer?
O sujeito “Se” completando sua explicagao: tem as letras. Indaga o sujeito “Pa”: e o
gue fazemos com elas? Retoma o sujeito “Se”: se num quadrado todos os lados séo
iguais, posso dizer que todos os lados medem “x”. Por qué? O sujeito “Se” completa
sua argumentacdo: se o perimetro € a soma dos quatro lados, [...] € a soma dos
quatro “x”, assim: x + x + x + X, que vai dar 4x. Questiona o sujeito “Na”: e a resposta
vai ficar assim? Segue o sujeito “Se”: acho que sim, era para encontrar uma maneira
geral. O sujeito “Se”, durante a sua explicagdo de generalizacdo do perimetro da
ficha de forma quadrangular, utilizou-se da ficha para justificar seu raciocinio,
somente apontando com o dedo para as bordas da ficha. O sujeito “Se” faz o
registro grafico para o colega “Pa” e, principalmente, para o colega “Na” poder
acompanhar o raciocinio do colega, da seguinte forma: Perimetro = P, lado = X,

entdo, P=x+ X+ x + x =4x.

Situagdo 5B — sujeitos: (Na, Se e Pa): os grupos recebem agora uma ficha de forma retangular (20
cm x 40 cm). Solicito que também encontrem uma maneira geral para determinar o perimetro desta
ficha agora de forma retangular. Apds muita discusséo e defesas ferrenhas, “Pa” decide expor as
conclusdes do seu grupo: bom, como no retangulo os lados sdo diferentes, vamos chamar um de
lado “x” e outro de lado “y”. Por qué? “Na”: porque os lados sdo diferentes. “Se”; se séo diferentes
ndo podem todos valer “x”. Por qué? “Se”: porque tudo valendo “x” quer dizer igual, e ndo é igual.
Bem e quanto ao perimetro geral do retangulo? “Pa”: como dois lados medem “x”, vou somar eles: x +
X, que da 2x e, os outros dois lados medem “y”, somo y +y, que da 2y. “Na”: e agora da pra soma 2x
com 2y? O que vocés acham? “Se”: bem, antes dava porque era tudo xis. E agora? “Na”: agora tem
letras misturadas. Serd que a resposta é 2xy? “Pa”: ndo, acho que € 2x e 2y. “Se”: pode uma
resposta na matemaética ficar 2x e 2y? Como foi mesmo que vocés encontraram o perimetro quando
usaram a régua? “Pa”: medimos tudo e somamos! E agora? “Na”: entdo € pra somar? Como vamos
somar 2x com 2y? A questao é de como vocés vao registrar graficamente esta forma geral. “Se”: acho
que tem que botar o mais. Como é esse botar o mais? “Na”; ja sei é +2x 2y. “Pa”: ndo, é +2xy. “Se”:
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falta um 2. Como falta um 2? “Se”: sim por que sdo dois lados “x” e dois lados “y”, entdo fica 2x + 2y.



Os componentes dos demais grupos acabaram se envolvendo na situacdo. Os trés aguardam a
minha reagéo. Concordo com a “descoberta”, solicito que efetuem novamente o caminho do seu
pensamento, fagam o registro e compartiihem com os colegas “a descoberta”. Registram como modo
geral: Perimetro do quadrado = 4x, Perimetro do retangulo = 2x + 2y. O que significa representar o
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perimetro do quadrado e do retdngulo dessa forma? “Se”: que o “x” e o “y” tém valores diferentes! E
podem ter outros valores, diferentes do que eu pensar!

Post et al. (1995, p.90) afirmam que o raciocinio matematico, que envolve
variacbes multiplas e a capacidade de armazenar e processar mentalmente varias
informacgdes esta ligado aos “métodos de pensamento qualitativos e quantitativos”.
Logo, quando o sujeito “Pa” decide expor as conclusdes do seu grupo — bom, como
no retangulo os lados séo diferentes, vamos chamar um de lado “x” e outro de lado
“y” —, questiono por que “x” e “y". O sujeito “Na” responde justificando o mesmo
pensamento: porque os lados séo diferentes. O sujeito “Se”, na sequéncia, reafirma
0 pensamento do grupo - se sdo diferentes ndo podem todos valer “x”. Questiono-o
sobre o porqué. O sujeito “Se” argumenta: porque tudo valendo “x” quer dizer igual,
e nao é igual. Nesta situacdo-problema de valores ausentes, o raciocinio requer uma
capacidade de operar em nivel abstrato, exigindo um dominio de varios conceitos de

geometria e algebra.

Post et al. (1995), ao tratar de uma capacidade mental, fundamentam-se nos

estudos de Piaget:

[...] a interpretagdo de cada uma dessas razdes € uma operagdo em si
por si, e a comparacao é outro nivel de operagdo. Esse processo requer
um raciocinio comparativo em niveis multiplos, bastante diferente de uma
abordagem algoritmica, em que se usa uma regra para resolver problemas
prognosticaveis, por caminhos predeterminados. (1995, p.91)

Piaget (1976, p.87) sustenta que, “com a aparicdo do nivel formal as duas
novidades sdo o método sistematico no emprego das combinagcdes n a n e a
compreensao do fato”. Combinagcdes como parte e parte, isto €, lados menores entre
si (x + x = 2x) e lados maiores entre si (y + y = 2y), e a utilizacdo dessas
combinacdes para que o perimetro de qualquer figura de forma retangular derive da
adicdo de duas variaveis, como tal: 2x + 2y, foram o foco do grupo. O que interessa
ao grupo “nao é, portanto, um acerto por meio de uma combinacao especifica, mas,
a compreensdo do papel desempenhado por ela no conjunto das combinacdes
possiveis.” (1976, p.88)



A situacdo 5 de aprendizagem apresenta certo grau de complexidade, o que
representa mais uma dificuldade para a significacdo. Os adolescentes atuaram
formulando proposicdes, associando o conteudo algébrico com o conhecimento das
operacbes aritméticas e geométricas. Montaram verbalmente as situacdes e
sentiram necessidade de buscar a interpretacdo do novo problema, ocupando as
estruturas mentais de processos anteriormente resolvidos. Registrando os modelos
de forma correta, terdo conseguido estabelecer uma nova significacdo? Terao
conseguido, de forma individual, estabelecer conexdes entre 0s objetivos propostos

pela atividade e os resultados de suas agbes?

Em seu estudo sobre o pensamento do adolescente, Piaget diz:

A principal novidade desse periodo é a capacidade para raciocinar em
termos de hipéteses expressas verbalmente e ndo mais meramente, em
termos de objetos concretos e sua manipulacdo. Esse € um ponto critico
decisivo, porque pensar hipoteticamente e deduzir as conseqiiéncias que
as hipbteses necessariamente implicam (independente da verdade
intrinseca ou falsidade das premissas) é um processo de pensamento
formal. (1972, p.5).

Um adolescente pode proceder de varias maneiras até chegar a uma forma
sistematica de combinac¢des, principalmente se for instigado a continuar procurando
um resultado satisfatorio. Piaget (1975a) observou que, a medida que o adolescente
desenvolve o pensamento formal, vai compreendendo, de antemao, que existem
varias combinacfes possiveis. Deduz que apenas alguma delas levard ao sucesso
e, para lembrar-se de tudo que faz, pode falar ou escrever, enquanto tenta esgotar

todas as possibilidades.

Piaget (1976, p.88) verificou, com a aplicacdo dos seus experimentos, que a
compreensao que o adolescente tem do conjunto de combinacdes possiveis que
existem para a solugdo de uma situagdo problema o “leva ao progresso no
raciocinio. O uso que os sujeitos fazem das operacbes combinatérias mostra que,
para eles, ndo se trata de operacdes matematicas determinadas [...], mas de uma
estrutura logica geral, [...]” Ao mesmo tempo, com a combinagdo de fatores
(coeficientes numeéricos e partes literais) e operagdes (multiplicacdo e adigcédo), os
adolescentes da situacdo 5B de aprendizagem criam uma combinatoOria algébrica
por meio da aritmética e da geometria e, assim, ainda verificam as ligacdes de

implicacdo e excluséo.



A compreensdo dos estudantes caracterizou-se por um raciocinio formal,
fundamentado pelas combinagdes de fatores e dos enunciados, mas, sobretudo, em
sua aplicacédo das propriedades de 2° ordem envolvendo a multiplicacdo e a adicédo

de forma associativa.

Na sequéncia das atividades propostas apresento um caso de situagao 6 de
aprendizagem, subdividido em 6A: determinacdo da area para qualquer ficha de
forma quadrangular (dimensao real: 20 cm x 20 cm) e 6B: determinacdo da area
para qualquer ficha de forma retangular (dimenséao real: 20 cm x 30 cm).

Situagdo 6A — sujeitos: (Ma, Gui e Ru): os grupos recebem uma ficha de forma quadrangular (20 cm x
20 cm). Solicitei que determinassem uma maneira geral para calcular a area de qualquer ficha de
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forma quadrangular. “Ru”: uma maneira geral?! “Gui”: para qualquer &rea quadrada? “Ma”: seria uma
férmula? O que vocés acham? “Ru”: nés vamos inventar uma formula? “Gui”: gostei disso!l Como
seria? “Gui”: o que temos é um quadrado. “Ru”: parece que tem uns 20 centimetros de lado. “Ma”:
este aqui é de 20 centimetros, pode ter de outras medidas com os outros grupos. “Ru”: se fosse para
calcular a area direto era sé multiplicar 20 por 20 e estava pronto o valor. “Ma”: e da para fazer isso
porque os lados sédo iguais. “Gui”: se sao iguais e é para ser uma formula para qualquer quadrado
entdo s6 pode ser uma letra. Por qué? “Gui”: porque dai cada um substitui a letra pelo valor do seu
quadrado. “Ma”: uma letra igual de todos os lados! Apds discussao no grupo, “Ma” decide expor as
conclusdes: se num quadrado todos os lados séo iguais, posso dizer que todos os lados medem “x”.
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Nessa possibilidade, qual seria a area? “Ma”: facil, seria a multiplicagao de dois lados “x”, assim: x . X,
que vai dar 2x. Vocés podem registrar graficamente este caminho? “Ru”: seria assim: area = A, lado
=X, dai A=x.xque é A=2x. [..] Permanece uma desconfianca no ar.

Dar crédito aos estudantes € conferir-lhes poderes para terem oportunidade
de manifestar como verdadeira sua construcdo. Postura verbalizada pelos sujeitos
“‘Ru”: nés vamos inventar uma férmula? “Gui”: gostei disso! Arriscar-se em conjunto
para encontrar um caminho que, de forma geral, determine a area para qualquer
ficha de forma quadrangular é o indicio da aplicacdo de “operag¢des de combinacao,

com instrugdes que sugerem a operacao” (PIAGET, 1976, p.88) algébrica.

7

No argumento dos estudantes, “Gui”: o que temos € um quadrado. “Ru”:
parece que tem uns 20 centimetros de lado. “Ma”: este aqui € de 20cm, pode ter de
outras medidas com 0s outros grupos. “Ru”: se fosse para calcular a area direto, era
sé multiplicar 20 por 20 e estava pronto o valor. O primeiro esquema operatorio a ser
colocado em evidéncia € a compreensdo de area ja estabelecida a partir do
conhecimento (real ou suposto) do valor numérico “do lado” da ficha de forma
quadrangular. Pelas expressfes desses adolescentes em situagcdes numéricas, a
tarefa de determinar a area de uma figura € mais rapida. Também esta evidente a
preocupacao de estabelecer parametros que contemplem uma variedade de areas

semelhantes (de forma quadrangular).



Outro aspecto manifesto no raciocinio dos adolescentes da situacdo 6A ¢é a
relacdo de substituicdo dos supostos valores numeéricos diretamente por variaveis
literais, indicando uma generalizacdo das medidas laterais da ficha. A linguagem
abstrata esta presente no argumento dos estudantes: “Ma”: e da para fazer isso
porque os lados séo iguais. “Gui”: se sdo iguais e € para ser uma férmula para
qualquer quadrado, entdo sO6 pode ser uma letra. Questiono-lhes o porqué, “Gui”
porque dai cada um substitui a letra pelo valor do seu quadrado. “Ma”: uma letra
igual de todos os lados! Usiskin (1995, p.11) observa que os alunos tendem a
acreditar que “todas as variaveis sao letras que representam numeros [...] e que
uma variavel é sempre uma letra.” O caminho dedutivo aqui estruturado em conjunto
a partir do conhecimento numeérico, envolvendo a geometria, tem implicacéo direta
na construgdo algébrica “da formula” para a area de qualquer ficha de forma

quadrangular.

Observando a discussdo deste grupo, o estudante “Ma” decide expor as
conclusdes: se num quadrado todos os lados sao iguais, posso dizer que todos os
lados medem “x”. Posso considerar essa acdo como sendo um indicativo de
raciocinio formal? Conclusdo estabelecida ap6s sistemética nas manifestacfes
verbais de supor um valor (20) para o lado de uma ficha de forma quadrangular, de
manifestar verbalmente que o produto da area € resultante de (20 x 20) e supor a

substituicdo do valor numérico (20) pela variavel “x”.

O que me interessa observar ndo € um acerto por meio de uma combinacgao
especifica, mas a compreensdo do papel desempenhado por ela no conjunto das
combina¢cdes possiveis. Nesse intuito, retomo a questdo: qual seria a area? O
sujeito “Ma” argumenta: facil, seria a multiplicagéo de dois lados “x”, assim: x . x, que
vai dar 2x. Retomo o questionamento: vocés podem registrar graficamente este
caminho? O estudante “Ru” afirma: seria assim: area = A, lado = x, dai A = X . X que
€ A = 2x. Permanece uma desconfianca no ar, visto que o grupo chega a uma
generalizacdo para a area de qualquer ficha de forma quadrangular, mas algo o0s

deixa insatisfeitos.

Para Piaget (1976), “uma vez encontrada a boa combinagao, [...] 0 sujeito néo
se considera satisfeito, mas procura, [...] para ver se ndo ha outras solucbes para o
problema.” (p.88). As reacbes dos sujeitos “Ma”, “Ghi” e “Ru” na situagdo de

aprendizagem 6A, ao meu ver, agregaram  elementos NOvos aos Seus



conhecimentos aritméticos e geométricos. As organizacbes existentes foram se
reestruturando diante do desafio de compreensdo de esquemas numéricos que
deveriam ser generalizados em nivel de operacdes formais. Com suas explicacdes
verbais, eles formalizaram seus pensamentos na linguagem algébrica, numa
possibilidade realizavel de acordo com o que lhes fora solicitado: “um modo geral”

para o célculo da area de qualquer ficha de forma quadrangular.

Observei que em momento algum se referiram as unidades de medida tanto
de comprimento como de area. Essas foram indicadas quando os grupos realizaram
as atividades anteriores nas situacoes 1, 2, 3 e 4 de aprendizagem. A dedicacdo
desses adolescentes revelou-se exclusivamente na transformagdo numérica em
algébrica e no produto dos fatores literais considerados. A desconfianca dos
estudantes “Ma”, “Ghi” e “Ru” é procedente porque a equacdo geral por eles

determinada nao é verdadeira.

Situagdo 6B — sujeitos: (Ma, Gui e Ru): os grupos recebem uma ficha de forma retangular (20 cm x
30 cm). Solicitei que determinassem uma maneira geral para calcular a area de qualquer ficha de
forma retangular. “Ru”: retangulo tem lados diferentes. “Gui”. como no reténgulo os lados sao
diferentes, podemos chamar um de lado “x” e outro de lado “y”? E o que o grupo quer? “Gui”: como
dois dos lados vao medir “x”, o0s outros dois lados vao medir “y”, multiplico eles assim: x . y, que
depois da 2.x.y. “Ma”: agora da 2.x.y. O que vocés acham? “Ru”: bem antes era tudo numero. E
agora? “Ru”: agora tem as letras. Sera que a resposta é 2.x.y? [...] Nao. Nao? Como assim? "Ru”:
nao porque vai ficar igual ao resultado de antes. Que resultado de antes? “Ru”: ora o do perimetro. E
ndo pode? “Ma”: perimetro é perimetro e area é area. Como fica entdo? “Ma”: acho que é de vezes,
sim é 2.x.y. “Ru”: pode uma formula na matematica ficar 2.x.y? “Ma”: j& ndo sei mais nada. Pensem
um pouco. Como foi mesmo que vocés encontraram a area quando usaram a régua? “Ma”: na ficha
quadrada? Pode ser. “Ma”: medimos um lado e multiplicamos por ele mesmo. Por qué? “Ma”; porque
num quadrado se faz lado vezes lado, tipo era 10 x 10 = 100. E agora? “Ma”: entdo é para multiplicar
o0 x” com o “y”, mas foi o que fizemos antes! Entdo onde esta a dificuldade? Se munem de lapis e
papel passando a registrar os calculos na procura da solugcédo. “Ma”: se antes 10 x 10=100, e agora
tem “x” no lugar do numero e “y”, como fica entdo? “Ru”: é o retdngulo tém dois lados “x” e dois
lados “y”. “Gui”: é x.y ou é 2.x.y? “Ma”: ndo sei, mas é melhor deixar como esta. Como fica a
férmula para area de qualquer ficha de forma retangular? “Ma”: a gente pensou em A = 2.x.y, A =

area, x = lado menor e y = lado maior. E assim neste dia também permanecem na duvida.

Os estudantes desse relato da situacdo de aprendizagem 6B a todo instante
levantaram hipoteses baseadas em aprendizagens anteriores envolvendo valores
numericos. Os valores numéricos eram rapidamente associados por duas variaveis
algébricas “x” e “y”, pois, segundo eles, a situagao exigia esse pensamento, porque
uma ficha de forma retangular é composta por dois lados diferentes. Eles
empreenderam um grande esfor¢o para formalizar as agbes verbais num registro

grafico que contemplasse a solicitacao de determinar uma forma geral para o célculo



da area de qualquer figura retangular. Questionam a existéncia de duas
possibilidades, como os sujeitos “Gui”: € x.y ou é 2.x.y?, [...] e “Ma”: a gente pensou
em X = lado menor e y = lado maior. Como € possivel saber as condi¢bes das
relacfes estabelecidas, seja em grupo, seja de forma cognitiva individual, em cada

um desses adolescentes numa 72 série ou 8° ano?

O que pude perceber no acompanhamento das tentativas de resolucéo desta
situacdo de aprendizagem 6B — € que o grupo tinha uma organizacao sistematica
nos pensamentos e que esteve presente a necessidade de evocar estruturas
preexistentes. Nas explica¢gdes verbais estdo presentes dedugdes sobre um modelo
numeérico de céalculo de area de uma ficha de forma retangular, o qual permitiu
registrar as relacdes em jogo mesmo que as leis envolvidas ndo tenham alcancado

uma maneira formal correta para o calculo geral de qualquer retangulo.

O grupo observado utilizou dois objetos simbdlicos para designar um valor
numérico desconhecido, registrado graficamente pelos fatores literais “x” e “y”, as
mesmas que foram utilizadas para determinar um valor desconhecido no calculo do
perimetro das fichas de formas quadrangular e retangular. Os “fatores” das partes
literais surgem nas expressdes do perimetro da ficha de forma quadrangular, P = 4x
(VERDADEIRO), e no perimetro da ficha de forma retangular, P = 2.x.y (NAO
VERDADEIRO), j& ndo mais como valores desconhecidos, mas, sim, como
variaveis. Todavia, no momento da representacdo grafica das expressdes das areas
das duas fichas as variaveis “x” e “y” continuam sendo valores desconhecidos, pois
0 conceito de area na situacao algébrica é composto por propriedades que devem
ser dominadas pelos estudantes. Até houve a retomada de procedimentos do
calculo de area por parte dos estudantes, mas esses foram limitados pelo ndo

dominio dos saberes das propriedades algébricas da multiplicacdo de mondémios.

Destaca Piaget:

Esse tipo de comportamento experimental, dirigido por hipéteses que sao
baseadas em modelos causais mais ou menos refinados, implica a
elaboracdo de duas novas estruturas que encontramos constantemente no
pensamento formal. A primeira dessas estruturas é um sistema
combinatério, [...] a pesquisa psicolégica mostra que entre os 12 e os 15
anos o pré-adolescente e 0 adolescente comecam a realizar operacdes
envolvendo andlise combinatéria, sistemas de permutacdo, etc
(independente de todo o treinamento escolar). (1972, p.7).



Mas de que forma as situacdes problema s&o compreendidas pelos
estudantes-adolescentes na sala de aula? Quando se concebe um conceito
composto de diversas propriedades, que, por sua vez, demandam experiéncia prévia
de construcdo cognitiva, fica evidente que ndo pode ser explicado unicamente pela

sua definicdo, a ser devidamente memorizada e aplicada a situacbes modelo.

Na expectativa de que no percurso do desenvolvimento das atividades
haveria um dominio de conhecimentos, tomando como referéncia o saber
matematico aritmético e geomeétrico no célculo de area e perimetro de fichas com
formas quadrangulares e retangulares, observei como os conceitos veiculados pelo
conhecimento formal aritmético tornam-se (ou n&o) parte de um todo maior. Embora
considerando que alguns conceitos nesta etapa, como perimetro e area, sejam
necessarios para a aprendizagem de elementos algébricos, verifiquei que as
dificuldades quanto a interpretacdo simbdlica ndo sdo superadas neste momento,
tornando-se obstaculos para a compreensao algébrica.

Nunes (1997) comenta que cada conceito colocado em rede conceitual mais
ampla passa a ser uma ferramenta para a compreensdo de conceitos mais
complexos. Nesta concepcao, observando as situacdes propostas em sala de aula,
para o adolescente iniciar-se no conhecimento algébrico utilizando um algoritmo foi
preciso que levasse em consideracdo o célculo de area e de perimetro. E possivel
gue os procedimentos utilizados para a resolucdo das questdes propostas tenham
seguido uma das formas distintas: ou de forma automatizada, reprodutiva, ou de
forma a considerar a compreensao de conceitos. Tenho de considerar que a
segunda forma pode ser considerada um alicerce para a aprendizagem de novos

conceitos ou de conceitos mais complexos.

Se pensarmos 0 conhecimento a partir da Epistemologia Genética, o
estudante-adolescente deve ser entendido nas relagcdes que estabelece como
sujeito de conhecimento com o0 objeto de conhecimento, o que pode implicar
agrupamentos ou grupos de operacdes. O desenvolvimento do ser humano ocorre a
medida que passa por diversos niveis de construgdo. Os estagios dessa evolucao
encontram-se descritos nesta pesquisa no item intitulado 2.3.2, “Estagios de
Desenvolvimento” (p.69) e destacam as caracteristicas de desenvolvimento do
recém-nascido ao adulto. Contudo, para o sujeito atingir na adolescéncia o que

Piaget chama de “estadio das operacdes formais” ndo basta a idade cronoldgica (12-



13 anos). O desenvolvimento é produto de quatro fatores: maturagcé@o, experiéncia
fisica e l6gico-matematica, transmissao social e equilibracdo. Também é importante
lembrar que o fato de operar formalmente sobre algum dominio de conhecimento

nao assegura que operara formalmente sobre outros dominios de conhecimento.

Piaget e Inhelder (1971a) acreditavam que as condutas poderiam ser
interpretadas segundo dois aspectos: 0s procedimentos e as estruturas. Em
posteriores estudos Piaget (1972) concluiu que existem outros fatores em jogo: 0s
conteudos e a significacdo que o sujeito adolescente elabora. Essa influéncia
aconteceria tanto em relacao ao carater de novidade que os contetdos representam
para o adolescente quanto a complexidade da problematica proposta.

Piaget (1975) defende que a estrutura logico-matematica que sustenta as
condutas esta presente desde as primeiras acdes, mas sob diferentes configuracdes

de uma organizagéo pratica.

Piaget e Inhelder (1976) defendem que o adolescente, na sua logica, é capaz
de realizar uma acao e de, no plano do pensamento, retornar a situacao inicial. Essa
nova estrutura € chamada de agrupamento, o qual da origem as operacdes
concretas. Porém, as dificuldades estruturais quanto a elaboracéo de hipéteses que
transportam a situacao real para um plano de pensamento dedutivo somente serao

superadas com o surgimento das operacgdes formais.

Para os autores, no estadio operatorio-formal o aperfeicoamento do
agrupamento desdobra-se em uma estrutura logica com diferentes formas de
reversibilidade e organizacdo das operagfes. As novas propriedades do Grupo
INRC permitem que o pensamento alcance o plano hipotético-dedutivo; de forma
tedrica, permitem ao estudante-adolescente operar na formalidade e elaborar
hipéteses que ndo estejam restritas as suas dimensdes concretas, mas que atinjam

suas formas mais gerais de tematizacao e formalizagéo.

Apresento agora uma primeira interpretacdo dos dados da observacédo, de
forma parcial, enfocando os indicadores de avancgo na constru¢cao de conhecimento

algébrico.



4.1.1 Interpretagéo dos dados observados em sala de aula

Parto do pressuposto de que os estudantes, tendo no curriculo o contetdo
sobre area e perimetro como um dos itens estudados na 5% e 62 séries ou 6° e 7°
ano, resolveriam as situacdes apresentadas de forma algébrica na 72 série ou 8°
ano. Assim, penso que o dominio das nog¢Bes algébricas de perimetro e area das
figuras geométricas, especificamente, das quadrangulares e retangulares, esta
interigado com um sistema complexo de relacbes. Logo, quando o estudante
constroi novas nocoes, relacionando conteudos previamente aprendidos, passa a

estruturar totalidades operatérias de ordem mais elaborada.

Para concluir retomo alguns passos seguidos pelos estudantes adolescentes
nas seis situacées que lhes apresentei durante as aulas, reunindo-os em trés
grupos® (“O” = observacéo) conforme o éxito®* nas situacdes de aprendizagem

propostas:
4111 GRUPO“O”1 =EXITO PLENO

Os estudantes observados “Na”, “Se” e “Pa”, estdo aqui relacionados por
apresentarem o maior indice de éxitos nas situacdes de aprendizagem, argumentam
verbalmente possibilidades somente na linguagem algébrica praticamente sem
registro grafico; avaliam o papel das féormulas na situacdo de aprendizagem
proposta; de forma organizada relacionam forma geral com férmula, férmula com

variavel literal, parte literal associada a parte numérica.

Nas situacdes-problema com relacbes algébricas, verbalmente partem da
constatacdo da propriedade da igualdade dos lados nas fichas quadrangulares;
associam aos lados diretamente uma Unica variavel literal; efetuam o célculo do
perimetro pela operacdo de adicdo entre mondmios semelhantes; relacionam as
propriedades numéricas com as propriedades algébricas, mas, a partir de entéo, a

unidade de medida de comprimento centimetro (cm) é desconsiderada.

! GRUPO - expresséo estabelecida como ordem dos sujeitos quanto a seus éxitos.

%2 O critério éxito, na coleta de dados através do instrumento de observacao, esta relacionado com a
capacidade de explorar as relacbes entre operagdes e propriedades aritméticas e geométricas como
estruturas necessarias para a resolucdo de situagdes-problema no estudo da algebra. Critério
também relacionado com a capacidade de formular hipéteses a partir do célculo de areas e
perimetros analisando figuras com formas quadrangulares e retangulares; da capacidade de
generalizar os resultados obtidos na multiplicacdo de monémios; da compreenséao final na operacéo
de multiplicagcdo entre mondmios representando o expoente 1 na sua forma invisivel.



Este grupo de estudantes argumenta sobre a diferenca dos lados numa ficha
de forma retangular e, de forma direta, a ela associa duas variaveis literais
diferentes; efetua a adicdo entre os termos semelhantes, com a aplicacédo correta
das propriedades formais das operacdes fundamentais do 2° grupo: associativas,

multiplicativas e distributivas.

Entre os componentes “Na”, “Se” e “Pa” ocorrem muitas discussoes,
comparacoes e defesas de possibilidades no papel desempenhado pelas variaveis
literais iguais (x+x ou X.x) e variaveis literais diferentes (x + y ou x.y), de acordo com
a situacdo de aprendizagem proposta, isto €, a determinagdo do perimetro ou da
area. Percebem-se muitos questionamentos e diferentes justificativas. Os
estudantes conseguem operar com valores ausentes; registram os modelos
algébricos de forma correta; relacionam as propriedades numéricas com as
propriedades algébricas, mas, a partir de entdo, a unidade de medida de area (cm?)
€ desconsiderada, tanto na expresséo verbal como no registro grafico. A atencéo
volta-se completamente para a composi¢cao de uma “férmula geral” para a area de

qualquer ficha de forma quadrangular e retangular.

Os estudantes adolescentes que compdem esse grupo “O” 1 = EXITO
PLENO apresentam organizagdo na forma de seus pensamentos, transferindo as
nocdes de area e perimetro dos conhecimentos aritméticos para a construcéo
algébrica. Os sujeitos parecem ter chegado a conceituacdo. O éxito sistematico

pode ser considerado uma evidéncia da conceituacao.

4.1.1.2 GRUPO “O” 2 = EXITO PARCIAL

Os estudantes “Ma”, “Gui” e “Ru” com éxitos parciais apresentaram a
necessidade de constante argumentacao verbal das possibilidades de resolucao
das situacdes de aprendizagem através da nomenclatura aritmética com registro
gréfico; de varias maneiras procuram relacionar forma geral com féormula, formula
com variaveis numéricas e literais. Tém necessidade de estabelecer associacao das
situagbes propostas com uma situacado real vivenciada anteriormente seja no

ambiente escolar seja no ambiente particular.

Nas situacOes-problema com relagbes numeéricas, partem da manipulacéo
fisica para o registro grafico das fichas de formas quadrangulares e retangulares.

Os sujeitos “Ma”, “Gui” e “Ru” questionam, negam, retomam os registros e por



decisdo em grupo afirmam uma escolha. Registram as unidades de medida (cm) de
largura e de comprimento durante o calculo e no resultado do perimetro das fichas.

No momento da organizagao dos valores algébricos os estudantes “Ma”, “Gui”
e “Ru” demonstram satisfacdo pela possibilidade de criagcdo propria num universo
“novo” que lhes é apresentado, de se tornarem peca participante da aprendizagem.
Conseguem operar com valores ausentes; com muitas duvidas efetuam o calculo
do perimetro das fichas de forma quadrangulares e retangulares pela operacao de
adicdo entre mondbmios semelhantes; procuram relacionar as propriedades
numéricas com as propriedades algébricas, mas nem sempre obtém sucesso, a
partir de entdo, a unidade de medida de comprimento centimetro (cm) é totalmente

desconsiderada seja na expressao verbal seja no registro gréfico.

Quanto a determinacdo da area de forma geral para as fichas de forma
quadrangulares e retangulares os estudantes “Ma”, “Gui” e “Ru” sdo unidos quando
decidem associar os lados iguais a variavel literal “x” e lados diferentes a duas
variaveis literais “x” e “y”. Algumas vezes acertam; em outras, de forma errbnea
retomam a existéncia de uma possibilidade por eles proposta: sera x.y ou 2xy a

forma geral de representar a area de um retangulo?

Ocorre, por momentos, uma parada nas expressdes orais, quando parece
haver uma procura no pensamento de nocbes preexistentes como no caso do
perimetro: soma de 4 lados ou soma de largura e altura; no caso da area: lado vezes
lado ou largura vezes altura. Estdo presentes muitas duvidas e incertezas sobre
as propriedades formais corretas das operagfes fundamentais do 2° grupo:
associativas, multiplicativas e distributivas, a serem aplicadas no caso do célculo
com valores ausentes seja do perimetro ou seja da area das fichas propostas; e

assim registram os modelos algébricos de forma incorreta.

Os estudantes adolescentes que compdem esse grupo “O” 2 = EXITO
PARCIAL apresentam indicios de varias organizacdes na forma de seus
pensamentos, com tentativas de transferéncia as no¢bes de area e perimetro dos
conhecimentos aritméticos para a construgdo algébrica. A trajetoria desses
estudantes demonstra a possibilidade de um pensamento abstrato, porque sintetiza

caminhos da acéo a conceituacao.



4.1.1.3 GRUPO “O” 3 = POUCO EXITO

Nos estudantes “Bi”, “Da” e “An", observei poucos éxitos, levam mais tempo
para manifestar algum caminho a seguir para a resolucédo das situacfes propostas
com e sem possibilidade de utilizacdo de material concreto. O conhecimento prévio
€ retomado apO6s muita resisténcia individual. Os caminhos para resolucdo das
situagdes-problema necessitam da comprovacao concreta tanto visivel como pelo
registro grafico, utilizando-se de meios material e fisico. Primeiro, ocorre o registro
grafico; depois, procuram uma significacdo para a acdo. Essa tentativa de
significagcéo é individual, geralmente ndo existe um consenso do grupo, isto é, ha a
escolha de uma possibilidade, mas ndo h& certeza compreendida da escolha

“correta”.

Os estudantes para a determinacdo do perimetro de fichas de forma
quadrangular e retangular apresentam a necessidade de constante registro
grafico, partem da simultaneidade da manipulacdo fisica, das poucas
possibilidades sugeridas de resolucdo das situacfes de aprendizagem através da
nomenclatura aritmética. Mesmo estabelecendo associacéo das situacdes propostas
com uma situacao real vivenciada anteriormente seja no ambiente escolar seja no
ambiente particular, registram sua possibilidade numérica com muitas incertezas
das suas ac¢fes. Observo que a unidade de medida de comprimento centimetro (cm)

€ totalmente desconsiderada seja na expressao verbal seja no registro gréfico.

Os sujeitos “Bi”, “Da” e “An” no momento da organizagcdo dos valores
algébricos se desorganizam, parecem desorientados, ndo conseguem se concentrar
na situacdo de aprendizagem proposta do calculo do perimetro das fichas de forma
geral para qualquer forma quadrangular e retangular. Os estudantes desse grupo de
observacdo ndo conseguem operar com valores ausentes; com muitas davidas
nao efetivam um registro para a forma geral. Ocorre atitude semelhante quanto a
determinacdo da area de forma geral para as fichas de forma quadrangulares e
retangulares, ndo conseguem admitir a existéncia de uma possibilidade algébrica

para a solucdo do problema proposto.

Os estudantes adolescentes que compdem esse grupo “O” 3 = POUCO
EXITO apresentam indicios de varias organizacdes na forma de seus pensamentos,
com tentativas de resolucdes de area e perimetro através dos seus conhecimentos

aritméticos. A trajetoria observada de resolucdo das situacbes de aprendizagem



desses trés estudantes sintetiza uma possibilidade de caminho para a agéo.

Em sintese, nota-se que quando 0s sujeitos precisam pensar em um calculo
para quantificar valores algébricos ha uma questédo singular na relacao parte/todo.
Um valor algébrico, isto €, um mondémio configura-se como a representacdo de uma
parte de algo, logo, ndo basta ter conhecimento dos fatores numéricos e literais
utilizados ja que € preciso considerar a relagdo com a totalidade. Como o que se
manipula no célculo e na quantificacdo é a representacdo da parte, a dimenséo do

todo ao qual o mondmio se refere, restringe-se ao plano do pensamento.

Para a compreensdo da relagdo parte/todo € preciso que se realize uma
operacdo légico-matematica que Piaget e Szeminska (1971) chamam de
conservacao. Tal operacdo mental determina um grau de abstracdo e reversibilidade
gue exige um pensamento mais organizado, de maneira que ndo é possivel alcancar
a compreensdo real de um perimetro ou de uma &rea somente através da
memorizacao do procedimento do célculo ou da simples acéo fisica sobre de fichas

de formas quadrangulares ou retangulares.

Assim, para a proxima etapa o instrumento elaborado teve como finalidade
levantar dados sobre as nog¢Oes que esses estudantes possuem na aplicacao
exclusiva das propriedades nas operac¢fes algébricas envolvendo adi¢do, subtracéo,

multiplicagéo, divisdo e potenciagdo de monémios.

4.2 APLICACAO DA AVALIACAO ESCRITA COM USO DE NOTACAO
SIMBOLICA (AECNS)

O segundo momento do plano de coleta de dados desta pesquisa foi
realizado pela aplicacdo de instrumento elaborado para todo o grupo de alunos,
tendo como finalidade um levantamento da compreensdo das nocdes sobre as
operacOes algébricas envolvendo adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo e

potenciacdo de mondmios.

O instrumento foi aplicado durante uma das aulas de matematica no més de
maio de 2008 para todos os estudantes presentes: T71 = 26 estudantes, T72 = 25

estudantes e T73 = 26 estudantes, totalizando 77 alunos. O instrumento



estruturado?® é totalmente de notacdo convencional, de aplicacdo direta e exclusiva
das propriedades e regras que compdem as operacdes de adicdo, subtracao,

multiplicacéo, diviséo e potenciagdo entre mondémios.

Meu interesse para esta pesquisa esta centrado na quarta questdo do
instrumento, na qual os estudantes deveriam multiplicar os monémios aplicando as
propriedades especificas estudadas em aulas durante e apés as observacoes. A
minha andlise dos dados registrados no AECNS foi baseada nos conceitos
fundamentais: operacdes concretas, operacbes formais, variavel, namero,

equivaléncia, reversibilidade, agrupamento, conservacao e estrutura.

As respostas dao indicativos sobre se os estudantes adolescentes resolvem
as respectivas questdes algébricas envolvendo mondémios. Para melhor
compreensao, 0s resultados de cada turma (T71, T72 e T73) foram quantificados
em acertos e erros. A multiplicagdo de mon6émios foi separada em expoentes visiveis
(1, 2, 3, 4) e expoente invisivel (1). Esses expoentes foram subdivididos em
situacdes ainda mais especificas, resultando, assim, em seis tabelas para uma
melhor organizacdo dos dados e, por consequéncia, para a compreensdao dos

avancos e recuos dos estudantes.

Para a informacéo, esclare¢co que tabulei os dados dos 77 estudantes que
estavam presentes no dia da aplicacdo da avaliacdo escrita com uso de notacdo
simbdlica convencional, dados que constam nos apéndices deste trabalho. No
primeiro momento, faco um levantamento dos resultados apresentados pelas turmas
em tabelas. Num segundo momento, analiso trés sujeitos de cada turma, escolhidos
por apresentarem o maior numero de evidéncias de compreensdao, de aplicacao, de
relacdes e de possiveis representacdes sobre o estudo que me propus verificar, que
€ o da multiplicacdo de monémios, principalmente envolvendo o expoente 1 (um),

que nomeei de “expoente invisivel”.

Elaborei um esquema geral do monémio = coeficiente numérico + parte literal

para a identificacédo geral de seus elementos, apresentado nas figuras 11, 12 e 13:

e

2 Avaliagdo Escrita com Uso de Notagdo Simbélica — AECNS — organizado, pela autora, com
guestdes algébricas de notagcdo exclusivamente simbdlica para verificar como os elementos das
partes de mondmios formam um todo na aplicacdo das propriedades — Apéndice 3.

SINAL (A)




COEFICIENTE NUMERICO (P) \
FATOR NUMERICO (B)

\ FATOR LITERAL (L)

PARTE LITERAL (Q)

MONOMIO

VISIVEL (EY)
EXPOENTE (E)
NVISIVEL (E))

Figura 11 — Esquema geral do mon6mio (elaboragéo da autora)

O esquema do coeficiente numérico pode ser:

P=AAB

COEFICIENTE NUMERICO / P=AAB
P=AVEB P=AAB
:: P=AAB

Figura 12 — Esquema geral do monémio = Coeficiente numérico (elaboragdo da
autora)

Sendo P = coeficiente numérico, o0 resultado da operacdo numérica
formado por: A = sinal (+, -), A = e B = fatores numéricos.

Se P = A A B = produto correto da operacdo numérica.

Se P" = o produto da ndo operacao, com as variagdes dadas por:

P = A" v B" (ndo opera com 0s sinais ou ndo opera com os fatores

NUMEricos).

Sendo que P pode ser:

P = A" A B (ndo opera com os sinais e opera com os fatores numericos),

P" = A A B (opera com os sinais e ndo opera com os fatores numéricos) ou

P"= A" A B" (n&o opera com 0s sinais e ndo opera com os fatores numericos).

O esquema da parte literal pode ser:

Q=LAE’

/'



Q=LAE

\Q:L/\Ei

PARTE LITERAL
Q=L AE"
Q=LvE” Q=LAE"

Q=L AE”

Q=LVvE /
\ Q=L AE
Q=L vVE" Q=LAE"

Q=L AE"

Figura 13 — Esquema geral do mondmio = Parte literal (elabora¢do da autora)

Sendo Q = parte literal, o resultado da operacdo algébrica formada por: L
= fatores literais, A = e, E = expoente(s), sendo E" (expoente visivel = expoentes 1,
2,3 e 4) e E' (expoente invisivel = expoente 1).

Se Q =L A E = produto correto da operacéao algébrica.

Sendo Q =L A EY (opera com os fatores literais e opera com os expoentes
visiveis) ou Q = L A E' (opera com os fatores literais e opera com o expoente
invisivel = 1).

Se Q" = o resultado da ndo operagédo, com as variagdes dadas por:

Q =L v E (ndo opera com os fatores literais ou ndo opera com 0s
expoentes).

Sendo E' (expoente visivel =1, 2, 3, 4), logo:

Q =L A EY (ndo opera com os fatores literais e opera com 0s expoentes
visiveis);

o

visiveis);

L A EV (opera com os fatores literais e ndo opera com os expoentes

Q =L A EY (ndo opera com os fatores literais e ndo opera com 0s expoentes
visiveis).

Sendo E' (expoente invisivel = 1), logo:

Q =L A E' (ndo opera com os fatores literais e opera com os expoentes

invisiveis);



Q =L A E" (opera com os fatores literais e ndo opera com 0s expoentes
invisiveis);

Q =L A E" (ndo opera com os fatores literais e ndo opera com 0s expoentes
invisiveis).

Com base no referencial estabelecido nas paginas anteriores sobre os
elementos numeéricos e algébricos para os simbolos literais, passo para a analise
das respostas registradas pelos estudantes na Avaliagdo Escrita Com Uso de
Notacdo Simbdlica aplicada. Essas informacdes foram organizadas em seis tabelas

por turma (encontram-se nos Apéndices), sendo identificadas por:
TABELA 1 = geral com todas operac0es;

TABELA 2 = multiplicacdo de mondémios;

TABELA 3 = multiplicagdo de monémios — expoente visivel;
TABELA 4 = expoente visivel — combinagoes;

TABELA 5 = multiplicacdo de mondmios — expoente invisivel;
TABELA 6 = expoente invisivel — combinacdes.

A TABELA 1% apresenta os éxitos dos estudantes das trés turmas, separados
em “acertos” e “erros” dos estudantes diante das ordens de reconhecimento do
coeficiente numérico e da parte literal que compde um monémio, assim como da
identificacdo de monémios semelhantes. Na sequéncia do instrumento consta a
verificacdo se os estudantes efetuam a adicdo, a subtracdo, a multiplicacédo, a

divisdo e a potenciacdo de mondmios.

Analisando os acertos dos estudantes que souberam efetuar a multiplicacéo
entre monémios, na T71 foram 16 de 26 estudantes, equivalendo a 61,5% da turma;
na T72, foram 11 acertos em 25 estudantes, equivalendo a 44% da turma, e, na T73,
11 de 26 estudantes, equivalendo a 42% da turma. Efetuando uma média aritmética
entre as trés turmas, verifico que apenas 49,2% dos estudantes conseguiram efetuar
as multiplicagbes entre os monémios de forma correta. Essa forma correta exige o
conhecimento de varias habilidades, como a multiplicacdo entre os fatores

numericos, a aplicacdo da regra da multiplicacdo dos sinais, as propriedades da

** TABELA 1 — Geral com todas as operacgles. — Apéndices: 5 (T71), 11(T72) e 17(T73).



multiplicac@o entre fatores literais semelhantes e diferentes (refiro-me a parte literal)

e as propriedades especificas que envolvem o0s expoentes.

As seis tabelas completas iniciais organizadas por turma que estdo nos
Apéndices sofreram recortes. Nesse segundo momento passo a analisar, através
dos recortes, os resultados escritos por nove estudantes de cada turma, organizados
em grupos de trés adolescentes, a partir dos éxitos nas atividades propostas.
Como ocorreu a escolha desses sujeitos? Pela analise dos resultados no
instrumento aplicado. Organizei um indicador de vestigios de crescimento na
construgcdo do conhecimento algébrico, nas acoes

aqui, especificamente,

individuais, por convencao usei:
GRUPO 1 = EXITO PLENO em todas as atividades propostas;
GRUPO 2 = EXITO PARCIAL nas atividades propostas;
GRUPO 3 = POUCO EXITO nas atividades propostas.

Os simbolos séo: caracteres, para destacar o produto da multiplicagdo entre
mondmios; % para indicar os resultados dos sujeitos do grupo 1; e, para indicar os
resultados dos sujeitos do grupo 2; A, para indicar os resultados dos sujeitos do

grupo 3.

Tabela 7 - Recorte das Tabelas 1 — T71, T72 e T73 — Geral com todas operacoes -
agrupamento pelo éxito em GRUPO 1, GRUPO 2 e GRUPO 3

N°/NOME | Reconhece | Diferencia Identifica Efetua Efetua Efetua Efetua Efetua
coeficiente a parte seme Adicoes Subtra Multipli Divisbes Poten
RECORTE | numeérico literal lhanca cOes Cacdes ciacoes
TABELA 1 de
mondémios
DATA: S N S N S N S N S N S N S N S N
09/05 I A I A I A I A I A I A I A I A
M O M ¢} M O M ¢} M [¢] M [¢] M O M O
GRUPO 1




T71

1-Pe X X X X X X X
2—Mn X X X X X X X
3-To X X X X X X X

T72

1-Na X X X X X g X X
2—Se X X X X X 2 X X
3-Pa X X X X X | X X
T73

1-Ma X X X X X 2 X X

2 —Gui X X X X X | & X X
3—RuU X X X X X 2 X X
GRUPO 2

T71

1-An X X X X X X | X
2-Da X X X X X o X X
3-Bi X X X X X ) X X
T72

1-We X X X X X X X
2-Dy X X X X X ) X X
3-Po X X X X X o X X
T73

1-VanD X X X X X o X X
2—Ci X X X X X ) X X
3-Ju X X X X X o X X
GRUPO 3

T71

1-Ale X X X X X A X X
2—Fe X X X X X A X X
3-Vi X X X X X A X X
T72

1-Ro X X X X X A X X
2-Fa X X X X X A X X
3-Ne X X X X X A X X
T73

1-Us X X X X X A X X
2—Ad X X X X X A X X
3-Je X X X X X A X X

OBS.: As Tabelas 1 completas encontram-se nos Apéndices 5, 11 e 17.

Dos nove estudantes formadores do GRUPO 1, sete consideraram de forma
correta a reunido das partes que compdem o “todo” de um produto entre dois
mondmios. Do ponto de vista matematico, verifica-se maior nimero de acertos nos
aspectos uso correto da regra dos sinais da multiplicacdo (contetdo estudado na
série anterior), efetuacdo correta da multiplicacdo entre os fatores numeéricos
(conteudo estudado nas séries do curriculo por atividades), aplicacdo correta das
propriedades convencionais do produto entre a parte literal e da adicdo dos
expoentes presentes nas operacdes de multiplicacdo no calculo algébrico

(conteudos estudados na série em que estao).

Do ponto de vista da psicologia piagetiana, segundo Battro (1978), “[...] o
critério psicologico da constituicho de um ‘agrupamento’ € a descoberta da
conservagao das totalidades, independentemente do arranjo das partes.” Apresentei
aos estudantes uma série de situacdes algébricas em que eles deveriam,

individualmente, restabelecer e aplicar as regras e as propriedades dos trabalhos



anteriormente demonstrados nas situacdes de aprendizagem propostas para a
coleta de dados através do instrumento de observagdo. Posso afirmar que nos
estudantes do GRUPO 1 encontrei avancos em direcdo a “conservagao do todo”
sobre uma composicdo de partes. Na medida que o préprio das operagdes “[...] €
precisamente assegurar a livre mobilidade das partes no seio de um todo que se
conserva necessariamente como reunido (real ou virtual) de seus elementos.”
(BATTRO, p.63)

Segundo Piaget, a generalizacdo por composicdo operatdria ou construtiva,
“ao ultrapassar o real por intermédio da reversibilidade, atinge o possivel e devido a
isto atribui as relagdes reais, isto é, as leis dadas, um carater de necessidade.”
(Battro, 1978) Como afirma o autor, a partir da generalizacdo operatéria 0 sujeito
utiliza elementos ja considerados por um primeiro sistema para construir, por meio
de novas composi¢des, um segundo sistema, que passa a ter maior numero de

relacdes. Logo, excede ao primeiro e 0 compreende.

No caso da multiplicacdo de mondémios, a lei geral da multiplicacdo entre
mondmios € uma explicagdo na medida em que aparece como necessaria e
constante entre duplas variaveis numeéricas e literais para a resolucdo das situacoes
de aprendizagem propostas tanto para o grupo de estudantes adolescentes no
calculo das éareas das fichas de forma quadrangulares como nas situacfes
individuais propostas pela Avaliagdo Escrita Com Uso de Notagdo Simbdlica
(AECNS). A relacao entre duplas variaveis se faz constante e necessaria pois nas
diversas variagbes propostas nos dois instrumentos de coleta de dados estdo
envolvidas conservagbes em diferentes dimensdes. Conservacdes registradas
partindo de condutas observadas nos diferentes modelos de significacdo
considerando organizacdes entre aritmética, geometria e algebra na mobilidade das
situacdes de aprendizagem frente as dificuldades impostas pela novidade e
complexidade do problema da multiplicagdo entre mondémios, na capacidade de
adaptar tal conservacdo na estrutura particular em que o sujeito foi capaz de

resolver situacdes estritamente algébricas.

E possivel considerar que os sete dos nove estudantes no GRUPO 1
(AECNS) generalizaram, no sentido piagetiano, 0os conhecimentos relativos
multiplicacdo de mondmios? Eles demonstraram através do registro grafico

hY

dominio das regras relativas & multiplicacdo de mondmios. Nos sujeitos para

®Q O o



compreensao da relagdo parte/todo € preciso que se realize uma operacao légico-
matematica chamada de conservacdo. Tal operacdo exige um pensamento
organizado através da manipulacdo biunivoca do célculo considerando relacbes
entre dimensdes aritméticas (sinais e numeros) e algébricas (fatores literais e
expoentes). Essa dimensdo somente é alcancada quando o sujeito constroi a
relacdo entre a parte e o todo, logo dos sete sujeitos participantes do (AECNS)
constato que “Se” e “Pa” continuaram alcangando éxito nos seus resultados, mas o
sujeito “Na” ndo demonstrou 0 mesmo éxito. Assim, nao posso afirmar que todos os

estudantes do GRUPO 1, compreenderam os conceitos envolvidos.

Os estudantes do GRUPO 2 me surpreenderam com 0s resultados negativos
apresentados no instrumento formal (AECNS), visto que somente dois dos nove
resolveram as questfes de forma adequada. Nao souberam estabelecer as regras
de procedimento que ja haviam experenciado nas aulas anteriores de forma pratica
e concreta com as fichas de formas quadrangulares e retangulares. Pelos registros
do GRUPO 2 constato uma inconstancia na conservag¢ao dos invariantes (regra de
sinais e multiplicacdo entre fatores numéricos), assim como, ndo constituem uma
reflexdo individual retroativa das ac¢des anteriores, dificultando a compreensdo dos

esquemas algébricos.

Piaget contribuiu para a compreensao da matematica ao afirmar que “...] as
matematicas ndo aparecem de um dia para o outro, mas sem cessar se constroem
por acbes do sujeito” (1977a). A citacdo enfatiza que o estudante, ao coordenar
acOes, atinge um nivel superior de pensamento no qual pode raciocinar sobre
hip6teses tanto quanto sobre objetos, o que o autor chamou de “nivel das operacdes
formais”. Se € sob multiplas coordenacfes que os estudantes passam do nivel das
acOes para o da construcdo dos conceitos, € notavel o baixo desempenho dos
estudantes do GRUPO 2 nas atividades especificas da multiplicagcdo de monémios.
Por que ndo consideraram as praticas desenvolvidas nas situacdes de

aprendizagem baseados na pesquisa anteriormente.

A partir da AECNS o produto assume o papel de indice célculo, em lugar da
percepcdo. Até entdo, o0 sujeito acreditava na relacdo entre os lados de fichas de
formas quadrangulares e retangulares como uma justificativa. Agora, passa a uma
relacdo que ndo é direta, que deve haver também uma inferéncia, casos de

conservacdo em que as inferéncias para o célculo das areas sdo algoritmos que o



ajudam a resolver casos especificos na multiplicacdo de mondmios, ainda que o
sujeito ndo generalize e compreenda todos os possiveis. O fato dos sujeitos do
GRUPO 2 nao verificarem nos mondmios suas inferéncias anteriores abre a

possibilidade da procura por novas explicacoes.

No GRUPO 3 nao houve sequer um registro de acerto. Os sujeitos nao
conseguiram estabelecer uma relacdo entre as propriedades numéricas e as
algébricas. Mesmo que estas propriedades das operacdes multiplicacdo e
potenciacdo ndo sdo de uso exclusivo da notacdo e da convencéo algébrica. Se em
algebra o foco é relacionar e manipular concomitantemente duas propriedades, 0s
estudantes deste grupo que ja tinham expressado corretamente varias abordagens
nas situacbes de aprendizagem desenvolvidas na sala de aula em momentos

anteriores nao obtiveram o mesmo éxito neste instrumento.

Para Piaget,

[...] o pensamento formal é obrigado a dispor, em cada situacdo especifica,
de uma grande amplitude de operacdes virtuais que ultrapassam o dominio
das operagbes momentaneamente utilizadas de fato, [...] h4 equilibrio na
medida em que essas transformagbBes virtuais “se compensam’
exatamente, ou, na linguagem das operacdes, na medida em que tais
operacdes possiveis constituem um sistema reversivel do ponto de vista
l6gico. (1976, p.193)

Os estudantes, na presenca favoravel de situacdes-problema apresentadas
na Avaliacdo Escrita Com Uso de Notacdo Simbolica - (AECNS), teriam uma
condicao de identificar as relacBes entre os elementos j& empregados em momentos
anteriores e os elementos dados nas situacdes de multiplicacdo de mondmios.
Contudo, desde o inicio da AECNS nao conseguiram englobar as relacbes praticas-
reais no conjunto dos possiveis. Essa atitude pode ser considerada uma condi¢ao

de ndo equilibrio do pensamento desses adolescentes do GRUPO 3.

As dificuldades desdobram-se as resisténcias do contetudo envolvido, dando
margem a um conjunto de constatacdes aparentes de que no momento em que 0
sujeito ndo conserva propriedades que podiam ser destacadas através de elementos
observaveis como no caso da area de fichas quadrangulares e retangulares. Assim,
os sujeitos do GRUPO 3 nao tém como interpretar as partes do monémio para uma
inferéncia correta, porque ndo possuem coordenacdes suficientes para elaborar uma

significacdo mais complexa, aqui especificamente na linguagem algébrica.



A TABELA 2%, mantém nos grupos os mesmos estudantes da TABELA 1,
registra uma analise somente dos “acertos” e “erros” da quarta questao da avaliagao
escrita (AECNS), isto €, da operacdo de multiplicacdo entre os mondmios. Os
mondmios foram divididos pelos seus expoentes na forma visivel (1, 2, 3, 4) e na
forma invisivel (1). O expoente 1 (um) foi também registrado para verificarmos como
0os estudantes operariam com ele na forma visivel e na forma didatica (como é
apresentado nos livros) invisivel. E nessa particdo dos mondmios o coeficiente
numerico passa a ser subdividido em sinal + fator(es) numérico(s), e a parte literal,

em fatores literais + expoente(s).

Na Avaliacdo Escrita Com Uso de Notacdo Simbdlica aplicada nas turmas, a
guarta questdo, que é a multiplicagdo entre mondmios, assim se encontra
estruturada:

Efetuar as multiplicacdes:
A) (6x%) . (5x% =

B) (-8a’b).(2a’v") =
C) (7xY?).(@x%y m?) =

Classifiquei para expoente visivel os fatores literais que estdo negritados:
A) (6x?) . (5x3% =+ 30x°
B) (-8a’b). (2a%b') =- 16 a’'b?
C) (7xY?) . (4x%y m?) = + 28x%y*m?

E classifiquei para expoente invisivel os fatores literais abaixo negritados:

A) (6x%) . (5x% =+ 30x°
B) (-8a’b). (2a°h*) =- 16 a’b?
C) (7x V). (4x*y m?) = + 28x%y*m?

Fazendo uma analise dos produtos registrados nas TABELAS 2 quanto ao
percentual de acertos apresentados pelas trés turmas, levando em consideracéo os
dados referentes ao coeficiente numérico, temos: T71: sinal = 54% e fatores

numéricos = 88%, T72: sinal = 64% e fatores numéricos = 80%, T73: sinal = 54% e

*® TABELA 2 — Multiplicagdo de mondmios. — Apéndices: 6 (T71), 12 (T72) e 18 (T73).



fatores numéricos = 88,5%. A andlise dos registros dos adolescentes revela que
estdo desconsiderando o aspecto multiplicativo das questfes propostas quanto a
regra dos sinais, com uma meédia de apenas 57% de acertos. Retomando os
instrumentos aplicados, verifico o maior numero de “erros” na multiplicagéo entre (-8)
e (2), onde o sinal negativo € desconsiderado, ao passo que na multiplicacdo dos
fatores numéricos (6).(5), (8).(2) e (7).(4) os estudantes apresentaram uma média de

87% de resultados corretos.

Continuando a analise das TABELAS 2, os estudantes, ao terem seus
produtos classificados separadamente na parte literal em fatores literais e
expoentes visiveis (1, 2, 3 e 4), apresentaram 0s seguintes indices de éxitos: T71:
fatores literais = 85% e expoentes = 65%, T72: fatores literais = 84% e expoentes =
80%, T73: fatores literais = 92% e expoentes = 88,5%. A aplicacdo da regra da
multiplicac@o entre partes literais semelhantes e diferentes ficou na média de 87% e,
na aplicacdo da propriedade com expoentes visiveis, em 78% de éxitos. J4 o0s
produtos registrados pelos estudantes para a parte literal e expoente um (1) na
forma invisivel apresentaram os indices: T71: fatores literais = 100% e expoentes =
38,5%, T72: fatores literais = 84% e expoentes = 52%, T73: fatores literais = 92% e
expoentes = 50% de éxitos. A aplicacdo da regra da multiplicacdo entre partes
literais semelhantes e diferentes ficou na média de 92% e, na aplicacdo da
propriedade com o expoente 1 — na forma invisivel, a média baixou para 47% de
éxitos. Aqui tenho a constatacdo de que ainda ndo haviam apreendido o significado
de uma quantidade oculta (ou de uma variavel oculta). As respostas indicam que os
estudantes ainda nédo estdo conseguindo resolver situacbes-problema em que
estejam introduzidas duas grandes partes incognitas (coeficiente numérico e parte
literal) com um contexto de natureza puramente multiplicativa algébrica, envolvendo

o expoente 1 na sua forma invisivel.

Para dar continuidade, considerarei agora a analise dos dados sobre um
recorte das TABELAS 2 das trés turmas envolvidas nesta pesquisa, de modo que
nove estudantes passam a ser reunidos pela semelhanca de caracteristicas em
GRUPO 1, GRUPO 2 e GRUPO 3, mantém nos grupos 0s mesmos estudantes da
TABELA 1. Esta tabela apresenta informag¢des mais detalhadas dos resultados das
multiplicacbes em expoente visivel e expoente invisivel, divididos em coeficiente

numérico e este subdividido em sinal + fatores numéricos, e a parte literal



subdividida em fatores literais + expoente(s). Esse esquema passo a ver como um
destaque necessario a compreensdo dos possiveis sistemas combinatérios
utilizados pelos adolescentes para o encontro de indicadores da construcdo de

conhecimentos algébricos nos estudantes da 72 série ou 8° ano.

Para a compreensédo do leitor, as préximas tabelas, que apresentam dados

somente da multiplicacdo entre mondmios.

Tabela 8 - Recorte das Tabelas 2 — T 71, T72 e T73 — Multiplicacdo de mondmios -
agrupamento pelo éxito em GRUPO 1, GRUPO 2 e GRUPO 3

N°/NOME EXPOENTE VISIVEL EXPOENTE INVISIVEL
RECORTE Coeficiente Numérico Parte Literal Coeficiente Numérico Parte Literal
TABELA 2
DATA: 09/05 Sinal Fator Fator Expoente Sinal Fator Fator Expoente
Numérico literal namerico literal

C E C E C E C E C| E C E C E C E
GRUPO 1
T71
1-Pe X X X X X X X X
2 - Mn X X X X X X X X
3-To X X X X X X X X
T72




1-Na X X X X X X X X
2-Se X X X X X X X X

3-Pa X X X X X X X X

T73

1-Ma X X X X X X X X

2 -Gui X X X X X X X X

3-Ru X X X X X X X X
GRUPO 2

T71

1-An X X X X X X X X
2-Da X X X X X X X X
3-Bi X X X X X X X X

T72

1-We X X X X X X X X
2 - Dy X X X X X X X X
3-Po X X X X X X X X

T73

1-VanD X X X X X X X X
2-Ci X X X X X X X X
3-Ju X X X X X X X X
GRUPO 3

T71

1-Ale X X X X X X X X
2-Fe X X X X X X X X
3-Vi X X X X X X X X
T72

1-Ro X X X X X X X X
2-Fa X X X X X X X X
3-Ne X X X X X X X X
T73

1-Us X X X X X X X X
2-Ad X X X X X X X X
3-Je X X X X X X X X

OBS.: As Tabelas 2 completas encontram-se nos Apéndices 6, 12 e 18.

Dentre os nove estudantes do GRUPO 1, voltando o olhar para os expoentes
visiveis, apenas o sujeito “Na” deixou de registrar na questdo C (7x y°) . (4x’y m?) o
fator literal “m?”; os demais estudantes deste grupo registraram corretamente os
produtos das trés situacbes da questdo niumero 4 da avaliacdo aplicada — AECNS.
Quanto ao expoente 1 — na forma invisivel, os estudantes “Mn”, “To”, “Na” e “Ru”
deixaram de efetuar corretamente a multiplicacdo da parte literal, expresso no
registro incorreto dos expoentes (maior detalhamento nos préximos recortes das
tabelas 5 e 6).

Ja no GRUPO 2, os sujeitos “Da”, “Bi”, “Ci” e “Ju” desconsideraram o sinal
negativo na questdo B (-8a%b ) . (2a®b') = 16 a’b? O néo registro do sinal negativo
conduz ao erro desta multiplicacdo tanto para o expoente visivel como para o
expoente invisivel (1). Em contrapartida, todos os estudantes deste grupo efetuaram
a multiplicacdo correta entre os fatores numéricos apresentados: (6).(5), (8).(2) e
(7)-(4).

Na continuacdo com o GRUPO 2, analisando somente o expoente visivel, o

estudante “Ci”, na questdo A (6x?) . (5x°) = 30° nao registrou o fator literal “x” da



parte literal; por sua vez, os estudantes “An", “Da” e “We”, na questdo A (6x?) . (5x°),
registraram o produto da multiplicacdo de forma incorreta, escrevendo o valor 6 ao
invés do 5 como expoente para a parte literal = 30x°. Quanto ao expoente 1 — na
forma invisivel, sete dos nove estudantes nao registraram corretamente os produtos;
em compensagao, excluindo o sujeito “Ci”, os demais oito sujeitos registraram todos
os fatores literais (a, X, y) que compdem as partes literais corretamente. Maiores
detalhamentos nas apresentacdes dos recortes das tabelas 5 e 6.

Em relacdo ao GRUPO 3, sete dos nove estudantes deste grupo néao
registraram o sinal negativo na questéo B (-8a’b) . (2a®b%), assim influenciando tanto
na categorizagcdo dos expoentes visiveis como nos invisiveis. Os estudantes “Ale”,
“‘Ne” e “Us” registraram de forma incorreta a multiplicacéo entre os fatores numéricos
(6).(5) ou (7).(4), outro aspecto que se reflete na incorrecdo dos expoentes visiveis
como para o expoente 1 — na forma invisivel. Entre 0os nove estudantes deste
GRUPO 3, somente os sujeitos “Ale” e “Vi’, da T71, cometeram “erros” com os
expoentes visiveis 1, 2, 3 e 4. Quanto aos expoentes invisiveis, nenhum dos nove
estudantes deste grupo os registrou de forma correta. Maiores interpretacdes na
apresentacao dos recortes das tabelas 5 e 6.

A TABELA 3% registra uma interpretacdo somente dos expoentes visiveis
(1, 2, 3 e 4), levando em consideracdo as subdivisdes do coeficiente numérico e da
parte literal da multiplicacdo entre os monémios. Seguindo a convencao previamente
estabelecida:

P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico);

P” = n&o opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico);

Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fatores literais e expoentes);

Q" = né&o opera com a parte literal (P.L.) = (fatores literais ou expoentes).
Relembrando que na classificacdo para expoente visivel os fatores literais

considerados nos monémios sdo 0s que estdo negritados:
A) (6x%) . (5x% =+ 30x°
B) (-8a'h).(2a%v") =- 16 a'b?
C) (7xy%) . (4x%y m?) = + 28x%y*m?

*® TABELA 3 — Multiplicagdo de mondmios — expoente visivel. — Apéndices: 7 (T71), 13 (T72) e 19
(T73).



Transformando em percentuais os registros das TABELAS 3, os estudantes
da T71: operam com coeficientes numéricos = 46% e com a parte literal (expoentes
visiveis) = 65%, os adolescentes da T72: operam com coeficientes numeéricos =
60% e com a parte literal (expoentes visiveis) = 76% e 0s sujeitos da T73: operam
com coeficiente numérico = 50% e com a parte literal (expoentes visiveis) = 85%. A
média entre as trés turmas esta para os que operam com coeficientes numéricos em
52% e 0s que operam com a parte literal com expoentes visiveis em 75%.

Os dados mostram que os estudantes operam melhor com a parte literal do
que com o coeficiente numérico quando os expoentes da parte literal sao visiveis.
Poder-se-ia interpretar que 0s sujeitos estavam considerando convencgoes
notacionais, pois os fatores literais “x” e “y” sdo as primeiras letras e as mais
utilizadas no contexto algébrico envolvendo multiplicacdo e adi¢cdo. As respostas
corretas sugerem que o conceito de multiplicacdo entre varidveis semelhantes
parece criar nos estudantes um esquema mental que os leva a perceber a natureza

aditiva do problema envolvendo a adicdo dos expoentes visiveis.

Agora trago o recorte da TABELA 3 das trés turmas envolvidas na pesquisa,
mantém nos grupos os mesmos estudantes da TABELA 1. Esta tabela apresenta
informagdes dos nove estudantes de cada turma, especificamente sobre os registros

focando os expoentes visiveis.

Tabela 9 - Recorte das Tabelas 3 — T 71, T72 e T73 — Multiplicagcdo de mondémios —
expoente visivel - agrupamento pelo éxito em GRUPO 1, GRUPO 2 e

GRUPO 3

N°/NOME EXPONTE VISIVEL INTERPRETACAO

RECORTE Coeficiente Parte Literal

TABELA 3 Numérico

DATA: Sinal Fator Fator Expoentes P opera P" nédo Q opera Q nao

09/05 numérico literal com opera com opera
C.N. com P. L. com

C.N. P. L.
C|E| C E C E C E

GRUPO 1

T71

1-Pe X X X X X X

2 -Mn X X X X X X

3-To X X X X X X

T72




1-Na X X X X X X
2-Se X X X X X X

3-Pa X X X X X X

T73

1-Ma X X X X X X

2 - Gui X X X X X X

3-Ru X X X X X X
GRUPO 2

T71

1-An X X X X X X
2-Da X | X X X X
3-Bi X1 X X X X X

T72 X

1-We X X X X X

2-Dy X X X X X X
3-Po X X X X X X
T73

1-VanD X X X X X X
2-Ci X1 X X X X

3-Ju X1 X X X X X
GRUPO 3

T71

1-Ale X X X X X

2-Fe X1 X X X X X
3-Vi X | X X X X

T72

1-Ro X1 X X X X X
2-Fa X X X X X X
3-Ne X X X X X X
T73

1-Us X X X X X X
2-Ad X1 X X X X X
3-Je X X X X X X

OBS.: As Tabelas 3 completas encontram-se nos Apéndices 7, 13 e 19.

A Tabela 9 sofre desdobramentos na Tabela 10 com os dados do GRUPO 1,
na Tabela 11 com os dados do GRUPO 2 e na Tabela 12 com os dados do GRUPO
3.

Tabela 10 — Desdobramento do recorte das Tabelas 3: levantamento do coeficiente
numerico e da parte literal - GRUPO 1

GRUPO 1 C.N. (A) C.N. (B) C.N. (C) P.L. (A) P.L.(B) P.L.(C)
T71

1-Pe + 30 - 16 +28 x> a’ m?
2 -Mn +30 -16 +28 x> a’ m?
3-To +30 - 16 +28 x° a’ m?
T72

1-Na + 30 - 16 +28 x° a’ | ]
2-Se +30 -16 +28 x> a’ m*
3-Pa + 30 - 16 +28 x> a’ m?
T73

1-Ma +30 - 16 +28 x> a’ m?
2 - Gui +30 - 16 +28 x° a’ m?
3-Ru +30 -16 +28 x> a’ m?




Os nove estudantes adolescentes que compdem o GRUPOL das trés turmas
souberam operar de forma correta os coeficientes numéricos (C.N.), tanto a regra

dos sinais como a multiplicacdo dos fatores numéricos.

No registro da parte literal (P.L.), o sujeito “Na”, da T72, foi o unico
componente do GRUPO 1 que cometeu um “erro” no expoente visivel das questbes

A — ele multiplicou os expoentes ao invés de adiciona-los e, em C, ndo registrou o

2"

fator literal “m“”, como podemos conferir no quadro acima.

Tabela 11 — Desdobramento do recorte das Tabelas 3: levantamento do coeficiente
numeérico e da parte literal - GRUPO 2

GRUPO 2 C.N. (A) C.N. (B) C.N. (C) P.L.(A) P.L. (B) P.L.(C)
T71

1-An 30 -16 28 X a’ m?
2-Da 30 16 28 X a’ m?
3-Bi 30 16 28 X a’ m?
T72

1-We 30 -16 28 X a’ m?
2-Dy 30 -16 28 x> a’ m’
3-Po 30 -16 28 X a’ m®
T73

1-VanD 30 -16 28 X a’ m
2-Ci 30 16 28 i a’ m°
3-Ju 30 16 28 X a’ m?

Analisando o registro grafico da AECNS dos estudantes do GRUPO 2, verifico
que os sujeitos “An", “We”, “Dy”, “Po” e “VanD” operaram de forma correta com
sinais e fatores numéricos, registrando corretamente o Coeficiente Numérico (C.N.)
das trés questdes que envolveram a multiplicagdo de monémios. Os sujeitos “Da”,
“Bi”, “Ci” e “Ju” nao registraram o sinal negativo, que pela regra da multiplicagao,
obrigatoriamente, deve ser registrado no produto (-16), como podemos ver no
guadro acima. Os nove sujeitos que compdem o GRUPO 2 efetuaram corretamente

a multiplicacao entre os fatores numéricos, registrando em A =30,B =16 e C = 28.

Seguindo com o GRUPO 2, analisando a Parte Literal (P.L.) dos expoentes
visiveis, os sujeitos “Bi”, “Dy”, “Po”, “VanD” e “Ju” acertaram as questdes A, Be C —,
pois aplicaram de forma correta as propriedades da multiplicacdo entre mondémios
com partes literais semelhantes e diferentes, assim como a propriedade especifica
dos expoentes visiveis na multiplicacdo entre fatores algébricos. Os sujeitos “An",

“‘Da” e “We” erraram a questao A, visto que multiplicaram os expoentes ao invés de



adiciona-los, conforme a propriedade da multiplicacdo com fatores literais
semelhantes. Por sua vez, o estudante “Ci” nao registrou o fator literal “x”; por fim,
registrou o expoente correto 5 como poténcia do coeficiente numérico 30.

Tabela 12 — Desdobramento do recorte das Tabelas 3: levantamento do coeficiente
numerico e da parte literal - GRUPO 3

GRUPO 3 C.N. (A) C.N. (B) C.N. (C) P.L.(A) P.L.(B) P.L.(C)
T71

1-Ale 30 16 26 x° a’ m°
2 - Fe 30 16 28 X a’ m?
3-Vi 30 16 28 x° a’ m?
T72

1-Ro 30 16 28 X a’ m°
2-Fa 30 -16 28 X a’ m°
3-Ne 35 16 26 X a’ m?
T73

1-Us 35 16 28 X a’ m?
2-Ad 30 16 28 X a’ m?
3-Je 30 -16 28 X a’ m?

Passando para o GRUPO 3, dos nove estudantes adolescentes, somente dois
- sujeitos “Fa” e “Je” — registraram de forma correta o sinal e o fator numérico que
compdem os coeficientes numéricos das op¢cbes dadas na AECNS aplicada. Sete
sujeitos — “Ale”, “Vi”, “Ro”, “Fe”, “Ne”, “Us” e “Ad” — ndo registraram o sinal negativo
como produto da multiplicacdo entre (-8) e (+2) na questdo B. Os sujeitos “Ale” e
“‘Ne” também registraram de forma incorreta o produto 26 para a multiplicacao entre
os fatores numéricos (7) e (4), sendo 28 o resultado correto; os sujeitos “Us” e “Ne”
registraram de forma incorreta 35 como o produto entre os fatores numéricos (6) e

(5), sendo 30 o resultado correto.

Quanto a Parte Literal (P.L.) no GRUPO 3, analisando o0s expoentes visiveis,
verifica-se que sete dos nove sujeitos — “Fe”, “Ro”, “Fa”, “Ne”, “‘Us”, “Ad” e “Je” —
acertaram as questdes A, B e C —, pois aplicaram de forma correta as propriedades
da multiplicacdo entre mondmios com partes literais semelhantes e diferentes, assim
como a propriedade especifica dos expoentes na multiplicacdo entre as partes
literais. Contudo, os sujeitos “Vi’ e “Ale” erraram a questéo A, pois multiplicaram os
expoentes ao invés de adiciona-los conforme a propriedade da multiplicagdo com
partes literais semelhantes. E o sujeito “Ale” cometeu 0 mesmo “erro” na questao B,

multiplicando os expoentes 4 e 3 ao invés de adiciona-los.



A TABELA 47 registra uma interpretacdo somente dos expoentes visiveis,
transformando as convencgdes utilizadas na TABELA 3 em combinag@es I6gicas na
forma algébrica, como reescrevo a seguir.

Se P = coeficiente numérico (certo) € o resultado da operacdo numérica
formada por: A = sinal (+, -) e B = fatores numéricos, logo P = A A B. (opera com os
sinais e efetua a multiplicac&do entre os fatores numéricos).

Se P’ = coeficiente numérico (errado) € o resultado da ndo operacdo, com as
variacGes dadas por: A = sinal (+, -), simbolo: v = ou, B = fatores numéricos.

Logo, P"= A" v B" (0 estudante ndo opera com 0s sinais ou ndo opera com 0s
fatores numéricos). Sendo que P pode ser:

P = A" A B (ndo opera com os sinais e opera com os fatores numéricos) ou
P = A A B (opera com o0s sinais e ndo opera com os fatores numeéricos) ou
P = A" A B (ndo opera com o0s sinais e ndo opera com os fatores numéericos).

Na sequéncia, se Q = parte literal é o resultado da operacdo algébrica
formada por: L = fatores literais, simbolo: A = e, E = expoente(s), sendo E'
(expoente visivel); logo, Q = L A E é uma operacéo algébrica correta.

Sendo Q =L A EY (opera com os fatores literais e opera com os expoentes

visiveis).

Se Q' = parte literal é o resultado da ndo operacédo, com as variacdes dadas
por: L = fatores literais, simbolo: v = ou, E = expoente(s).

Logo, Q =L v E € o produto de uma operacao algébrica incorreta. Sendo E"
(expoente visivel), assim:

o

visiveis),

L” A EY (ndo opera com os fatores literais e opera com o0s expoentes

Q =L A EV (opera com os fatores literais e ndo opera com 0s expoentes
visiveis) ou

Q =L A EY (ndo opera com os fatores literais e ndo opera com os expoentes
visiveis).

Fazendo uma andlise dos acertos quanto a multiplicagdo entre mondémios,
tenho agora o recorte das Tabelas 4 das trés turmas que fizeram parte desta

pesquisa. Por meio desses registros tento compreender como e se esses sujeitos,

*’ TABELA 4 — Expoente visivel - combinagbes — Apéndices: 08 (T71), 14 (T72) e 20 (T73).



estudantes adolescentes, demonstram avancos na compreensdo da linguagem

simbdlica convencional da matematica, sabendo aplicar as regras da multiplicacéo

entre monémios semelhantes e diferentes, concomitantemente com as propriedades

exponenciais.

Tabela 13 - Recorte

das Tabelas 4 — T71, T72 e T73 — Expoente visivel —

combinagdes - agrupamento pelo éxito em GRUPO 1, GRUPO 2 e

GRUPO 3
N°/NOME EXPOENTE VISIVEL
RECORTE
TABELA 4
DATA: Coeficiente Coeficiente numérico (P) Parte Parte literal (Q)
09/05 Numérico A =sinal B = fator numérico Literal (Q) L = fator literal E' = expoente visivel
P)
P=AAB P=AAB |P=AAB |P=AAB | Q=LAEY | Q=LAE" |Q=LAEY | Q=LAE"
GRUPO 1
T71




1-Pe

2-Mn

XXX
XXX

3-To

T72

1—Na

2 -Se

XXX
x

3-Pa

T73

1-Ma

2 - Gui

3-Ru

XXX
XXX

GRUPO 2

T71

1-An X X

2-Da X X

3-Bi X X

T72

1-We

2 -Dy

XXX
X

3-Po

T73

1-VanD X X

2-Ci X X

3-Ju X X

GRUPO 3

T71

1-Ale X X

2-Fe X X

3-Vi X X

T72

1-Ro X

2-Fa

XXX

3-Ne X

T73

1-Us X

2-Ad X

XXX

3-Je X

OBS.: As Tabelas 4 completas encontram-se nos Apéndices 8, 14 e 20.

A Tabela 13 sofre desdobramentos na Tabela 14 com os dados do GRUPO
1, na Tabela 15 com os dados do GRUPO 2 e na Tabela 16 com os dados do
GRUPO 3.

Tabela 14 — Desdobramento do recorte das Tabelas 4 — levantamento das
combinacdes dos coeficientes numéricos e da parte literal —

GRUPO 1

GRUPO 1 Coeficientes Numéricos Coeficientes Parte Literal Parte Literal
(A), (B) e (C) Numéricos CORRETA INCORRETA
CORRETOS INCORRETOS

T71

1-Pe P=AAB Q=LAE"

2-Mn P=AAB Q=LAE"

3-To P=AAB Q=LAE’

T72

1-Na P=AAB Q=LAE"

2-Se P=AAB Q=LAE’

3-Pa P=AAB Q=LAE’

T73




1-Ma P=AAB Q=LAE’
2 — Gui P=AAB Q=LAE’
3—-Ru P=AAB Q=LAE

Os nove estudantes do GRUPO 1 apresentaram de forma correta o registro
do produto dos fatores visiveis apresentados na questdo sobre a multiplicacéo entre
mondmios do instrumento estruturado. Na hipotese: se P = coeficiente numérico
(certo) é o resultado da operacdo numérica formada por: A = sinal (+,-) e B =
fatores numéricos, logo P = A A B (opera com os sinais e fatores numéricos
diferentes). Os estudantes que aplicaram de forma correta a regra dos sinais e
efetuaram com éxito a multiplicacdo entre os fatores numéricos obtiveram um
coeficiente numérico (P) correto.

Na hipoétese: se Q = parte literal € o resultado da operacéo algébrica formal
composta por: L = fatores literais e E' = expoente visivel, logo Q =L A E' € uma
operacdo algébrica correta. Na sequéncia da analise do GRUPO 1, oito dos
estudantes adolescentes operaram de forma correta na multiplicagdo da parte literal
dos monomios. Assim, 88% dos sujeitos escolhidos das trés turmas (T71, T72 e
T73) para fazerem parte do GRUPO 1, categorizados como aqueles que tém “éxito
pleno”, validaram a hipotese Q = L A E', demonstrando por meio da AECNS que

operaram com éxito as partes literais e 0s expoentes visiveis.

No registro da parte literal (P.L.), o sujeito “Na”, da T72, foi o unico
componente do GRUPO 1 que cometeu um “erro” no expoente visivel das questdes

A = 30x°, por multiplicar os expoentes ao invés de adiciona-los e, em C = 28x%y*,

ndo registrar o fator literal “m?”.

Tabela 15 — Desdobramento do recorte das Tabelas 4 — levantamento das
combinacdes dos coeficientes numéricos e da parte literal —
GRUPO 2

GRUPO 2 Coeficientes Numéricos Coeficientes Parte Literal Parte Literal

(A), (B) e (C) Numéricos CORRETA INCORRETA
CORRETOS INCORRETOS

T71

1-An P=AAB Q=LAE”

2-Da P=AAB Q=LAE"

3 - Bi P=AAB Q=LAE’

T72

1-We P=AAB Q=LAE”

2 -Dy P=AAB Q=LAE’

3-Po P=AAB Q=LAE’




T73
1-VanD P=AAB Q=LAE’
2-Ci P=AAB Q=L AE"
3-Ju P=AAB Q=LAE’

Passando para o GRUPO 2 e analisando o registro dos estudantes, verifico
que os sujeitos “An", “We”, “Dy”, “Po” e “VanD” operaram de forma correta com
sinais e fatores numéricos, acertando o coeficiente numérico das trés questbes;
logo, P = A A B. Os sujeitos “Da”, “Bi”, “Ci” e “Ju” n&o registraram o sinal negativo,
que, pela regra da multiplicacédo, obrigatoriamente, deve ser registrado no produto
de (-8) . (2) = -16. Os nove sujeitos que compdem o GRUPO 2 registraram
corretamente os produtos em A = 30, B = 16 e C = 28; logo, parecem saber aplicar
a “tabuada”.

Na hipdtese: se Q = parte literal € o resultado da operacdo algébrica
convencional composta por: L = fatores literais e E'= expoente visivel; logo,
Q = L A EY é uma operagdo algébrica correta. Seguindo com o GRUPO 2,
analisando a Parte Literal (Q) dos expoentes visiveis, os sujeitos “Bi”, “Dy”, “Po”,
“VYanD” e “Ju” acertaram as questdes A, B e C, pois aplicaram de forma correta as
propriedades da multiplicagdo entre mondmios com fatores literais semelhantes e
diferentes, assim como a propriedade especifica dos expoentes na multiplicacdo
entre partes literais. Dos sujeitos escolhidos das trés turmas (T71, T72 e T73) para
fazerem parte do GRUPO 2, categorizados como aqueles que tém “éxito parcial”,
55% deles validaram a hipétese Q = L A EY, demonstrando por meio do instrumento
estruturado que operaram com as partes literais e com os expoentes visiveis.

Os sujeitos “An", “Da” e “We” invalidaram a questao A do teste escrito com
uso de notacao simbodlica (AECNS) ndo por operar com os fatores literais, mas por
nao operar corretamente com 0s expoentes visiveis (multiplicaram 3 e 2 ao invés de
adicionar 3 e 2): Q = L A E”. A estudante “Ci” invalidou também a questdo A — do
AECNS por: Q =L A EY, visto que nao registrou o fator literal “x”; assim, registrou o

expoente correto 5 como poténcia do coeficiente numérico 30.

Tabela 16 — Desdobramento do recorte das Tabelas 4 — levantamento das
combinagcdes dos coeficientes numéricos e da parte literal —
GRUPO 3
GRUPO 3 Coeficientes Numéricos Coeficientes Parte Literal Parte Literal
(A), (B) e (C) Numéricos CORRETA INCORRETA
CORRETOS INCORRETOS

T71
1-Ale P =A AB’ Q=LAE”




2-Fe P=AAB Q=LAE’

3-Vi P=AAB Q=LAE”
T72

1-Ro P=AAB Q=LAE’

2-Fa P=AAB Q=LAE’

3-Ne P=AAB Q=LAE’

T73

1-Us P=AAB Q=LAE’

2-Ad P=AAB Q=LAE’

3-Je P=AAB Q=LAE’

Passando para o GRUPO 3, dos nove estudantes adolescentes somente dois
— sujeitos “Fa” e “Je” — registraram de forma correta o sinal e o produto numérico que
compdem o coeficiente numérico das op¢des dadas no instrumento formal aplicado;
logo, P = A A B.

Sete sujeitos — “Ale”, “Fe”, “Vi’, “Ro”, “Ne”, “Us” e “Ad” — né&o registraram o
sinal negativo na multiplicagéo entre (-8) e (+2) na questao B, sendo categorizados
como P" = A" A B, isto é, ndo operaram com 0s sinais e operaram com os fatores
numeéricos. Os sujeitos “Ale” e “Ne”, além do sinal incorreto na questdo B,
registraram de forma incorreta o produto 26 para a multiplicacdo dos fatores
numeéricos (7) e (4), quando seria 28 o resultado correto. Os estudantes “Us” e “Ne”
nao registraram o sinal negativo na questdo B, assim como registraram de forma
incorreta 35 como o produto entre os fatores numéricos 6 e 5, sendo 30 o resultado
correto. Com todos esses “enganos” os estudantes “Ale”, “Ne” e “Us” passam a ser
categorizados como P" = A" A B', isto é, ndo operaram com 0s sinais nem operaram
com os fatores numéricos.

Na hipbtese: se Q = parte literal € o resultado da operacdo algébrica
convencional composta por L = fatores literais e E' = expoente visivel. No GRUPO
3, analisando 0s expoentes visiveis, sete dos nove sujeitos — “Fe”, “Ro”, “Fa”, “Ne”,
“‘Us”, “Ad” e “Je” — acertaram as questdes A, B e C — aplicando de forma correta as
propriedades da multiplicacdo entre mondmios com partes literais semelhantes e
diferentes, assim como a propriedade especifica dos expoentes na multiplicacdo
entre partes literais; logo, Q =L A E".

Entretanto, os sujeitos “Ale” e “Vi” erraram a questdo A — ao multiplicarem os
expoentes ao invés de adiciona-los conforme a propriedade da multiplicacdo com
partes literais semelhantes. “Ale” cometeu o mesmo “erro” na questdo B —,
multiplicando os expoentes 4 e 3 ao invés de adiciona-los. Os sujeitos “Ale” e “Vi’

invalidaram as questdes citadas na AECNS por operarem com os fatores literais e



nao operarem corretamente com 0S expoentes visiveis. Assim, passam a ser

categorizadas no quadro da TABELA 4 como: Q =L A E"..

A TABELA 5% registra uma interpretacdo somente do expoente um (1) na
forma invisivel, levando em consideracao as subdivisbes do coeficiente numérico e

da parte literal na multiplicacdo entre os mondémios. Segue-se a seguinte convencao:

P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico);
P~ = ndo opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico);
Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fatores literais e expoentes);
Q" = né&o opera com a parte literal (P.L.) = (fatores literais ou expoente).

Para melhor compreensao do leitor, devo explicar que no registro da parte
literal (P.L.) a questdo A — ndo havia elementos para serem analisados no critério do
expoente 1 na forma invisivel; na questdo B — os elementos para a analise estdo na

multiplicacdo entre (b) e (b} = b?

; ha questdo C — duplos elementos seréo
analisados: (x) . (%) = x> e (y%). (y) = y*. Assim, passo a relembrar como classifiquei
para analise do expoente invisivel os elementos que abaixo estdo negritados:

A) (6x%) . (5x%) = + 30x°

B) (-8a'h). (2a’b') =- 16 a’'b?

C) (7x Y% . (4x%y m?) =+ 28x%y*m?

Transformando em percentuais os registros das TABELAS 5, os estudantes
da T71: P = operam com C.N. = 46% e Q = operam com a P.L. (expoentes
invisiveis) = 38%, T72: P = operam com C.N. = 56% e Q = operam com a P.L.
(expoentes invisiveis) = 52%, T73: P = operam com C.N. = 50% e Q = operam com a
P.L. (expoentes invisiveis) = 50%. A média entre as trés turmas esta para os que
operam com coeficientes numéricos em 51% e 0s que operam com a parte literal
com expoentes invisiveis em 47%.

Agora analiso o recorte das TABELAS 5 das trés turmas envolvidas na
pesquisa, que apresentam informacdes dos nove estudantes de cada turma,
especificamente sobre os registros que focam o0s expoentes invisiveis.

Tabela 17 - Recorte das Tabelas 5 —T71, T72 e T73 — Multiplicagdo de monémios —

expoente invisivel - agrupamento pelo éxito em GRUPO 1, GRUPO 2 e
GRUPO 3

* TABELA 5 — Multiplicagdo de mondmios — expoente invisivel. — Apéndices: 9 (T71), 15 (T72) e 21
(T73).



N°/NOME EXPONTE INVISIVEL INTERPRETACAO

RECORTE | Coeficiente Numérico Parte Literal

TABELA S5

DATA: Sinal Fator Fator Expoentes | P opera P nédo Q opera Q" néo

09/05 numérico literal com opera com P.L. opera

C.N. com C.N. comP. L.

C|E C E C E C E

GRUPO 1

T71

1-Pe X X X X X X

2—-Mn X X X X X X

3-To X X X X X X

T72

1-Na X X X X X X

2-Se X X X X X X

3-Pa X X X X X X

T73

1-Ma X X X X X X

2 - Gui X X X X X X

3-Ru X X X X X X

GRUPO 2

T71

1-Na X X X X X X

2-Da X X X X X X

3-Bi X X X X X X

T72

1-We X X X X X X

2-Dy X X X X X X

3-Po X X X X X X

T73

1-VanD | X X X X X X

2-Ci X X X X X X

3-Ju X X X X X X

GRUPO 3

T71

1-Ale X X X X X X

2-Fé X X X X X X

3-Vi X X X X X X

T72

1-Ro X X X X X X

2-Fa X X X X X X

3—-Ne X X X X X X

T73

1-Us X X X X X X

2-Ad X X X X X X

3-Je X X X X X X

OBS.: As Tabelas 5 completas encontram-se nos Apéndices 9, 15 e 21.

A Tabela 17 sofre desdobramentos na Tabela 18 com os dados do GRUPO
1, na Tabela 19 com os dados do GRUPO 2 e na Tabela 20 com os dados do
GRUPO 3.

Tabela 18 — Desdobramento do recorte das Tabelas 5: levantamento do coeficiente
numeérico e da parte literal - GRUPO 1

GRUPO 1 CN.(A) C.N.(B) C.N.(C) P.L.(A) P.L.(B) P.L.(C)

T71




1—Pe + 30 - 16 + 28 b® xy”
2-Mn +30 -16 + 28 b Xy’
3-To +30 -16 + 28 b* Xy
T72

1-Na + 30 -16 + 28 b xy*
2-Se + 30 - 16 + 28 b® xy"
3-Pa + 30 - 16 + 28 b® xy”
T73

1-Ma + 30 - 16 + 28 b* x°y*
2 —Gui + 30 - 16 + 28 b* x°y*
3—Ru + 30 - 16 + 28 b Xy

Os nove estudantes adolescentes que compdem o GRUPOL das trés turmas
souberam operar de forma correta os coeficientes numéricos (C.N.), tanto a regra
dos sinais como a multiplicagdo dos fatores numéricos. Assim, os sujeitos da T71,
‘Pe”, “Mn” e “To”; da T72, “Na”, “Se” e “Pa” e, da T73, “Ma”, “Gui” e “Ru”
registraram nas questfes A = + 30, B = -16 e em C = + 28, como podemos conferir
no resumo acima.

No GRUPO 1, os sujeitos que operaram de forma correta a Parte Literal
foram: “Pe”, da T71, “Se” e “Pa”, da T72, e “Ma” e “Gui”, da T73, ao passo que “Mn”
e “To”, da T71, “Na”’, da T72, e “Ru’, da T73, cometeram algum
“erro/esquecimento” com os expoentes invisiveis das questbes B e/ou C, como

podemos conferir na Tabela 18.

A dificuldade refere-se a insuficiéncia na aplicacdo das propriedades
especificas da multiplicacdo algébrica. Os sujeitos desse grupo conhecem e
empregam a operacdo da multiplicacdo entre os fatores literais dos mondémios.
Contudo, quando os fatores literais desempenham um papel de conjunto, quando os
dois fatores literais intervém ao mesmo tempo, o estudante adolescente nao
manifesta na solucdo um produto multiplicativo algébrico completo. Esse fato se
apresenta como um problema: Por que o adolescente recua diante da invisibilidade
do expoente 1?

Piaget e Inhelder (1976), ao estudarem o desenvolvimento psicolégico do
pensamento, verificam dois pontos complementares para que ocorra 0 pensamento
formal: condi¢des de equilibrio e construcdo das estruturas. Para os estudiosos, do
primeiro ponto de vista, o pensamento passa por estados de equilibrio em que estéo
presentes a extensdo do campo de equilibrio e os instrumentos de coordenacéo de
gue a inteligéncia de um estudante adolescente dispde; no segundo ponto de vista,
estdo presentes as relagbes entre as estruturas, principalmente o modo como se

coordenam e seu modo de construgao.



Diante desse segundo ponto de vista, seria possivel responder que o
estudante tem o produto sob seus olhos, pois ja verificou as leis da multiplicacao
entre mondémios em situacBes anteriores. Todavia, ndo é capaz de percebé-la
porque seus mecanismos operatorios ndo sdo ainda suficientemente generalizados
para se estender as multiplicacdes que comportam possibilidades com o expoente 1

na sua forma invisivel?

Tabela 19 — Desdobramento do recorte das Tabelas 5: levantamento do coeficiente
numerico e parte literal - GRUPO 2

GRUPO 2 C.N. (A) C.N. (B) C.N. (C) P.L. (A P.L. (B) P.L.(C)
T71

1-An 30 -16 28 b Xy
2-Da 30 16 28 b” Xy
3 —Bi 30 16 28 b” Xy
T72

1-We 30 -16 28 b’ Xy
2-Dy 30 -16 28 b’ X y°
3-Po 30 -16 28 b* xXy*
T73

1-VanD 30 -16 28 b Xy
2-Ci 30 16 28 b* XYy
3-Ju 30 16 28 b’ Xy

Analisando o registro grafico da AECNS dos estudantes do GRUPO 2, posso
verificar que “An", “We”, “Dy”, “Po” e “VanD” operaram de forma correta com sinais e
fatores numéricos, acertando o coeficiente numérico (C.N.) das trés questdes que
envolveram a multiplicacdo de monémios. Os nove sujeitos que compdem o GRUPO
2 efetuaram corretamente as multiplicacdes entre os fatores numéricos em A = 30,
B = 16 e C = 28. Entretanto, os sujeitos “Da”, “Bi”, “Ci” e “Ju” ndo registram o sinal
negativo, que pela regra da multiplicacdo, obrigatoriamente, deve ser registrado no

produto -16.

No GRUPO 2, analisando a Parte Literal (P.L.) do expoente 1 — na sua forma
invisivel, os sujeitos “Da”, “Bi”, da T71, “Po”, da T72, e “Ci” e “Ju”, da T73, acertaram
a questdo B —, pois aplicaram de forma correta as propriedades da multiplicacéo
entre monémios com termos semelhantes, assim como a propriedade especifica dos
expoentes na multiplicacéo entre fatores literais.

Os sujeitos “An", da T71, e “VanD”, da T73, erraram a questdo B — ao nao
aplicarem a propriedade dos expoentes; ao invés de adiciona-los, conforme a
propriedade da multiplicagdo, somente registraram a variavel literal “b”. Os

estudantes “We” e “Dy”, da T72 , erraram a questdo B — ao nao aplicarem a



propriedade dos expoentes (b . b') e, ao invés de adiciona-los, registrarem a variavel
literal “b".

Quanto & questdo C = (xy®).(x%y), somente os sujeitos “Bi’, da T71, e “Po”, da
T72, responderam corretamente o produto: x°y*. Os demais sete estudantes
registraram de forma incorreta o produto dos monomios da questdo C. Assim,
registraram os sujeitos: “An", “We”, “Dy’ e “VanD” = ‘X%, “Da’ = “x%y", “Ci’ e

“Ju” = xy.

A maioria dos sujeitos desse grupo nao chegou a associar os fatores literais
numa relagdo binaria no plano das combinagfes possiveis. A dificuldade referente a
multiplicacdo entre termos algébricos semelhantes, como b.b*, x.x* e yy, esta
registrada na tabela acima. Isso ocorreria porque esses adolescentes nao
coordenam as operacfes de duas variaveis independentes numa relacdo binaria.
Logo, ndo verificam os resultados, pois ndo compreendem as propriedades da
multiplicagéo entre mondmios, refletindo na relagdo com o expoente 1 na sua forma
invisivel.

Portanto, os sujeitos que registraram de forma incorreta os produtos da
multiplicacdo entre mondmios n&o consideraram as variaveis literais atuantes (b, X,
y) com o expoente 1 na sua forma invisivel. Eles registram as variaveis que
apresentam 0s expoentes registrados graficamente, seja 1, 2 ou 3. Permito-me
considerar que esses sujeitos ndo dispdem de um esquematismo suficiente para
estabelecer as leis que regem a relacdo multiplicativa entre mondmios. A iSSO posso
acrescentar a incapacidade do principio da generalizacdo e de uma certa

indeferenciagdo ao expoente 1 na sua forma invisivel.

Tabela 20 — Desdobramento do recorte das Tabelas 5: levantamento do coeficiente
numeérico e parte literal - GRUPO 3

GRUPO 3 C.N. (A) C.N. (B) C.N. (C) P.L. (A) P.L. (B) P.L.(C)
T71

1-Ale 30 16 26 b Xy
2-—Fé 30 16 28 b’ X y°
3-Vi 30 16 28 b Xy
T72

1-Ro 30 16 28 b’ X y°
2—Fa 30 -16 28 b' Y
3—Ne 35 16 26 b Xy
T73

1-Us 35 16 28 b Xy
2-Ad 30 16 28 Xy
3-Je 30 -16 28 b Xy

e (X) =incorretas



Passando para o GRUPO 3, dos nove estudantes adolescentes somente dois
—“Fa” e “Je” — registraram de forma correta o sinal e o valor numérico que compdem
o coeficiente numérico das opcdes dadas na AECNS aplicada. Sete sujeitos — “Ale”,
“Vi’, “Ro”, “Fe”, “Ne”, “Us” e “Ad” — ndo registraram o sinal negativo da multiplicacao
entre (-8) e (+2) na questado B, e “Ale” e “Ne” também registraram de forma incorreta
o produto 26 para a multiplicacéo entre (7) e (4), sendo 28 o resultado correto. Ja 0s
sujeitos “Us” e “Ne” registraram de forma incorreta 35 para a multiplicagao entre (6) e

(5), sendo 30 o resultado correto.

Quanto a Parte Literal (P.L.) no GRUPO 3, analisando os expoentes um (1)
na forma invisivel, observo que nenhum dos nove sujeitos acertou as questdes B e
C —, pois aplicaram de forma incorreta as propriedades da multiplicacdo entre
mondmios com fatores literais semelhantes, assim como a propriedade especifica
dos expoentes na multiplicacdo entre termos algébricos. Na questdo B o resultado
deveria ser “b%”, mas os estudantes “Ale” e “Us” registraram “b”; “Ad” nao registrou o
termo algébrico “b” e os demais seis estudantes participantes do grupo registraram
“b", o registro do expoente um (1) na sua forma invisivel foi totalmente
desconsiderado.

Os produtos “errados” ficaram assim registrados na questdo C —: 0s sujeitos
“Ale”, “Vi”, “Us” e “Je” = xXy°, “Fe” = X%y, “Fa” = y°, “Ne” = X%y, “Ro” = x%° e “Ad” = x
y>. Os “erros/enganos” listados constam na tabela 20. Os nove sujeitos do GRUPO
3 ndo consideraram nenhuma das trés variaveis literais envolvidas na situacdo em
questdo, que € a do expoente 1 na sua forma invisivel. No registro da AECNS
evidencia-se a auséncia das propriedades que constituem a multiplicacéo de fatores
algébricos. A dificuldade refere-se as insuficiéncias da multiplicacdo algébrica, seja
no emprego de uma variavel isolada, seja quando duas variaveis intervém ao
mesmo tempo na multiplicagcdo dos monémios. Os sujeitos “Fa” e “Ad” chegam a
excluir uma variavel literal do resultado final; portanto, ndo apresentam indicios de
uma operacao multiplicativa. O que ocorre € um erréneo registro do maior expoente
das variaveis literais dos mon6émios apresentados anteriormente como fatores para a

operacdo da multiplicacéo.



A TABELA 6%° registra uma interpretacdo somente dos expoentes 1 — na
forma invisivel, transformando as convencdes utilizadas na TABELA 5 em
combinacdes logicas algébricas, como reescrevo a sequir.

Se P = coeficiente humérico é o resultado da operacdo numérica formada
por: A = sinal (+, -) e B = fatores numeéricos, logo P = A A B (opera com 0s sinais e
efetua a multiplicacéo entre os fatores numéricos).

Se P = coeficiente numérico € o resultado da ndo operagcdo, com as
variacfes dadas por: A = sinal (+, -) ou B = fatores numéricos, logo P = A" v B’
(n&o opera com 0s sinais ou ndo opera com os fatores numéricos).

Sendo que P pode ser:

P"= A" A B (ndo opera com 0s sinais e opera com os fatores numéricos) ou
P"= A A B” (opera com os sinais e ndo opera com os fatores numéricos) ou
P"= A" A B" (ndo opera com 0s sinais e ndo opera com os fatores numéricos).

Se Q = parte literal é o resultado da operacao algébrica, especificamente
aqui considerando o expoente um (1) na sua forma invisivel formada por: L =
fatores literais e  E' (expoente invisivel), logo se Q = L A E' (opera com os fatores
literais e opera com 0s expoentes invisiveis).

Se Q' = parte literal é o resultado da ndo operacédo, com as variacdes dadas
por: L = fatores literais ou E' = expoente 1 (invisivel), logo, Q =L v E, se:

Q =L A E' (ndo opera com os fatores literais e opera com os expoentes invisiveis);
Q =L A E" (opera com os fatores literais € ndo opera com os expoentes invisiveis);
Q =L A E" (ndo opera com os fatores literais e n&o opera com os expoentes

invisiveis).

Tabela 21 - Recorte das Tabelas 6 — T71, T72 e T73 — Expoente invisivel —
combinagdes - agrupamento pelo éxito em GRUPO 1, GRUPO 2 e

GRUPO 3
N°/NOME EXPOENTE INVISIVEL
RECORTE
TABELA 6
DATA: Coeficiente Coeficiente numérico (P’) Parte Parte literal (Q)
09/05 Numérico A =sinal B = Fator numérico Literal L = Fator literal E'= expoente invisivel
P) Q
P=AAB P=AAB [P =AAB [P =AAB |Q=LAE |Q=LAE [Q=LAE" | Q=LAFE"

* TABELA 6 — Expoente invisivel - combina¢des. — Apéndices: 10 (T71), 16 (T72) e 22 (T73).




GRUPO 1

T71

1-—Pe

2 - Mn

3-To

T72

1-Na

2—Se

3-Pa

XXX
X

T73

1-Ma

2-Gui

3—Ru

GRUPO 2

T71

1-An

2—Da

3-B

T72

1-We

2 -Dy

3-Po

T73

1-VanD

2-C

3-Ju

GRUPO 3

T71

1-Ale

2—Fe

X
XXX

3-V

T72

1-Ro

2—Fa

3—Ne

T73

1-Us

2-Ad

3-Je

X X

OBS.: As Tabelas 6 completas encontram-se nos Apéndices 10, 16 e 22.

A Tabela 21 sofre desdobramentos na Tabela 22 com os dados do GRUPO 1,
na Tabela 23 com os dados do GRUPO 2 e na Tabela 24 com os dados do GRUPO

3.
Tabela 22 — Desdobramento do recorte das Tabelas 6 — levantamento das
combinacdes do coeficiente numérico e da parte literal - GRUPO 1
GRUPO 1 Coeficientes Numéricos Coeficientes Parte Literal Parte Literal
(A), (B) e (C) Numéricos CORRETA INCORRETA
CORRETOS INCORRETOS
T71
1-Pe P=AAB Q=LAFE
2-Mn P=AAB Q =LAE"
3-To P=AAB Q=LAE"




T72

1—-Na P=AAB Q =LAE"
2 -Se P=AAB Q=LAFE

3-Pa P=AAB Q=LAFE

T73

1-Ma P=AAB Q=LAFE

2 - Gui P=AAB Q=LAFE

3-Ru P=AAB Q =LAFE

Os nove estudantes do GRUPO 1 registraram de forma correta o produto da
multiplicacdo entre os fatores numeéricos apresentados na questdo 4 da AECNS.
Assim, tornaram verdadeira a hipétese: se P = coeficiente numérico (certo) é o
resultado da operacdo numérica formada por: A = sinal (+,-) e B = fatores
numeéricos, logo P = A A B. (opera com os sinais e fatores numéricos diferentes).

Na hipdtese: se Q = parte literal € o resultado da operacdo algébrica
convencional composta por: L = fatores literais e E' = expoente 1 — na forma
invisivel, logo, Q = L A E' é uma operacdo algébrica correta. Na sequéncia da
analise do GRUPO 1, cinco dos estudantes adolescentes categorizados como
aqueles que tém “éxito pleno”, validaram a hipdtese: Q = L A E', demonstrando por
meio da AECNS que operaram com os fatores literais e com 0s expoentes
invisiveis.

No registro da parte literal (P.L.), os sujeitos “Mn” e “To”, da T71, “Na”, da
T72, e “Ru” da T73 foram os adolescentes do GRUPO 1 que cometeram um
“erro/esquecimento” quanto ao expoente invisivel das questbes B e/ou C, como
podemos conferir na Tabela 18. Assim, invalidando essas questdes, passam a ser

categorizados como Q™ =L A E™, pois Q~ é o resultado da n&o operacé&o.

Tabela 23 — Desdobramento do recorte das Tabelas 6 — levantamento das
combinac¢des do coeficiente numérico e da parte literal - GRUPO 2

GRUPO 2 Coeficientes Numéricos Coeficientes Numéricos Parte Literal Parte Literal
(A), (B) e (C) INCORRETOS CORRETA INCORRETA
CORRETOS

T71

1-An P=AAB Q=LAE"

2-Da P =AAB Q=LAE"

3-Bi P=AAB Q=LAFE

T72

1-We P=AAB Q=LAE"




2-Dy P=AAB Q=LAE"
3-Po P=AAB Q=LAE

T73

1-VanD P=AAB Q=LAE
2-Ci P=AAB Q=LAE"
3-Ju P=AAB Q=LAE

No GRUPO 2, analisando o registro dos estudantes, verifico que 0s sujeitos
‘An", “We”, “Dy”, “Po” e “VanD” operaram de forma correta com sinais e fatores
numericos, acertando o coeficiente numérico das trés questdes, logo P = A A B. Dos
sujeitos deste grupo 55,5% souberam operar com diferentes sinais e fatores
numeéricos. Os estudantes “Da”, “Bi”, “Ci” e “Ju” ndo registraram o sinal negativo, que
pela regra da multiplicacdo é obrigatorio. Assim, na hipotese: se P = coeficiente
numeérico € o resultado da operacdo numérica convencional composta por: A =
sinal e B = fatores numéricos e faltar o registro do sinal negativo, logo P = A A B é
uma operacdo numérica incorreta. No entanto, 0os nove sujeitos que compdem o

GRUPO 2 registraram corretamente os produtosem A=30,B=16e C = 28.

Seguindo com 0 GRUPO 2, analisando a Parte Literal (Q) do expoente 1 — na
forma invisivel, os sujeitos “Bi” e “Po” acertaram as questbes A, B e C, isto &,
somente dois dos nove estudantes adolescentes escolhidos para a pesquisa
apresentaram o registro correto da relagdo binaria que envolve o expoente 1 — na
forma invisivel das variaveis “b”, “x” e “y” dos mondmios da questdo B: b.b'=b?e da
questdo C: x.x* = x> e y°.y = y*. Assim, somente 22% dos estudantes do GRUPO 2
valida a hipotese: se Q = parte literal é o resultado da operacdo algébrica
convencional composta por: L = fatores literais e E' = expoente invisivel, logo Q = L

A E' é uma operacéo algébrica correta.

Do GRUPO 2 os sujeitos “An" e “VanD” invalidaram a questado B — da AECNS
por ndo operar com o0 expoente 1 — na forma invisivel. Eles s registraram o fator
literal “b”, ao invés de “b?” n&o adicionaram o expoente 1 na formal invisivel com o
expoente 1 registrado como experimento na AECNS. Logo, seus registros séao
categorizados como operacdo algébrica incorreta, Q =L A E". Sera por que era a
variavel do primeiro mondmio? Esses sujeitos ainda ndo sdo capazes de coordenar
as variaveis semelhantes porque ndo conseguem considerar b = b*? Para que haja

uma generalidade completa serd necessario que ocorra no pensamento formal.



Os estudantes “We” e “Dy”, na questdo B —, registraram como parte da
solucéo o fator literal “b"”, que é somente o expoente registrado graficamente no
segundo mondmio, ao invés de “b?”, “esquecendo-se” do expoente 1 invisivel da
variavel “b” do primeiro monémio. Assim, também invalidaram a questdo B, sendo

categorizados como Q = L A E™, operac&o algébrica incorreta.

Seguindo no GRUPO 2, os sujeitos “Na”, “We”, “Dy” e “VanD” registraram na
questdo C —, como parte da solucéo os fatores literais x?y*, que s&o os expoentes
registrados graficamente nos mondmios antes do produto. Assim, desconsideraram
o expoente 1 — na forma invisivel das variaveis “x” e “y”. Com este registro
invalidaram a questéo C, sendo categorizados também como Q = L A E~, operacéo

algébrica incorreta.

O estudante “Da” na questdo B — registrou de forma correta a base literal “b?”,
mas registrou a questdo C — de forma incorreta: x%y, considerando apenas a parte
literal do segundo mondémio. Com esse registro invalidou a questdo C, sendo
categorizado como Q = L A E~, operacédo algébrica incorreta. Como é possivel
essa inconstancia? Neste sujeito existe uma tentativa de organizacdo do
pensamento, pois ora executa corretamente a operacdo com os dados preparados,
ora néo.

Os sujeitos “Ci” e “Ju” na questdo B — registraram de forma correta a base
literal “b®”, mas na questdo C — registraram de forma incorreta a parte literal “xy”,
considerando aqui apenas as variaveis sem o registro dos expoentes. Logo, nao
aplicaram a lei da multiplicagdo entre variaveis literais semelhantes: “adicionar os
expoentes”. Com esse registro sao categorizados como Q" = L A E-, operacgao
algébrica incorreta. Esses sujeitos adotam atitudes (regras) diferentes com relacao
as mesmas operacdes. Serdo esses indicios de uma convergéncia entre leis e
propriedades que pode anunciar o inicio do pensamento formal?

Na hipétese: se Q = parte literal € o resultado da operacao algébrica
convencional composta por: L = fatores literais e E' = expoente invisivel. Esse
expoente 1 que ndo esta registrado passa a ser “esquecido” durante o processo da
multiplicac@o entre as variaveis que compdem a Parte Literal dos mondémios. Logo,
Q=L AE passaaserQ=LnE", istoé uma operacdo algébrica incorreta.
Razao da auséncia de um sistema unico que ligue as coordenagdes dos “conjuntos

de partes”.



Tabela 24 — Desdobramento do recorte das Tabelas 6 — levantamento das
combinacgdes do coeficiente numérico e da parte literal - GRUPO 3

GRUPO 3 Coeficientes Numéricos Coeficientes Numéricos Parte Literal Parte Literal
(A), (B) e (C) INCORRETOS CORRETA INCORRETA
CORRETOS

T71

1-Ale P =AAB Q=LAE"

2-Fe P =AAB Q=LAE"

3-Vi P=AAB Q=LAE"

T72

1-Ro P=AAB Q=LAE"

2-Fa P=AAB Q=L AE"

3-Ne P=AAB Q=LAE"

T73

1-Us P =AAB Q=LAE"

2-Ad P =AAB Q=L AE"

3-Je P=AAB Q=LAE"

Passando para o GRUPO 3, dos nove estudantes, sete acertaram a
multiplicacéo dos fatores numéricos na opc¢éo A (6.5 = 30), dois na opcao B (-8.2 =
-16) e sete na opgao C (7.4 = 28). Desse universo de acertos somente dois
adolescentes — “Fa” e “Je” — registraram de forma correta o sinal e o valor numérico
gue compdem o Coeficiente Numérico da op¢cado B na AECNS aplicada, assim como
o produto da opcgdo A e C. Para a hipotese de um coeficiente numérico correto, logo
P = A A B, apenas 22% dos sujeitos deste grupo souberam operar com diferentes
sinais e fatores numéricos nas questdes A, B e C da AECNS.

Ja os estudantes “Ne” e “Us” registraram de forma incorreta o produto entre
os fatores numéricos na questdo A (6.5 = 35). Em razdo deste “erro”, sao
categorizados como P = A A B’, isto €, operaram com 0s sinais, mas nao operaram
com os fatores numéricos.

Sete sujeitos do GRUPO 3 - “Ale”, “Fe”, “Vi’, “Ro”, “Ne”, “Us” e “Ad” - nédo
registraram o sinal negativo no produto entre (-8) e (+2) na questao B; logo, sao
categorizados como P"= A" A B, isto é, ndo operaram com 0s sinais e operaram com
os fatores numéricos. Os sujeitos “Ale” e “Ne”, além do sinal incorreto na questéo B,
também registraram de forma incorreta o produto 26 para a multiplicacdo entre os
fatores numéricos (7) e (4), sendo 28 o resultado correto. Com todos esses
“erros/enganos”, os estudantes “Ale”, “Ne” e “Us” passam a ser categorizados como
P = A A B/, isto €, ndo operaram com 0s sinais nem operaram com os fatores.

Na hipotese: se Q = parte literal € o resultado da operacdo algébrica

convencional composta por: L = fatores literais e E' = expoente invisivel. No



GRUPO 3, analisando 0s expoentes invisiveis, 0s nove sujeitos erraram as
questdes B e C, o que significa 100% de incorrecdo — aplicaram de forma incorreta e
parcial as propriedades da multiplicacdo entre monémios com bases semelhantes e
diferentes, assim como a propriedade especifica dos expoentes na multiplicacéo
entre termos algébricos. Logo, um universo composto de 78% dos sujeitos do
GRUPO 3 registrou a operacao algébrica convencional incorreta na categoria: Q" = L
A E", isto é, operou com os fatores literais, mas n&o operou com o expoente 1 — na
forma invisivel. E 22% dos sujeitos enquadram-se na categoria Q = L A E", em que
ndo operam com os fatores literais nem com o expoente 1 — na forma invisivel na
AECNS. Assim, em sintese, 0s nove sujeitos escolhidos das trés turmas (T71, T72 e
T73) para fazer parte do GRUPO 3, categorizados como aqueles que “sabem +---7,
invalidaram a hipétese Q = L A E', demonstrando por meio da AECNS que n&o

operaram com os fatores literais nem com 0s expoentes invisiveis.

Ao tomar a teoria da epistemologia genética como referéncia para explicar ou
melhor compreender as respostas dos estudantes adolescentes diante de uma
proposta de aplicacdo de propriedades pela avaliagcdo escrita com uso de notacao
simbdlica (AECNS), retomo em sintese alguns dados fornecidos pelos adolescentes
na multiplicacdo entre mondmios reunindo-os em trés grupos (“A” = avaliacdo)

conforme o éxito nas situacdes propostas.

4.2.1 Interpretacdo dos dados da aplicacdo da AECNS

4.2.1.1 GRUPO “A” 1 = EXITO PLENO

Foram analisados os produtos registrados dos sujeitos da T71: “Pe”, “Mn”,
“To”, da T72: “Na”, “Se”, “Pa” e da T73: “Ma”, “Gui”, “Ru”. Observe-se que na turma
72 e 73 se encontram 0s mesmos sujeitos do grupo de observacéo das situacfes de
aprendizagem.

Na mudanca para a situagdo de resolugcdo exclusivamente de notacéo
algébrica, exigindo dos estudantes conhecimento de relagBes binarias, foi possivel
perceber que nas operacbes com o coeficiente numérico, validam a hipotese P = A
A B, o0s estudantes que operaram com sinais e com fatores numéricos diferentes,

num percentual de 100%.



Quanto as operacdes com expoentes visiveis (1, 2 e 3), na hipbtese: Q =
L A EY, aproximadamente 90% dos estudantes desse grupo registraram de forma
correta as multiplicacdes entre monémios com expoentes visiveis. O estudante “Na”
nao alcancou éxito nessa operacdo porque deixou de registrar no produto o fator

literal Ginico “m?” do segundo monémio. Assim, é categorizado como Q™= L A E'".

Na analise das operacfes com o expoente 1 — na forma invisivel, na hipotese:
Q = L A E', aproximadamente 60%, cinco de nove estudantes desse GRUPO 1
registraram corretamente os produtos entre a parte literal dos monémios com 0s
expoentes 1 invisiveis. Os quatro estudantes que registraram de forma incorreta 0s
expoentes na opcéo B e C da AECNS desconsideraram o expoente 1 - na sua forma
invisivel para o produto final das variaveis literais “b”, “x” e “y”. Pode-se observar no
registro escrito que seis em oito expoentes permaneceram nos resultados finais com
0 maior expoente (visivel graficamente) dos dois monémios em questdo. Assim,
validando a categoria, Q" = L A E~, operam com os fatores literais e ndo operam

com 0s expoentes invisiveis.

Os adolescentes do GRUPO 1 demonstram organizacdo na forma de seus
pensamentos, coordenando as propriedades especificas da regra dos sinais e da
multiplicacdo entre fatores numéricos como partes de um todo classificado como
Coeficiente Numeérico. Assim, também coordenando a multiplicacdo entre fatores
literais e aplicando as propriedades especificas dos expoentes na multiplicacdo de
mondmios como partes de um todo classificado como Parte Literal. Aparentemente,
0os sujeitos do GRUPO 1 possuem esquemas de organizacdo e regulacdo das
relacbes biunivocas aplicadas com o0s expoentes Vvisiveis, mantendo seus
procedimentos de raciocinio para os expoentes 1 — na forma invisivel numa
construcdo algébrica totalmente abstrata. Alguns desses sujeitos parecem
apresentar as caracteristicas de compreensdo da relacdo parte/todo, da

formalizacao de um modelo algébrico.

4.2.1.2 GRUPO “A” 2 = EXITO PARCIAL

Foram analisados os produtos registrados dos sujeitos da T71: “Na”, “Da”,
“Bi”; T72: “We”, “Dy”, “Po”; T73: “VanD”, “Ci”, “Ju”. Observe-se que na turma 71 se

encontram os mesmos sujeitos do grupo de observacao.



Nos produtos registrados pelos sujeitos desse GRUPO 2, foi possivel
perceber que nas operacdes com o coeficiente numérico, validam a hipotese P = A
A B, o0s estudantes que operam com sinais e com fatores numéricos, num
percentual de acertos de 60%. Os sujeitos que ndo apresentaram éxito em relagao
ao coeficiente numérico foi em funcéo da regra dos sinais, porque no produto (-16)
desconsideraram do sinal negativo. Logo, 40% dos sujeitos passam a ser
categorizados como P~ = A~ A B, ndo operam com 0s sinais e operam com 0S

fatores numeéricos.

Quanto as operacbes com expoentes visiveis (1, 2 e 3), na hipétese: Q =
L A EY, aproximadamente 60% dos estudantes do GRUPO 2, souberam operar com
os fatores literais e aplicar corretamente a regra dos expoentes. Registraram de
forma correta as multiplicacbes entre monémios com expoentes visiveis, validando a
hipétese. Em contrapartida, entre os nove estudantes, quatro ndo obtiveram éxito.
Trés desses sujeitos na categoria: Q" = L A E'", operam com fatores literais e ndo
operam com 0s expoentes pois multiplicam o0s expoentes entre si, quando, pela
regra dos expoentes, deveriam adiciona-los. E um sujeito na categoria Q" = L™ A

”

E', em razido de nao ter registrado a variavel literal “x”, logo ndo opera com os
fatores literais e opera com os expoentes visiveis. Num indice alarmante de 40% dos
sujeitos ndo parecem mostrar, nesse instrumento de coleta de dados, compreensao

da relacéo parte/todo, no enfoque dos expoentes visiveis dos monémios.

Na andlise das operac¢Bes com o expoente 1 — na forma invisivel, na hipétese:
Q = L A E', operar com os fatores literais e aplicar corretamente a regra dos
expoentes, especificamente com o expoente 1 — na forma invisivel, somente 20%
dos estudantes do GRUPO 2 registraram corretamente os produtos. Na analise dos
produtos pode-se observar no registro escrito que sete dos nove estudantes

adolescentes ndo conseguiram operar com valores exponenciais ausentes.

Os estudantes desse GRUPO 2 na categoria, Q" = L A E-, operam com oS
fatores literais e ndo operam com 0s expoentes invisiveis. De dezoito multiplicacbes
entre os mondmios, onze produtos foram registrados de forma incorreta. Como
resposta, a maioria dos estudantes desse GRUPO 2 optou pela escolha do maior
expoente registrado graficamente num dos monémios, resultado de uma certa

lembranca ndo muito organizada a respeito do calculo. Lembram que tem um



resultado, mas ndo sabem como atingi-lo. Logo, apresentam nos resultados uma
l6gica considerando um modelo de significagdo sustentado por um pensamento
intuitivo que ainda ndo coordena e conserva as propriedades especificas com 0s

expoentes (visiveis e invisiveis) na multiplicacdo entre mondémios.

4.2.1.3 GRUPO “A” 3 = POUCO EXITO

Foram analisados os produtos registrados dos sujeitos da T71: “Ale”, “Fe”,
“Vi’, T72: “Ro”, “Fa”, “Ne”; T73: “Us”, “Ad”, “Je”. Observe-se que na turma 73 apenas

“Us” esta no grupo da observagao; “Ad” e “Je” ndo foram observados.

Nos produtos registrados pelos sujeitos desse GRUPO 3, de forma
lenta e Unica, foi possivel perceber que nas operacfes com o coeficiente numerico,
dois em nove estudantes validam a hipotese P = A A B, operaram com sinais e com
fatores numéricos, num percentual de acertos de 20%. Os sujeitos que nao
apresentaram éxito em relacdo ao coeficiente numeérico foi em funcdo da regra dos
sinais, porque no produto (-16) desconsideraram o sinal negativo e/ou porque néo
registraram corretamente os demais produtos entre os fatores numéricos. Atitudes
gue conduziram a formas incorretas de resultados nas opcfes A, B e C, com um
percentual de erros em 80%. Logo, quatro desses trés estudantes sintetiza uma

possibilidade de caminho para a agao.

Em sintese, nota-se que quando os sujeitos precisam pensar em um calculo
para quantificar valores algébricos h4 uma questédo singular na relacao parte/todo.
Um valor algébrico, isto €, um monémio configura-se como a representacdo de uma
parte de algo, logo, ndo basta ter conhecimento dos fatores numéricos e literais
utilizados ja que € preciso considerar a relagdo com a totalidade. Como o que se
manipula no célculo e na quantificacdo € a representacdo da parte, a dimenséo do

todo ao qual o mondmio se refere, restringe-se ao plano do pensamento.

Para a compreensao da relacdo parte/todo € preciso que se realize uma
operacdo légico-matematica que Piaget e Szeminska (1971) chamam de
conservagao. Tal operagcao mental determina um grau de abstracdo e reversibilidade
que exige um pensamento mais organizado, de maneira que ndo é possivel alcancar
a compreensdo real de um perimetro ou de uma éarea somente através da

memorizacao do procedimento do calculo ou da simples agéo fisica sobre de fichas



de formas quadrangulares ou retangulares.

Assim, para a proxima etapa o instrumento elaborado teve como finalidade
levantar dados sobre as nocOes que esses estudantes possuem na aplicacao
exclusiva das propriedades nas operacoes algébricas envolvendo adi¢édo, subtracao,

multiplicagao, divisao e potenciagdo de monomios.

dos sujeitos passam a ser categorizados como P~ = A~ A B, ndo operam com o0s
sinais e operam com os fatores numeéricos, e trés sujeitos passam a ser
categorizados como P~ = A~ A B7, ndo operam com 0s sinais hem com os fatores

numéricos.

Quanto as operacdes com expoentes visiveis (1, 2 e 3), na hiptese: Q = L A
E', aproximadamente 80% dos estudantes do GRUPO 3 souberam operar com 0s
fatores literais e aplicar corretamente a propriedade com expoentes visiveis. Entre
0S nove estudantes, dois aplicaram de forma incorreta a propriedade especifica dos
expoentes entre fatores literais semelhantes, pois multiplicaram os expoentes ao
invés de adiciona-los. Assim, validam a categoria: Q" = L A E'", operam com o0s

fatores literais, mas ndo operam com 0s expoentes visiveis.

Na analise das operacfes com o expoente 1 — na forma invisivel, na hipotese:
Q = L A E', nenhum dos nove estudantes do GRUPO 3 registrou corretamente as
multiplicacBes entre a parte literal dos monémios com os expoentes 1 invisiveis. Em
dezoito multiplicacdes entre os mondémios, todos foram registrados de forma
incorreta. Assim, sete sujeitos validam a categoria Q"= L A E~, operam com fatores
literais, mas ndo operam com o0 expoente 1 — na forma invisivel e dois sujeitos
validam a categoria Q" = L~ A E, ndo operam com fatores literais nem com o

expoente 1 — na forma invisivel.

Os estudantes do GRUPO 3 apresentam muitas dificuldades para operar no
universo aritmético e algébrico, parecem ainda ndo compreender as propriedades de
segunda ordem na aplicacdo das operacdes algébricas. Acredito que 0s esquemas
mobilizados ainda ndo estdo muito adaptados as exigéncias da situacdo de
formalizacdo e generalizacdo das propriedades integrantes da multiplicacdo entre
mondmios. Sendo assim 0s sujeitos desse grupo sem muita condi¢do de mobilidade
em seu raciocinio ndo apresentam uma légica matematica considerando um modelo

de significacdo. Percebe-se que os sujeitos do GRUPO 3, ainda ndo demonstram a



compreensao da relacdo entre as partes seja do coeficiente numérico, seja entre a

parte literal para compor o todo correto.

A AECNS revela as dificuldades dos estudantes frente a avaliagdo com
notacdo exclusivamente algébrica em que a forma de pensamento exige uma
constante interagdo de organizacdo das operacdes légico-matematicas propria de
modelos construidos com particularidades. Investigar os desdobramentos de casos
particulares de uma légica de significacdes é o objetivo do préximo instrumento de

coleta de dados dessa pesquisa.

4.3 ENTREVISTAS COM QUATRO JOGOS

O segundo momento do plano de coleta de dados desta pesquisa foi
realizado por meio de entrevistas semiestruturadas com nove estudantes (trés por
turma). Os sujeitos foram escolhidos dentre os grupos participantes das atividades
do primeiro momento da coleta de dados conforme o éxito na multiplicagcdo de

mondmios.

As entrevistas foram agendadas com os estudantes para o turno inverso e em
dias conforme sua disponibilidade. Foram entrevistados individualmente nas escolas
de origem, na sala de aula vaga do turno. Os estudantes n&o tinham tempo
estipulado para desenvolver os quatro “jogos” e, em média, permaneceram 1h 30min

para conclui-los.
Passo a descrever as caracteristicas de cada jogo:

JOGO 1 (ARITMETICA + ALGEBRA): Jogo criado pela autora, formado por nove
pecas, cada uma contendo um dos seguintes mondmios: 6x3, 6x’, 6x%, 3x3, 2x°, 2x*,

2x, 2x° e 2x*.
Ordem do jogo: combinar as pecas para obter o produto 12x°.

Objetivos: observar e registrar as acdes do estudante adolescente na multiplicacéo
dos mondmios fornecidos pelas pecas. Estas apresentam o expoente 1 na forma de

registro visivel e na sua forma convencional, isto €, sem o registro grafico (invisivel).



JOGO 2 (ARITMETICA + ALGEBRA): Jogo criado pela autora, formado por oito
pecas, cada uma contendo um dos seguintes mondmios: 48x, 24x°>, 12x°, 6x°, 4x,

2x*, 8x* e 1x°.
Ordem do jogo: combinar as pecas para obter o produto 48x°.

Objetivos: observar e registrar as acdes do estudante adolescente na multiplicagao
dos mondmios fornecidos pelas pecas. Estas apresentam o expoente 1 na forma de

registro visivel e na sua forma convencional, isto €, sem o registro grafico (invisivel).

JOGO 3 (ARITMETICA + GEOMETRIA + ALGEBRA): Jogo criado pela autora,
formado por duas fichas: uma na forma quadrangular de dimensdes 20 cm x 20 cm e

uma na forma retangular de dimensdes 20 cm x 40 cm.

Ordem do jogo:
c) determinar o perimetro e a area da ficha na forma quadrangular;
d) determinar o perimetro e a &rea da ficha na forma retangular.

Objetivos: observar e registrar as a¢gdes do estudante na combinacéo da geometria

com a algebra pela determinacéo do perimetro e da area de duas diferentes fichas.

JOGO 4 (ALGEBRA PURA): Jogo criado pela autora, o “dominé algébrico” é
formado por 30 pecas, cada uma é composta por duas partes: na metade esquerda,
por uma operacao algébrica — adicdo, subtracdo, multiplicacdo ou divisdo — e, na
metade direita, pelo resultado de uma das operacgdes.
Ordem do jogo: montar o dominé algébrico, fechando o circuito, combinando as
trinta pecas e associando a operagao com 0 seu respectivo resultado.
Objetivo:

c) verificar se houve aprendizagem das operagdes com mondmios nas

operacdes de adicdo, subtracdo, multiplicacéo e divisao;

d) observar a acdo do estudante diante do expoente 1 na sua forma visivel e

invisivel presente nas quatro operacdoes em questdo nas pecas.

4.3.1 Interpretacdo dos 4 Jogos no Grupo “E” 1 — EXITO PLENO



Retomando que “éxito pleno” significa ter éxito em todas as atividades
propostas tanto nas observacdes quanto na aplicagdo da AECNS. Assim, para esse
momento foram entrevistados os trés estudantes “Pe” — T71 — Escola (1) IEST, “Se”
— T72 — Escola (2) ANCH e “Ma” — T73 — Escola (1) IEST.

4.3.1.1 Entrevista 1 = sujeito “Pe”
JOGO 1 = S&o nove pecas (6x3, 6x’, 6x% 3x3, 2x°, 2x%, 2x°, 2x* e 2x) contendo
monémios que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).

O estudante “Pe” sabe operar com 0s expoentes, mas nao faz a leitura
correta da nomenclatura dos expoentes: Dois xis elevado ao expoente cinco vezes
seis xis elevado ao expoente trés; precisa da leitura oral dos termos dos monémios
para concluir o produto final: Duas vezes seis. A gente deve somar 0s expoentes e
fazer vezes os [ ... ] 0s numeros grandes. “Pe” opera aritmética e algebricamente,
aplicando corretamente as regras especificas do coeficiente numérico e as

propriedades da multiplicacdo referentes a parte literal dos monémios.

“Pe” 18 o expoente 1, seja na forma visivel em (2x'): Dois xis elevado ao
expoente um, seja na forma invisivel em (2x): quando tiver que nem (2x) sem nada &
dois xis na um, durante a aplicacdo da regra da adicdo dos expoentes. Contudo, a
leitura ndo interfere na compreensdo da propriedade exponencial que se faz

necesséaria na multiplicac&o entre monémios: (2x’) . (6x*) = (12x%).

O estudante, ao ser questionado sobre novas possibilidades de combinagdes
relatadas por uma colega, argumenta com a impossibilidade de “novas
combinagdes”: S posso trocar (2x) por (2x}). E a mesma coisa, porque com ou sem
0 expoente, um (1) escrito € sempre um [...] ela s6 pode ter mudado a mesma
coisa para ficar certa a resposta. Nao tem outro jeito de montar. O estudante é

capaz de identificar a igualdade existente entre os mondémios (2x") e (2x).

“Pe” organiza suas combinacbes mantendo como referéncia principal os
coeficientes numéricos e a partir deles reorganiza 0s expoentes; consegue perceber
“possibilidades” para o expoente 1 — da forma visivel para a forma invisivel: Dois xis
elevado ao expoente sete vezes seis xis elevado ao expoente um = (2x) . (6x%). E,
eu podia ter deixado sem o um (1) [...] porque a pessoa tem que olhar e saber que
tem 1. Quando questionado sobre novas possibilidades de agrupamento com as



pecas do jogo e as suas criacdes, ndo aplica a comutatividade das pecas: nao tem

outro jeito de montar [...], sem possibilidades.

Durante o JOGO 1, observei que “Pe” ndo demonstra a comutatividade dos
mondmios; tem conservacdo das partes e do todo que deve compor o produto
solicitado; identifica e opera com o expoente 1 — na forma visivel e invisivel; mostra-
se capaz de executar vérias regulacdes ao longo da atividade proposta em funcao
das contra-argumentacdes que coloco e do raciocinio que as mesmas

desencadeiam.

JOGO 2 = sdo0 08 pecas — representadas pelos mondmios: 1x°, 12x°, 6x%, 24x°, 4x,

2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

Por algum tempo, “Pe” tentou combinar as pecas somente através do
pensamento, porém necessitou operar com o auxilio do registro grafico em razdo do
produto 48: Posso usar um rascunho? [...] pronto, demorei mas fiz todas. No
universo dos adolescentes, o numero quarenta e oito ndo € um namero proximo de

suas necessidades diarias.

O estudante, apds concluir suas combinacfes com as pecas, |1é o expoente
um (1) sem estar representado graficamente nos monémios (48x) e (4x). Nas suas
composi¢cdes dos mondémios, argumenta comparando as possiveis possibilidades de
combinacdes explorando os expoentes “zero” em (24x°) . (2x° e “1” — na forma
invisivel com a multiplicacdo entre os monémios (48x°) e (1x). Argumenta com
precisdo ao ser questionado sobre o porqué do uso dos expoentes “zero” e “1” na
forma invisivel: Claro que pode ser zero, s6 que ele precisa aparecer escrito [...]
porque se nao aparecer escrito, vai valer um (1) de expoente no xis. Criou para o
produto (48x°%) as multiplicacdes: (24x°) . (2x°) e (48x°) . (1x).

Durante o JOGO 2, no momento das suas criagdes, observei que “Pe”
demonstra ter organiza¢do nos seus esquemas em funcdo do raciocinio que exerce
durante a criacdo de seus mondmios; apresenta as caracteristicas de compreensao
da relacdo parte/todo, que provém da utilizagdo dos expoentes zero e um — na

forma invisivel; ja é capaz de comentar o célculo que esta realizando.

JOGO 3 = 02 pecas — A) uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e B)
uma ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada € a

determinacado da area e do perimetro das duas fichas.



A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR

Observo que “Pe” demonstra nog&o de semelhanca de figuras, pois tem a
preocupacdao de registrar uma figura com os lados mais iguais possiveis apos definir
o valor de 20 cm para cada lado de sua figura de forma quadrangular. Organiza seu
pensamento nesse momento exclusivamente pela compreensdo simbdlica

aritmética: Todos os lados iguais [...] tem vinte centimetros (20 cm).

O sujeito “Pe”, ao ser questionado sobre a determinagéo de um valor para o
perimetro da ficha de forma quadrangular, coordena seu pensamento através de
uma agao pratica fisica ao passar o dedo indicador a partir de um “canto” da ficha de
forma quadrangular, seguindo toda a borda em sequéncia, indicando verbalmente
seus valores parciais vinte, quarenta, sessenta, oitenta. Ao encontrar o ponto de
partida, afirma que o valor final € 80 centimetros. Registra verbal e graficamente as
unidades de medida parciais e total: 20cm+20cm+20cm+20cm=80cm. O
estudante tem presente um esquema de raciocinio que através de suas acdes de
correspondéncia operatodria na linguagem verbal e no manuseio do objeto tem éxito

na determinacao do perimetro da ficha de forma quadrangular.

O sujeito “Pe” apresenta duvidas ao ser solicitado a indicar um valor para a
area da ficha de forma quadrangular. Necessita de um exemplo prético/real (plantio
de arvores) para compreender a localizacdo da area na ficha de forma quadrangular.
Arrisca uma possibilidade: E o espaco de dentro. Se é o de dentro é 20 por 20. Que
da 400 mudas. No momento do registro grafico da area, percebe o “engano” de
designacdo entre a nomenclatura da area e do perimetro. No primeiro registro
escreve: Perimetro = 20 x 20 = 400 cm? e Perimetro = 20 + 20 + 20 + 20 = 80 cm.
Percebe seu “erro” e anula a primeira nomenclatura, substituindo-a por Area = 20 x
20 = 400 cm? Verifico que essa modificacdo ocorre subsequentemente as suas

correspondéncias através de um pensamento dedutivo.

O estudante “Pe” registra corretamente na forma verbal e grafica os valores
numeéricos e suas respectivas unidades de medida, no perimetro em centimetros
(cm) e na area em centimetros quadrados (cm?). Contudo, quando questionado
sobre a existéncia de alguma possibilidade de solucdo generalizada para a
determinacao do perimetro e da area de qualquer ficha de forma quadrangular, ndo
consegue pensar numa possibilidade de resolucdo para a area e o perimetro sem

valores numéricos: Como fazer? [...] letras, expoentes. Nao sei o que fazer.



B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

O sujeito “Pe”, inicialmente, parece conferir as medidas entre a ficha de forma
quadrangular e a ficha de forma retangular, sobrepondo-as. Ele teve a preocupacao
de registrar a “base” da ficha de forma retangular com o valor de 20 cm e a “altura”
igual a 40 cm: A base, que é quase 20 cm [...] a altura de 40 centimetros porque é
maior [...] € o dobro. Na organizacéo do seu pensamento sobre o perimetro, efetua a
adicdo parcial do agrupamento de duas bases e de duas alturas: Perimetro = (20 +
20) =40 e (40 + 40) = 80 e, posteriormente, a soma das parcelas: 80 + 40 =120. No

caso da area, registra: 20 x 40 = 800 cm?.

Observo que o sujeito “Pe” demonstra ter nogao de espago, pois seus valores
sugeridos se igualam as medidas reais das fichas (quadrangular e retangular);
demonstra saber o processo do calculo do perimetro e da area; registra a unidade
de medida na base e na altura (cm = centimetro), assim como registra a unidade de
medida da &rea corretamente (cm?), mas esquece o registro da unidade de medida

(cm) no valor final do perimetro.

Ao ser questionado sobre novas possibilidades de valores para a base e a
altura do retangulo, o sujeito “Pe” me surpreende - Sim, € possivel [...] se a gente
nao medir, sim -, 0 estudante argumenta: Na sétima comecaram as letras. E as
letras também servem como numero. Ah, da para colocar uma letra para cada
namero. Na sequéncia da instigacao através da exemplificacdo de outros valores de
medida para a base e altura indicados por colegas, questiono-o sobre a
possibilidade da existéncia de duas respostas verdadeiras para uma mesma
questdo. “Pe” argumenta: Sim. E porque cada um escolheu um tipo. Isto é, um
ndamero, uma medida. [...] Antes da sétima néo era possivel. SO podia resolver se
era dado um numero. Agora da para trocar os numeros pelas letras. Questiono-o
sobre a sua compreensdo na relacao de igualdade entre fatores literais e numéricos
através do registro grafico. O estudante, ao mesmo tempo em que registra uma
figura quadrangular, argumenta — Posso, assim vou fazer um desenho mais
quadrado possivel sem usar a régua. E como ele € quadrado tem todos os lados
iguais. Como eu nédo sei sua medida e posso dar uma medida para o lado, vou
escolher o “B”. Na sequéncia registra para o perimetro. P=B+B+B +B =4B e

para a area: A =B x B = B?,



Questiono o sujeito “Pe” sobre uma figura de forma retangular qualquer e ele,
apos desenhar um retadngulo, observa o caminho seguido em relacdo a um
quadrado qualquer e argumenta: Vou colocar letras diferentes porque o retangulo
ndo tem as mesmas medidas. Pode ser o “c”, né, ngo precisa ser o “b”. Na primeira
vez registra: a a ¢ ¢. Olha, pensa e risca esse resultado. Refaz seu registro: a + ¢ +
a + c. “Pe”, ndo parece satisfeito: Se sdo duas bases iguais entdo tenho “2c” e sdo
duas alturas iguais, tenho “2a”, registrou: 2a 2c. Continua insatisfeito e, refazendo
seu raciocinio, conclui que: Falta alguma coisa [...] j& sei € aqui entre os dois, tem
um sinal de mais [...] porque sao letras diferentes, fica assim: 2a + 2c. Questiono-o
— como sera entdo a area? —, o0 estudante registra na folha: A = a x ¢ = a.c,
concluindo seu pensamento quanto a igualdade entre fatores literais e numéricos: E

[l

agora substituo meu “a” e meu “c” por diferentes numeros.

O estudante “Pe” consegue generalizar corretamente o perimetro e a area
para uma ficha de forma quadrangular e uma ficha de forma retangular qualquer;
opera de forma aditiva corretamente com valores algébricos no caso dos perimetros
da sua figura grafica do quadrado e do retadngulo, assim como apresenta um
raciocinio correto na forma multiplicativa com os valores algébricos para o célculo
das areas das referidas figuras; demonstra saber operar e aplicar corretamente as
propriedades com os fatores literais (bases algébricas) e das variaveis no célculo
das areas e dos perimetros; demonstra compreender os diferentes tipos de relacées
para uma determinacdo generalizada tanto da area como do perimetro para uma
ficha de forma quadrangular e uma ficha de forma retangular qualquer. Porém, nao
registra oralmente nem graficamente o pensamento em segmentos comoa+a ec
+ ¢ (agrupamento de fatores literais semelhantes dos lados paralelos opostos); ndo
fala nas unidades de medida na sua generalizacdo, seja para o célculo da area,
seja para o célculo do perimetro durante o procedimento de compreensao, nem

registra as unidades de medida para a area, nem para o perimetro.

Posso supor que o sujeito “Pe” demonstra estar reorganizando seus
esquemas em funcdo do raciocinio que exerce no proprio momento da
determinacao geral da area e do perimetro da ficha de forma retangular. Ele chega
a uma forma geral para a ficha de forma quadrangular e, elabora uma explicacéao
mais complexa a respeito da area e do perimetro da ficha de forma retangular. O

estudante conserva o todo inicial, mas evolui, em compara¢cao ao modelo anterior,



ao significar diferentes varidveis literais envolvendo duplas operacbes e

agrupamentos como uma parte de um todo.
JOGO 4: 30 pecas - dominé algébrico.

O sujeito “Pe” interrompe 0 jogo em cinco momentos durante a sua montagem do

domind algébrico, os quais descrevo:

12 parada: (9x) + (x), pergunta: Fica ou soma? Pensa e escolhe a peca com o
resultado (10x).

A duvida é verbalizada na terceira peca do domind. O questionamento esta
relacionado com o coeficiente numérico 1 — na sua forma invisivel. No monémio (x)
existe uma questdo de convencdo, pois o coeficiente humérico 1 ndo é registrado.
Logo, o sujeito “Pe” deve se lembrar da igualdade (x) = (1x) para efetuar
corretamente a adicdo. Portanto, o resultado de (9x) + (x) deve seguir o
pensamento: (9 + 1 = 10) e a parte literal “x” permanece como uma constante na

adicao entre monémios semelhantes.

22 parada: (9x) : (x), coloca a peca com (9x). Desconfia do resultado e indaga: Onde
ndo tem, sei que é um. Entdo eu diminuo, dai da zero. Mas n&o tem peca com (9x°).
Espera, eu fazia alguma coisa com (x°). Como eu escrevia (x°)? Ah, eu cortava o

(x°). Ent&o aqui ele ndo vai mais, é s6 (9). Coloca a peca com o resultado (9).

A duvida surge na sexta peca. O questionamento esta diretamente
relacionado com uma duvida redobrada em relacdo ao nimero 1 — na sua forma
invisivel como coeficiente numérico e também como expoente invisivel no monémio
(x). O estudante precisa, primeiro, efetuar a divisdo entre os coeficientes numéricos
para seguir com o domind, logo (9 : 1 = 9), e, em seguida, aplicar a propriedade que
rege os expoentes numa divisdo algébrica que é a da subtracdo dos expoentes,

1

logo (x* ~* = x°). Essa sequéncia foi retomada pelo pensamento do sujeito “Pe”, e

assim a peca escolhida foi substituida pelo resultado correto.
32 parada: (8x*) — (7x%), afirma: Se 8 — 7 é igual a 1, entdo aqui é (1x*). Mas ndo tem
(1x*). S6 tem (x*), pode? Esta certo aqui na frente vale um (coloca o dedo sobre o

local de registro do coeficiente numérico). Escolhe a peca com (x%).

A duvida do sujeito “Pe” esta relacionada ao coeficiente numérico 1 — na sua

forma invisivel no resultado final da subtracdo, ndo mais durante o processo de



subtracdo entre os coeficientes numéricos e expoentes de monémios com bases
semelhantes. Para o estudante decidir pelo resultado (x*), precisa ter a

compreensao da igualdade entre os monémios (1x*) e (x%), isto &, (1x* = x*).

42 parada: (x%) — (%), afirma: Piorou! Um menos um d& zero. Zero bala. S6 tem essa
peca igual a zero, mas e o (x?)? Multiplicando zero por (x?), s6 da zero? Claro,

desaparece o (x%) e s6 fica o zero. Coloca a peca com 0 (zero).

O guestionamento esta relacionado ndo com a davida em relagdo ao numero
1 — na sua forma invisivel como coeficiente numérico, porque soube subtrair 0s
coeficientes (1 — 1), mas com o momento de efetuar a multiplicacdo do resultado
“zero” do coeficiente numérico com a parte literal do monémio (0 vezes x?).
Apresenta duvidas no momento de formalizar o registro correto das partes zero e xis
ao quadrado ap06s sua multiplicacdo. Apos sua argumentacédo verbal, escolhe a peca

com o resultado zero.

52 parada: (X) . (x), indaga: E agora? Quem sdo os coeficientes numéricos? Ah, ta,

dé 1 e 1igual a 1, e dois de “xis”, que é de 1 + 1. Coloca a pega com (x?).

Novamente, primeiro na divisdo e agora na multiplicacdo dos monémios,
surge o questionamento em relacdo ao numero 1 — na sua forma invisivel como
coeficiente numérico. Recorda que no mondmio (x) o coeficiente € 1, entdo o
resultado da multiplicacdo entre o0s coeficientes numéricos 1 também
convencionalmente ndo € registrado. Esta presente também a multiplicacdo entre
seus mondmios idénticos no valor numérico 1 e na forma invisivel. Esta operacao
compreende que (x . x = x* . x') e, na adequac&o ao sistema notacional, o estudante
precisa efetuar a adicdo desses “expoentes invisiveis™ x . x = x***; logo, a peca com

o resultado correto é o monémio (x?).

O estudante “Pe” hesita em cinco situagdes, acima descritas, que envolveram
basicamente coeficientes e expoentes numéricos 1 — na forma invisivel, ora na
parte, ora no todo dependendo da operacdo solicitada. Apresenta organizagcao nos
seus esquemas que atuam na resolucdo de cada situacdo; foi capaz de tratar de

cada problematica, alcangando éxito nas suas acoes.

4.3.1.2 Entrevista 2 = sujeito “Se”



JOGO 1 = S&o nove pecas (6x°, 6x’, 6x%, 3x°, 2x°, 2x!, 2x®, 2x* e 2x) contendo
monémios que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).

O estudante “Se” opera e faz a leitura correta da nomenclatura dos
expoentes: ao quadrado, ao cubo, na quarta poténcia, na quinta poténcia, na sexta
poténcia e sétima poténcia; também |é com perfeicdo na linguagem convencional
algébrica os mondémios e o simbolo operatério entre eles. Opera com rapidez e
facilidade tanto aritmética como algebricamente, aplicando as propriedades que
envolvem a multiplicagdo entre monomios. Demonstra ter compreenséo das nogoes

aritméticas e das operacdes algébricas necessérias para a compreensao algébrica.

O estudante apresenta na argumentacdo conservacdo do simbolo, tendo
como preocupacao principal os expoentes; observa e opera na forma da parte
(expoente) para o todo (produto final). Considera o expoente 1 como um expoente
unidimensional, isto é, apenas na sua forma invisivel durante as operac¢des. Durante
a execucgao do JOGO 1 observo que o sujeito “Se” tem maior facilidade de operagao

guando o expoente 1 se encontra na forma invisivel.

Quando o sujeito “Se” é questionado sobre possibilidades de mudancgas na
combinacao das pecas, retoma as propriedades do elemento neutro da multiplicagéo
= 1 (um) na condi¢é@o de coeficiente numérico e do expoente zero, na aplicagdo do
elemento neutro da adicdo. Por meio da composicdo de novas pecas para o JOGO
1, demonstra que compreende e sabe aplicar as duas propriedades (multiplicacdo e

potenciacéo) explanadas verbalmente.

O estudante “Se”, quando solicitado a criar suas pecas mantendo o produto
12x®, manifesta certa preocupacdo com os coeficientes numéricos a partir da
multiplicacdo entre trés mondmios. Também néo faz a leitura (oral) do expoente 1 —
tanto quando se apresenta na forma visivel pelo registro grafico como na forma
invisivel nos referidos monémios durante a multiplicacdo. O estudante afirma preferir
operar com mondmios sem o0 registro grafico do expoente 1. Durante seus
procedimentos com as pecas do JOGO 1, reconhece e confirma a igualdade entre

0s monémios (2x) e (2x%).



Durante o JOGO 1 observo que “Se” compreende a comutatividade dos
mondmios; tem conservacgao da parte e do todo e mostra-se capaz de operar com 0

expoente 1 — na forma invisivel.

JOGO 2 = sdo 08 pecas — representadas pelos mondmios: 1x°, 12x°, 6x%, 24x°, 4x,

2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

O sujeito “Se” opera mentalmente sem o registro numérico grafico e formula o
resultado por meio do pensamento hipotético-dedutivo. Tem precisdo absoluta no
registro de suas afirmacdes, como nas combinacgdes: Seis xis ao cubo vezes oito xis
ao cubo dao doze xis na sexta poténcia e um xis ao quadrado vezes dois xis ao

cubo vezes vinte e quatro xis também da o mesmo resultado.

Sabe o0 que pretende e aplica a propriedade corretamente na decomposi¢cao
dos expoentes, sempre com o foco no produto final, assim como reflete com rigor e
atencdo na decomposi¢cdo numérica de 6 em 2 e 3, como de 8 em 2 e 4. Consegue
montar suas combinagdes sugerindo verbalmente quatro mondmios, nesses
reorganizando os fatores numéricos e literais com uma atencdo especial aos

expoentes.

Quando o sujeito “Se” é questionado sobre novas possibilidades de
combinagdes com as oito pecas do JOGO 2 indicadas por uma colega, argumenta:
Ela ndo pensou. Eu usei o um (1) que ndo muda o resultado de duas vezes vinte e
quatro que é o quarenta e oito. Sabe operar com o0 elemento neutro (1) como
coeficiente numérico de um mondémio, assim conservando o produto final da

multiplicagao.

Percebe-se que o sujeito “Se” ndo hesita na combinacéo e criagdo de suas
pecas, organiza um sistema em que € capaz de com facilidade identificar o todo,

argumentando suas reconstrucdes efetuadas mentalmente.

JOGO 3 = 02 pecgas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e uma
ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada é a determinagéo

da area e do perimetro das duas fichas.
A) FICHA DE FORMA QUADRAGULAR

Observo que o sujeito “Se” tem nocédo de semelhanca de figuras, pois o

desenho de seu “quadrado” € equivalente a ficha de forma quadrangular a ele



apresentada no JOGO 3. Teve a preocupacao de registrar uma figura com os lados

mais semelhantes possiveis.

Quando o sujeito “Se” é questionado sobre uma possivel determinagao de
um valor numérico para o perimetro da ficha de forma quadrangular, organiza seu
pensamento exclusivamente pela compreensao algébrica simbdlica: Assim, se eu
colocar um “xis” para cada um dos lados, porque sdo todos iguais. Ao ser inquirido,
justifica sua possibilidade de solucdo do problema apresentado: Porque dai todos
podem ter a sua resposta. E a resposta vai estar certa, porque cada um pode dar um

valor diferente para seu xis.

Observo que o sujeito “Se” generaliza a determinacdo do perimetro da ficha
de forma quadrangular. De forma verbal, faz a sequéncia dos seus procedimentos
registrados no papel: Sem determinar valor para o “xis” sera de “4x”, porque eu vou
somar o0s quatro “xis” assim: 1x + 1x + 1x + 1x = 4x. Também generaliza a
determinacdo da area da ficha de forma quadrangular: a éarea € feita pela

multiplicagéo da base com um lado. Entdo, sera (1x) . (1x) = (1x?).

Quando desenhou sua figura quadrada no papel e verbalmente operou com
os valores “Xis”, o sujeito “Se” ndo mencionou o valor 1 para o coeficiente numérico.
Conclui o estudante “Se”: Perimetro € igual a 4x. Registra graficamente o nimero 1
como coeficiente numérico, ao mesmo tempo em que convenciona perimetro por P e
area por A. Assim, para o estudante “Se”: P = 1x + 1x + 1x + 1x e A = 1x . 1x = 1x%.
Este registro grafico ocorre em momentos subsequentes da resolucéo; primeiro, do
perimetro e, depois, da area, somente através do seu pensamento. Logo, verifico
que o sujeito “Se” opera com e sem o registro numérico 1 do coeficiente numérico
nos seus mondmios indicados como valores para as medidas dos lados do “seu
quadrado”, assim como demonstra saber operar com o expoente 1 — na sua forma
invisivel, tanto no calculo do perimetro como na area. “Se” registra diretamente no

papel: A = 1x . 1x = 1x°,

O sujeito “Se” responde de imediato, argumentando diretamente por meio de
variaveis algébricas o perimetro e a area da ficha de forma quadrangular; demonstra
nas suas acdes correspondéncia operatéria na linguagem e pensamento formal.
Parece apresentar esquemas de representacdo e de pensamento, pois na
solugcdo dos problemas apresentados utiliza basicamente a funcdo simbdlica dos

simbolos algébricos. Seja na sua capacidade verbal de evocar por meio de um



signo, seja no registro escrito das significacdes ausentes para a construcdo de uma
forma generalizada da area e do perimetro para uma figura quadrangular qualquer.

Diante de todo esse indicio de pensamento formal, o sujeito “Se” nao
argumentou verbalmente nem registra de forma escrita as unidades de medida que
estdo diretamente envolvidas no produto final, tanto do perimetro (cm =
centimetros) como da &area (cm? = centimetros quadrados) da ficha de forma

quadrangular.
B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

Observo que o sujeito “Se” desenha sua figura retangular da forma mais
equivalente possivel a ficha de forma retangular a ele apresentado no JOGO 3. Ele
teve a preocupacdo de registrar uma figura com os lados paralelos o mais
semelhantes possiveis: E um retangulo onde o comprimento € maior que a base.
Demonstra ter no¢ao de espaco e proporcionalidade, pois relaciona o valor sugerido

com o seu dobro: base = x e comprimento = 2x.

Quando o sujeito “Se” é questionado sobre uma possivel determinacéao de
um valor numérico para o perimetro da ficha de forma retangular, argumenta
diretamente com a linguagem verbal, associando os fatores numéricos com fatores
algébricos equivalentes: Se eu disser que tem uns 20 cm por 40 cm, posso dizer que
a base é “x” e o comprimento é “2x”. Sabe e compreende o significado da variavel
Gnica compondo dois diferentes mondémios na sua figura retangular. A partir desse
pensamento verbal que passa a ser registrado no papel, o sujeito “Se” organiza seu
pensamento exclusivamente pela compreensao algébrica simbdlica: P = (2x + x + 2).
Registra, reflete e refaz seu pensamento para outro registro considerado por ele
correto na sua compreenséo algébrica do perimetro da sua figura retangular: 2. (x)
+ 1. (X). Substitui o coeficiente numérico 1 por 2; para, parece pensar. Novamente

anula seu registro e, pela terceira vez, registra: P = 4x + 2x = 6X.

O sujeito “Se” parece ter um modelo, mas ndo consegue antecipar todas as
propriedades envolvidas na determinacdo convencional algébrica (ou formal) do
perimetro da ficha de forma retangular. O estudante vai refletindo a medida que
registra graficamente suas possibilidades de solucdo para o problema de
aprendizagem a ele apresentado no JOGO 3 com a ficha de forma retangular.



Observo que o estudante “Se” também generaliza a determinacdo da area da
sua figura retangular: Multiplicando uma base com um comprimento, tenho: 2x . x =
2x°. Logo, registra diretamente no papel: A = 2x . 1x = 2x*. Também opera com 0
expoente 1 na sua forma invisivel, tanto no calculo do perimetro como na area da

ficha de forma retangular.

Quando questiono o sujeito “Se” sobre novas possibilidades de medidas para
a base e o comprimento da ficha de forma retangular sugeridas por uma colega - e
no caso da tua colega que sugeriu nesse mesmo retadngulo a base “x” e o
comprimento “x + 8”?—, o estudante argumenta: sdo as medidas dela. Pode e esta
certo. S6 que dai ela vai ter que fazer no caso do perimetro a soma dos “x” e a soma
dos nimeros. Representa graficamente no papel o seu argumento: P = 4x + 16. [...]
E no caso da area ela tera que multiplicar a base “x” com o comprimento “x + 8”.
Ainda na sequéncia do seu pensamento, registra graficamente no papel a sua
afirmac&o verbal: A = x . (x + 8) = 1x? + 8x. E possivel perceber com tais argumentos
sua organizacao através do pensamento formal tanto na resolucéo prépria quanto na

possibilidade criada pela colega.

O sujeito “Se” demonstra compreender os diferentes tipos de relagdes para
uma determinacgdo geral tanto da area como do perimetro para uma figura retangular
qualquer. Apresenta regulagdes ativas, num movimento de relacbes entre
conhecimentos ja estruturados e novas possibilidades a serem construidas. Observo
essas regulagdes nas acgdes de sustituicdo das variaveis de “x” e “2x” por “x” e “x +
8”, com éxito na relagédo parte/todo, da formalizagdo da largura e do comprimento
para uma ficha de forma retangular e nos procedimentos do céalculo com a aplicacédo
da propriedade distributiva para uma determinacdo geral para a area da figura

retangular.

Entretanto, o sujeito “Se” ndo argumentou verbalmente nem registrou de
forma escrita as unidades de medida que estdo diretamente envolvidas no produto
final, tanto do perimetro (cm = centimetros) como na area (cm? = centimetros

guadrados) da ficha de forma retangular.
JOGO 4: 30 pecas — domind algébrico.

O estudante “Se” faz todos os calculos “de cabeca”. Somente interrompe sua

montagem do dominé algébrico em dois momentos, 0s quais abaixo descrevo:



12 parada: (9x) : (x) , pergunta: E (1) ou (9)? Pensa e escolhe a peca com o (9).

Os dois questionamentos estéo diretamente relacionados com o expoente 1 —
na sua forma invisivel, nos trés monémios em questdo: (9x), (x) e (11x). Igualmente,
com o coeficiente numérico 1 — também na sua forma invisivel, que € o registro

convencional algébrico do monémio (x).

Na primeira davida, manifestada verbalmente na divisdo do mondmio (9x)
pelo monémio (x): € (1) ou (9). Esta duavida surge na terceira peca do dominé. O
estudante faz uma parada e, na sequéncia, resolve sem dificuldade a operacdo da
divisdao entre mondmios, que se subdivide em duas propriedades: 1) divisdo dos
coeficientes numéricos, logo (9 : 1 = 9); 2) subtracdo dos expoentes da parte literal
semelhante, logo (x** = x°%. Portanto, deve concluir que x° é igual a 1; logo, o
resultado de (9x) : (x) deve seguir o seguinte pensamento: (9:1=9)e (x: x = x** =
x° = 1). Assim, o resultado é a divisdo entre os resultados parciais (9) e (1) =
(9:1=29). E apeca certa escolhida pelo sujeito “Se” para a continuagdo do dominé

€ a com o resultado (9).

22 parada: (11x) — (x), para e pergunta: Sera que é (10x%)?

Na segunda duvida manifestada verbalmente na subtracdo do mondémio (11x)
pelo monémio (x): serd que é (10x'), na operacdo da subtracdo entre mondmios
semelhantes uma parte da propriedade a ser aplicada, orienta que os coeficientes
numeéricos devem ser subtraidos, logo (11 - 1 = 10). Assim como na operacéo da
subtracdo entre mondmios semelhantes, outra parte da propriedade a ser aplicada
orienta que os expoentes da parte literal devem ser mantidos, logo (x = x). E (x) é
igual a x*; logo, o resultado de (11x) - (x) deve seguir o seguinte pensamento: (11 -

1 = 10) e a parte literal “x” deve ser mantida. O resultado da subtracéo entre os dois
monoémios é (10x), que corresponde & igualdade com a peca (10x'); logo, (10x) =
(10x%). E a peca certa escolhida pelo sujeito “Se” para a continuagdo do dominé,
apos uma manifestacéo de duvida em razéo da visualizacdo do expoente, foi a com

o resultado correto (10x%).

4.3.1.3 Entrevista 3 = “Ma”

JOGO 1 = S&o nove pecas (6x3, 6x’, 6x%, 3x3, 2x°, 2x', 2x° 2x* e 2x) contendo
monémios que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).



O estudante “Ma”, primeiramente, questiona o numero de pecas para as
combinacgdes - pode ter mais do que duas cartelas para fazer esse doze? — e, na
sequéncia, combina-as com rapidez, organizando duplas, priorizando os monémios
com o coeficiente numérico seis. Faz a leitura dos expoentes pela nomenclatura
convencional de forma correta: (6x) [...] ao quadrado, (6x°) [...] ao cubo, (6x) [...]
na sétima poténcia, (2x°) [...] na quinta poténcia, (2x°) [...] na sexta poténcia, (2x*)
[...] na quarta poténcia. O sujeito “Ma” em momento algum questiona sobre as
propriedades que envolvem a multiplicacdo entre os monémios. Opera numérica e
algebricamente demonstrando ter nog¢do das regras aritméticas e das propriedades

necessérias para a compreensao de multiplicacdes com elementos algébricos.

Tendo como preocupacao principal os coeficientes numéricos; o estudante,
na argumentacao faz a conservacao do simbolo, observa e opera na forma da parte
(coeficiente numérico) para o todo (coeficiente numérico + parte literal). Durante a
execugao do JOGO 1, observo que o sujeito “Ma” tem facilidade de operar com o
expoente 1, seja na sua forma visivel, seja na invisivel. Contudo, no momento da
leitura das suas combinac¢des, ndo se refere ao sinal da multiplicacédo, isto €, néao lé
a operacdo (multiplicado ou vezes) entre os mondémios nem faz mencédo ao
expoente 1 no mondmio (2x%) - dois xis -, na sua forma visivel e na sua forma

invisivel (2x) — dois xis.

Ap6s o sujeito “Ma” ser questionado sobre novas possibilidades de
combina¢cBes apresentadas pela sua colega, olha para suas pecas arrumadas e,
sem nada falar, troca a peca (2x') por (2x), reorganizando suas combinacdes de:
6x) . (2xH para 6x) . 2)ede (2xH) . 2x) . 3%  para
2x% . (2xY) . (3x%). Justifica a sua substituicdo de pecas - ndo sei o que a “VanD”
teria trocado, ndo da para mexer em nada mais. S6 pude trocar (2x*) por (2x). N&o
da mais para modificar. O estudante afirma saber reconhecer a existéncia do valor 1
na posicao de expoente quando néo esta registrado graficamente - € automatico xis
com 1 ou sem 1, eu sei que vale 1. [...] Todas as pecas em que n&o aparecer escrito
algum expoente é por que vale 1 (um). Questiono-o0 sobre a sua certeza - sempre 1
(um)? O sujeito “Ma”, com firmeza na resposta, demonstra compreender e saber as
regras que envolvem o0s expoentes - assim, sé o (x) ele ndo precisa aparecer. Se for
outro expoente tem que estar escrito para poder resolver. O sujeito “Ma” demonstra

saber operar com o expoente 1 —, seja na forma registrada graficamente, seja na



forma invisivel; percebe a possibilidade de mudanca de posicdo dos monémios,
mudanca parte-parte (6x’ . 2x, por 2x . 6x’), sem modificacéo do todo (12x%), como

resultado do produto.

Retomo a argumentacdo da colega e o sujeito “Ma” novamente responde -
sem opgdes. Sera que “VanD” tinha as pecas trocadas? Assim como eu comecei
com os mondmios de coeficiente 6, ela podia ter comecado com os de dois, mas se
0S expoentes sdo 0s mesmos, entdo ndo muda nada. Ja olhei todas as minhas
combinagdes, cuidei primeiro os expoentes e depois 0s coeficientes, acho que ela
nao tinha mais o que fazer de diferente das minhas combinacfes. O estudante
argumenta comparativamente, sustentando suas combina¢gfes em relacdo as da
colega e, descarta novas possibilidades dentro de um universo de pecas

apresentado como limitado.

Durante o JOGO 1, observo que o sujeito “Ma” mostra-se capaz de executar
varias regulacdes através da comutatividade dos mondémios; tem conservacgao das
partes e do todo; opera com o expoente 1 nas formas visivel e invisivel e apresenta

compreensao da relacdo parte/todo na aplicacdo das propriedades.

JOGO 2: sdo 08 pecas — representadas pelos monémios: 1x°, 12x°, 6x%, 24x°, 4x,
2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

O sujeito “Ma” opera mentalmente, mas utiliza o registro grafico para
confirmacédo do seu pensamento quanto a multiplicacdo dos fatores numéricos: 24 x
2, 12 x 4. Argumenta percebendo as combinacdes de pares pré-determinados entre
os expoentes dos monémios; tem base aritmética: sabe a tabuada e tem precisdo
na combinacdo de suas pecas. Contudo, continua n&o lendo a operacao
(multiplicado ou vezes) entre os mondmios nem faz referéncia ao expoente 1 no
monémio (2x%) - dois xis -, na sua forma visivel e na sua forma invisivel (4x) — quatro

Xis.

Quando o sujeito “Ma” é questionado sobre outras possiveis combinacdes
com as oito pecas do JOGO 2 indicadas por uma colega, argumenta - sé se ela
mudar de posicao os coeficientes: 48 e 1 por1 e 48,8e 6 por6 e 8,2 e 24 por 24 e
2, 4 e 12 por 12 e 4. Tudo junto, os monémios todos da segunda coluna para a

primeira. Nao sei se pode ser considerada outra combinagao se as pecgas eram as



mesmas. O estudante sabe aplicar a comutatividade entre os coeficientes numéricos

dos monomios pela sua argumentagao.

O sujeito “Ma”, ao ser solicitado a criar suas pecas, experimenta varias
possibilidades, argumentando sobre facilidades e dificuldades por ele apresentadas
guanto ao numero de pecas e valores numéricos a considerar - € mais dificil com
trés pecas. Se eu sei a tabuada com os numeros maiores, eu acho mais facil de
multiplicar. Para compor em trés mondmios, eu tenho que ficar dividindo e
multiplicando muito mais vezes. Consegue “dividir’ o todo quarenta e oito no produto
de partes equivalentes: (2 . 4 . 6), (6 . 8); argumenta com firmeza e clareza o
desenvolvimento de suas operacdes com novas possibilidades de combinages

entre mondmios.

O estudante sabe aplicar as regras e as propriedades particulares (as partes)
gue envolvem uma operacgéo (o todo) entre mondmios. Apresenta coeréncia durante
suas organizacdes comparativas na escolha entre valores numéricos “maiores” ou
“‘menores” para operar nos coeficientes numéricos dos mondmios, assim como na
decomposicdo do valor total do expoente seis, argumentando - assim como essas
pecas aqui (12) . (4), eu tenho que dividir o (4) em (2) vezes (2) parater (12.2 . 2)
= 48, e ainda pensar nos expoentes, dai ficaria: (12x?) . (2x%) . (2x%) para chegar ao
resultado (48x°). Ou tenho que dividir 0 12 em 6 e 2 para ter (6 . 2 . 4) = 48, dai
ficaria (6x%) . (2x%) . (4x?) para chegar ao resultado (48x°). Eu prefiro os maiores 8,
12, 24 e 48. Por meio do seu pensamento e posteriormente pelos seus registros, 0

sujeito “Ma” demonstra sua preferéncia em operar com valores numéricos “maiores”.

Durante o JOGO 2, observo que o sujeito “Ma” compreende a
comutatividade dos monbémios; necessita do registro grafico do calculo para
confirmacédo da operacdo mental; tem conservacdo das partes e do todo; opera
com o expoente 1 nas formas visivel e invisivel, tem antecipa¢do dos resultados,
revela precisdo na combinacdo das partes por meio do seu pensamento hipotético-

dedutivo.

JOGO 3: 02 pecas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e uma
ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada é a determinacao

da area e do perimetro das duas fichas.



A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR

O sujeito “Ma”, ao ser questionado sobre um possivel fator numérico para o
valor de cada lado da ficha de forma quadrangular, afirma - acho que assim olhando,
uns 15 centimetros cada lado. Na sequéncia, é solicitado a determinar o valor do
perimetro da ficha de forma quadrangular com o seu valor numérico considerado.
Responde: Sessenta. O perimetro € sessenta. Nao me lembro certo como faz a
conta, assim como fazer o registro no papel, mas sei que é sessenta. O estudante
determina o resultado do perimetro da ficha de forma quadrangular somente atraves
de uma organizacdo do seu pensamento; registra verbalmente sua dificuldade
quanto ao registro do desenvolvimento do célculo na linguagem convencional da

matematica.

Observo que o sujeito “Ma” ndo consegue ter um registro grafico muito fiel da
figura de forma quadrangular, pois o desenho do seu “quadrado” € uma figura
retangular. Para que ocorra a compreensdo de seu desenho, argumenta: vou
escrever 15 cm em todos os lados. Na sequéncia, registra logo abaixo do seu
desenho convencionando de forma generalizada a legenda “P” para perimetro com
igualdade de sessenta: P = 60. Neste registro ocorre a indicacdo da unidade de
medida centimetros nas unidades parciais como 15 cm nos quatro lados da figura de

forma quadrangular. Contudo, essa unidade de medida n&o € registrada no

resultado final do perimetro.

Ao ser solicitado para determinar a area da ficha de forma quadrangular,
primeiro efetua o célculo na classe: 15 x 15 = 450, em seguida registra no papel: A =
450. Convenciona de forma generalizada a medida de area por “A”. Questiono-o
solicitando que verbalize seu raciocinio para chegar ao resultado 450. O sujeito “Ma”
verbaliza seu pensamento: eu multipliquei 15 por 15, achei 225 e depois somei mais
225 pelos outros dois lados. O estudante acerta o valor numérico quando multiplica
15 x 15 (largura x comprimento), mas comete um erro de pensamento ao dobrar seu
valor. Entretanto, no momento da explicacdo verbal da multiplicacdo dos valores
numeéricos da largura e do comprimento ndo existe referéncia a unidade de medida
“centimetros”, assim como no registro grafico do produto também néo € indicada a

unidade de area (cm?).

O sujeito “Ma”, quando questionado sobre diferentes possibilidades de

medidas para a largura e o comprimento da ficha de forma quadrangular propostas



por outros dois colegas, — [...] sugeriu o lado ser de 20cm [...] “Vin” me afirmou ser
de 8cm -, o estudante argumenta: acho que nao! Acho que colocando a régua daria
no maximo uns 17 ou até 18, por ai [...] para “Vin” oito ndo pode [ ... ] Na ideia dele
até pode. Se colocar a régua ndo é possivel. Ao ser instigado em relacdo as
afirmacOes de seus colegas, argumenta, tenta aproximar os resultados dos seus
colegas com o seu resultado sugerido como correto: acho que no caso do “Vin” s6
se aumentar os centimetros. Ou se medir por dentro o quadrado. [...] . Acho que
essas diferencas s6 acontecem se medir por fora e por dentro. E questionado sobre
as expressodes - medir “por fora” e “por dentro” — e, ao ser solicitado a expor seu
pensamento, “Ma” argumenta: como nés medimos as salas por fora e por dentro, dai
deu a diferenca da medida da parede. E isso mudou na hora de calcular o perimetro
e a area das salas medidas. O estudante justifica seu pensamento a partir da
retomada de uma situacdo-problema pratica vivenciada na sala de aula. Legitima
seu argumento com o inicio da aceitacdo de outros resultados e de mais de um
resultado verdadeiro e possiveis: acho que pode um mesmo quadrado ter diferentes
respostas. E respostas certas.

Questiono o sujeito “Ma” sobre a existéncia de uma possibilidade para
determinar o perimetro de qualquer figura de forma quadrangular quadrada. O
adolescente “Ma” “salta” do seu pensamento aritmético para o pensamento formal
na procura de uma possibilidade geral; faz um caminho, primeiro de forma verbal: se
eu fizesse um quadrado em que todos os lados fossem xis, passando para a
linguagem algébrica convencional. Na sequéncia, desenha uma outra figura de
forma quadrangular e nela registra o pensamento verbalizado: o perimetro vai ser a
soma dos xis que séo (X + X + X + X) => P = 4x, isto é, um “xis” para cada lado.
Registra de forma correta a generalizacdo do perimetro da ficha de forma
quadrangular P = 4x. Opera com os mondémios (X) sem o registro grafico do

coeficiente numérico 1.

Na sequéncia, solicito uma forma generalizada para a area de uma ficha de
forma quadrangular qualquer. O sujeito “Ma” escreve na lousa (1x). (1x) = (1x?) e
(1x%) . (1x?) = (1x*. Nos monémios utilizados para a multiplicagéo ocorre o registro
do coeficiente numérico nos monémios = (1x) assim como no resultado final = (1x%.
Na folha apenas escreve: A = 1x*. Ndo chega & generalizacdo final correta da area

da ficha de forma quadrangular em funcéao da aplicacdo de uma dupla operagéo com



os expoentes dos mondémios: A = 1x*. O estudante soube determinar uma forma
generalizada correta para o perimetro de qualquer figura de forma quadrangular,
mas sera que compreende as regras e propriedades envolvidas nos processos? I1Sso
porque, no momento da determinacdo generalizada da area, segue verbalmente o
raciocinio: a area vai ser (1x) . (1x) = (1x?) e (1x%) . (1x?) = (1x*), entdo escrevo A =
1x*. O sujeito “Ma” faz uma tentativa de generalizagdo da area para uma figura de
forma quadrangular qualquer, entretanto ndo chega a generalizacéo final correta em
funcdo da aplicacdo de uma dupla operacdo com os expoentes dos monémios: A =

1x*,
B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

O sujeito “Ma” procura desenhar uma figura retangular de forma mais
equivalente possivel a ficha de forma retangular, inclusive para diferenciar do seu
desenho da figura quadrangular irregular. Indica a medida de 25 cm (largura) nos
lados horizontais e a medida de 12 cm (altura) nos lados verticais. Abaixo do registro
grafico da figura retangular convenciona “P” para perimetro, igualando-o ao

resultado considerado para o perimetro: P = 74.

O estudante indica as unidades de medida em centimetros nos lados (largura
e altura), mas néo faz referéncia a unidade de medida no seu resultado final para o
perimetro da ficha de forma retangular; apenas escreve o valor numérico setenta e
quatro. Quando o sujeito “Ma” é questionado sobre o processo seguido pelo
pensamento para determinar o resultado final, revela o caminho efetuando os
calculos na forma oral. Calcula, primeiro, as adi¢cdes separadas das larguras e das
alturas: da 74 de perimetro, porque (25 + 25) é 50 e (12 + 12) é 24. Na seqlUéncia,
adiciona os resultados parciais: logo, (50 + 24) é 74.

O estudante “Ma” registra na classe os calculos: 25 x 25 = 625 e 12 x 12 =
144 para a determinacdo da area e depois, verbalmente, justifica seus célculos: deu
625 e 144. Depois somei 625 com 144 e achei 769 de area. De alguma forma existe
uma lembranca de que “algo” deve ser multiplicado para determinar a area, mas nao
sabe como fazer o célculo corretamente. O estudante indica de forma equivocada o
valor para a area da ficha de forma retangular quando duplamente multiplica 25 por
25 (largura x largura) e 12 por 12 (altura x altura); a forma correta seria multiplicar 25

por 12. O sujeito “Ma” escreve a unidade de medida “centimetro” para os fatores



numeéricos 12 e 25, entretanto ndo a usa em nenhum outro momento, seja na forma
verbal, seja durante as multiplicagbes parciais, nem no produto final como unidade

de area em centimetros quadrados (cm?).

Quando o sujeito “Ma” é questionado sobre a possibilidade da existéncia de
uma forma geral de determinar o perimetro e a area de uma ficha de forma
retangular qualquer, o estudante, em novo desenho, argumenta posteriormente ao
seu registro grafico: como a largura € diferente da altura, vou representar a largura
por “x” e a altura por “A”. Observo que ele, primeiro, opera efetuando as adi¢des
parciais das larguras (X + x = 2x) e das alturas (A + A = 2A). Nesse caso como as
medidas sdo diferentes e eu ndo sei o valor de cada medida, a resposta para o
perimetro vai ficar assim: P = 2x + 2A. Consegue generalizar as larguras e
comprimentos por diferentes variaveis literais; apresenta uma totalidade definida: o
perimetro da ficha de forma retangular; tem uma coordenacédo combinatdria entre os
termos algébricos “x” e “A”. Generaliza um modo de calculo para qualquer figura de

forma retangular, como: P = 2x + 2A.

Para a forma generalizada da area, o sujeito “Ma” registra: A = 1x* . 1A%
Demonstra permanecer com duvidas apés a sua composicao para a forma algébrica
generalizada da ficha de forma retangular: A = 1x? . 1A%. Faz uma tentativa mas nao
chega a generalizacao final correta da ficha de forma retangular em funcao de uma
dupla multiplicacdo entre as variaveis semelhantes (x . x = x°) e (A . A = A%). Numa
segunda tentativa registra: x*> + A%, ainda ndo alcanca éxito. O que chama a atencéo
€ o uso da letra “A” designando “area” e também variavel para a “altura”; observo o
registro do fator numérico 1 como coeficiente numérico nas duas variaveis somente
no resultado final para a forma generalizada da area. Nao se refere em nenhum
momento, seja na forma verbal, seja durante as multiplicacbes parciais, nem no

produto final como unidade de &rea em centimetros quadrados (cm?).
JOGO 4: 30 pecas - dominé algébrico

Passo a descrever o Unico momento em que o sujeito “Ma” para, quase ao

final da montagem do dominé algébrico, na vigésima peca:

12 parada: (20x°) : (10x°), |&6 em voz alta a operac&o: vinte xis na sexta poténcia
dividido por dez xis na quinta poténcia; usa o lapis para dividir 20 por 10. Confere:
(2x).



O questionamento estd diretamente relacionado ao expoente 1 — na sua
forma invisivel. O sujeito “Ma” vinha de uma sequéncia em que para (11x) — (x) o
resultado correto era (10x') e, neste caso, o expoente 1 ndo é registrado pela forma
convencional geométrico e algébrico. Mas na minha organizacdo das pecas a
escolha foi por registrar o expoente 1, justamente para verificar se o estudante
conserva a igualdade entre (10x) e (10x%). Logo, na continuacdo do JOGO 4, agora
apresentando uma divisdo de mondmios, era necessaria a aplicacdo de duas
propriedades; 1) a divisdo entre os coeficientes numeéricos (20 : 10 = 2) e 2) a
subtracdo dos expoentes (6 — 5 = 1). E este foi o ponto da dudvida: onde esta o
namero 1 do expoente? A parada ocorreu em razdo da ndo visualizagdo do

expoente 1.

Para as consideracdes parciais do GRUPO 1, retomo alguns passos

seguidos pelos estudantes adolescentes “Pe”, “Se” e “Ma” nas trés entrevistas.

Durante o JOGO 1, observo que os trés estudantes escolhidos para as
entrevistas, da T71 “Pe”, da T72 “Se” e da T73 “Ma”, compreendem a
comutatividade dos monémios (A . B =B . A); tém conservacao das partes (sinal +
fator numérico, fator literal + expoente) e do todo (monémio = coeficiente numérico +

parte literal); reconhecem a igualdade entre os monémios (2x) e (2x%).

Os estudantes do GRUPO 1, durante o JOGO 2, em geral, operam
mentalmente, ndo utilizando o registro grafico para confirmacdo do seu pensamento
gquanto ao produto numérico e a aplicacdo das propriedades algébricas.
Argumentam percebendo as combinacBes de pares pré-determinados entre os
expoentes dos mondmios; demonstram precisdo na combinacdo de suas pecas.
Observo que os estudantes “Pe”, “Se” e “Ma” apresentam segurangca em suas
respostas e conseguem éxito nas operacdes com o expoente 1 nas formas visivel e
invisivel, tém antecipacdo dos resultados e revelam precisdo na combinacdo das

partes por meio do seu pensamento hipotético-dedutivo.

Os estudantes desse grupo, no JOGO 3, conseguem se aproximar da
generalizagcdo correta para o perimetro e a area para uma ficha de forma
quadrangular e uma ficha de forma retangular qualquer; nota-se que 0s sujeitos
apresentam uma estrutura l6gico-matematica que € operatéria. Esse comportamento
deve-se a coordenacdes proprias dos diversos elementos em suas possibilidades de

respostas. Eles apresentam um bom grau de organizagdo em seu modelo de



significacdo do conceito de area e perimetro. Articulam regulacdes ativas ao longo
do pensamento numa busca espetacular de compreensao das situagcdes propostas
tanto da area como do perimetro, para uma ficha de forma quadrangular retangular

qualquer.

‘Pe”, “Se” e “Ma” souberam montar o “domind algébrico”. Tal JOGO 4 tem
como objetivo a combinacé&o das pecas por meio da resolucao das quatro operacdes
algébricas de adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo. Nessas resolucdes, as
dificuldades apresentadas foram em relacdo ao coeficiente numeérico e ao expoente
1 — na sua forma invisivel. Mas, com poucas interrupcdes e recordando as
propriedades especificas, operaram com o coeficiente e expoente 1 nas formas

visivel e invisivel presentes nas quatro operacdes em questdo, nas pecas.

4.3.2 Interpretacéo dos 4 Jogos no GRUPO “E” 2 — EXITO PARCIAL

Foram entrevistados os estudantes “An” — T71 — Escola (1) IEST, “Dy” — T72
— Escola (2) ANCH e “VanD” — T73 — Escola (1) IEST.

4.3.2.1 Entrevista 4 = sujeito “An”

JOGO 1 = S&o nove pecas 6x3, 6x’, 6x%, 3x3, 2x°, 2x!, 2x° 2x* e 2x contendo
mon6émios, que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).

O sujeito “An” aplica corretamente a regra da multiplicacdo entre monémios,
pois tem noc¢ao da localizacdo do coeficiente numérico e do expoente; obtém éxito
com 0s expoentes visiveis e invisiveis e 1é com perfeicdo o simbolo operatério entre
as pecas. Contudo, faz a leitura incorreta da nomenclatura dos expoentes: “(x}) =
xis na um, (x?) = xis na dois, (x°) = xis na trés, (x*) = xis na quatro, (x’) = xis na sete”.
Entretanto esta situacdo ndo desorganiza seu pensamento quanto a aplicacéo

correta das propriedades envolvidas na multiplicacdo entre os monémios das pecas.

O estudante efetua a adicdo dos expoentes iniciando pelos expoentes
“visiveis”, isto é, aqueles que estdo graficamente registrados nas pecas (3x°) e (2x%)
e somente no final adiciona o expoente um (1), que estd na forma invisivel no
mondmio (2x). Ele utiliza o recurso primitivo de mostrar com o dedo as pecas

durante as combinacbes e na leitura final das pecas, assim como apresenta



necessidade de recorrer a conhecimentos experenciados anteriormente na sala de
aula. Apresenta na argumentacgdo conservacao do simbolo, tendo preocupacdo com
os coeficientes numéricos e com 0s expoentes; observa e opera na forma das partes

para o todo (produto final).

Quando o sujeito “An” é questionado sobre possibilidades de mudangas na
combinacdo das pecgas, retoma as caracteristicas e confirma a igualdade entre os
monémios (2x) e (2x%), assim como estabelece a coordenacao verbal na explicacéo
dada entre o expoente 1 na forma visivel com a forma invisivel entre 0 monémios
anteriormente referidos. Ndo tenta a comutatividade, seja entre os coeficientes
numéricos, seja entre 0s expoentes na sua primeira combinacdo das pecas. Por
meio da composicdo no JOGO 1, demonstra ter éxito na aplicacdo das duas

propriedades (multiplicacdo e potenciacao) explanadas verbalmente.

O sujeito “An”, quando solicitado para criar suas pe¢as mantendo o produto
12x%, tem a preocupacdo de combinar mondémios com coeficientes numéricos e
expoentes diferentes das pecas ocupadas no JOGO 1. Registra o coeficiente
numérico 1 no mondmio (1x°) e deixa o expoente 1 — na forma invisivel no monémio
(4x). No momento da leitura das pegas criadas, |é o nimero 1 como coeficiente
numerico, mas ndo faz referéncia a ele quando da leitura do expoente 1 — na forma

invisivel.

Quando gquestionado sobre a determinacdo de diferentes combinacdes por
uma colega, o sujeito “An” argumenta: Olha sé, se eu trocar de posicdo 2x° . 6x°
para 6x°.2x° ou 12x°. 1x° para 1x> . 12x°, ou 3x’ . 4x para 4x . 3x’, o resultado é
0 mesmo. [...] Troco também a ordem dos expoentes: de 7 por 1 (x’ ** =x**"). Ou

entdo de 5 por 3 (x° "3 =x3*"°

). Observo que mostra-se capaz de executar varias
regulacées ao longo da sua argumentacdo em funcdo dos questionamentos que se
colocam e do raciocinio que desencadeia através da comutatividade entre os
monémios, conservando o produto 12x®. Quando instigado sobre novas

possibilidades, sabe justificar suas combinacgdes.

Durante o JOGO 1, observo que o sujeito “An” compreende a
comutatividade dos monbmios; realiza a combinatoria do agrupamento
multiplicativo corretamente; tem éxito na conservacdo da parte e do todo; tem
necessidade do registro do valor numérico 1 como coeficiente numérico. As

operacoes séo realizadas com necessidade do registro verbal de suas acdes.



JOGO 2 = sdo 08 pecas — representadas pelos mondmios: 1x°, 12x°, 6x%, 24x°, 4x,

2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

O sujeito “An” opera com o registro numérico gréfico, formula o resultado
através de longo pensamento. Questiono-0 e 0 estudante justifica a demora: mas
nao tem 48 na tabuada do 9, do 5 nem do 7. Aparece em destaque “o papel da
multiplicagdo (tabuada)’, o resultado 48 esta fora do alcance da contagem “rapida”

com os dedos, ou da “decoreba” da multiplicagao até dez.

O estudante necessita de um tempo maior na tentativa de articular
coeficientes numéricos “diferentes” das pecas ocupadas do JOGO 2: na do 6 tem 8
e nado 8 tem 6. Todas que eu pensei tem aqui. Na procura de novas combinagdes,
primeiro articula somente pelo pensamento 0s possiveis, como nas suas
combinacdes: (3x°) . (16x}) e (6x?) . (4x%) . (2x). Utiliza em suas combinacées o
expoente 1 — na forma visivel no mondmio (16x*) e o expoente 1 — na forma invisivel

no mondémio (2x).

Apresenta caracteristicas de compreensdo do que pretende e aplica a
propriedade corretamente na decomposicdo dos expoentes nas formas visivel e
invisivel, sempre com o foco no resultado final da multiplicacdo. Consegue montar
suas combinacfes sugerindo trés mondmios, reorganizando nesses as partes que
compdem o mondmio, com uma atencdo especial aos coeficientes numéricos.
Assim, posso observar rigor e atencao na decomposicdo numérica de 24 em 6 e 4:

sim, porgue seis vezes quatro € vinte e quatro que vezes dois € quarenta e oito.

Quando o sujeito “An” é questionado sobre novas possibilidades de
combina¢des com as suas trés pecas do JOGO 2 indicadas por uma colega, ele
argumenta: ndo muda nada. Eu so6 vou fazer duas vezes quatro que é oito e vezes 0
seis e chego no quarenta e oito também. Volto a questiona-lo: por que vocé
escreveu o expoente um (1) no mondmio (16x') e ndo escreveu o expoente um (1)
em (2x)? O estudante “An” justifica sua opgao pelo expoente 1 seja na forma visivel,
seja na forma invisivel, por observar que alguns dos seus colegas apresentam
dificuldades de solucéo na operagédo da multiplicagdo entre mondémios: 0s expoentes
servem para confundir [...] aqueles mais burrinhos [...] 0 expoente 1 se ndo aparece

escrito, € esquecido na hora da conta.



Durante o JOGO 2, observo que o sujeito “An” continua apresentando as
caracteristicas de compreensdo da comutatividade, articula relacdes entre
parte/todo dos mondmios e as coordena na manipulacédo dos expoentes nas formas

visivel e invisivel.

JOGO 3: 02 pecas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e uma
ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada é a determinagéo

da area e do perimetro das duas fichas.
A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR

Observo que o sujeito “An” tem nocao de semelhanca de figuras, pois o
desenho do seu quadrado é equivalente a ficha de forma quadrangular a ele
apresentado no JOGO 3. Teve a preocupacao de registrar uma figura com os lados

mais semelhantes possiveis.

Quando o sujeito “An” € questionado sobre uma possivel determinacao de
um valor numérico para o perimetro da ficha de forma quadrangular, organiza seu
pensamento exclusivamente pela compreensdo numérica simbdlica: € um quadrado
[...] porque tem altura e comprimento igual [...] tem uns quinze centimetros. Ao ser
inquirido, justifica sua possibilidade numérica de indicacdo com a medida dos
comprimentos, reconsidera o0 seu primeiro valor, agora alcancando o valor real da

medida: ndo, tem uns vinte centimetros.

O estudante “An” desenha sua figura quadrangular no papel e nos quatro
lados indica o valor da sua unidade de medida considerada: 20 cm. Apresenta
davidas na localizacdo do perimetro ao ser solicitado seu valor: perimetro € por
dentro ou por fora? Apés o manuseio da ficha de forma quadrangular (passa o dedo
indicador somente numa borda do quadrado) e na sua argumentacdo decide: o
perimetro é “por fora”, entdo tem 20 cm. Observo que o sujeito “An” convenciona
perimetro por “P”, assim como registra na forma escrita e verbal sua compreenséo:
P = 20 cm. Logo, ndo correlaciona o0s valores indicados para 0s quatro

comprimentos com o célculo do perimetro da ficha de forma quadrangular.

Diante da informacdo de outras possibilidades de medidas para o
comprimento na ficha de forma quadrangular, no momento em que a pesquisadora
procura explorar o pensamento do entrevistado, oferecendo contra-sugestbes e

situagdes de conflito. As respostas do sujeito “An" se conservam, ele nao considera,



nao reflete sobre novas possibilidades. A informacdo ndo produz nenhuma davida

na sua decisao.

O sujeito “An”, ao ser solicitado a determinar a area da ficha de forma
quadrangular, convenciona-a por: A. Primeiro questiona a operacéo a ser utilizada:
multiplicar? Por algum tempo para, parece pensar, responde: é quarenta.
Permanece em duvida e, apds muita resisténcia, decide-se por “montar a conta” no
papel. Registra por escrito e verbalmente: é quatrocentos centimetros quadrados. O
sujeito “An” obtém éxito ao efetuar a multiplicacéo entre a largura e o comprimento
para calcular a area, na escrita e na leitura correta da unidade de medida para a
area em centimetros quadrados (cm® e no registro simbélico geométrico

convencionando area por “A”.

Ao ser informado sobre a existéncia de outras possibilidades de valores
numeéricos para a area da mesma ficha de forma quadrangular, o sujeito “An”
permanece com a duvida: acho que pode [...] ndo sei. Também, quando questionado
sobre a validade de duas ou mais solucbes, demonstra ndo compreender as
possibilidades que as variaveis numéricas e algébricas trazem para o calculo da
area da figura quadrangular: ndo sei, ndo imagino como pode ter trés respostas

certas para 0 mesmo quadrado.

No momento em que como pesquisadora proponho aquilo que considero ser
uma das situacdes de maior conflito que é o caso de uma forma de calculo geral da
area para a ficha de forma quadrangular. O sujeito oscila, ndo aplica seu modelo
organizado anteriormente com elementos numéricos; tem problemas em estabelecer
uma relacdo mental com termos incognitos, ou melhor dizendo, de reorganizar seus

esquemas em funcdo da coordenacdo com variareis literais.

O sujeito “An” utiliza basicamente simbolos numéricos, seja na sua
explicacdo verbal, seja no registro escrito do seu pensamento, na construgdo de
uma forma generalizada para a determinacéo da area e do perimetro para uma ficha

de forma quadrangular qualquer.
B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

Observo que o sujeito “An” desenha sua figura retangular da forma mais
equivalente possivel a ficha de forma retangular com a preocupagdo primeira de

conferir com a palma da méo as suas medidas antes de anuncia-las verbalmente: é



um retangulo, ele € mais largo e menos comprido [...] uns 35 cm de largura e uns 15
cm de comprimento. Registra e |é os valores numeéricos para a largura e o
comprimento ao redor da figura retangular com suas unidades de medida em
centimetros. Observo que tem nocdo de espaco e proporcionalidade ao registrar

uma figura com os lados paralelos o0 mais semelhantes possiveis.

Quando o sujeito “An” ¢é solicitado a determinar um valor numérico para o
perimetro da ficha de forma quadrangular, argumenta diretamente na linguagem
verbal associando os valores numeéricos: para calcular o perimetro tenho que somar
35 com 35 e 15 com 15 [...] sera 70 de largura e 30 de comprimento [...] entdo vou
somar 70 com 30 que dao 100. Obtém éxito ao efetuar o registro das adi¢cdes
parciais das larguras, 70 cm, e dos comprimentos, 30 cm, utilizando os valores

numéricos associados com a sua unidade de medida.

Observo um avango no pensamento do sujeito “An" em relacdo as
organizagfes para o perimetro da ficha de forma retangular, pois essa sequéncia de
adicdes parciais ndo ocorreu no calculo da ficha de forma quadrangular. Entretanto,
nado mais utiliza simbolos para convencionar largura, comprimento e perimetro;
escreve as palavras por extenso no papel: largura 70 cm, comprimento 30 cm,
Perimetro. Registra de forma correta o valor numérico do perimetro, mas registra

incorretamente a unidade de medida final: 100 cm?.

Na determinacédo da area da ficha de forma retangular, o sujeito “An” localiza
0 espaco e manifesta verbalmente: sim, eu sei que é o de dentro. Vou multiplicar um
15 por um 35. [... ] Achei 525. Registra o céalculo e o produto 525 e depois o
modifica para 52.5 (cinquenta e dois ponto cinco), mas |Ié quinhentos e vinte e cinco.
N&o utiliza um simbolo para convencionar a area; escreve a palavra por extenso;
nao utiliza as unidades de medida de comprimento e de area, nem verbal, nem

registradas no papel.

O sujeito “An", ao ser questionado sobre “outras possibilidades verdadeiras”,
aceita, confirmando “novas possibilidades verdadeiras” de medida para a mesma
figura de forma retangular: pode, ndo usamos régua! Supde novas possibilidades,
comparando-as com as sugeridas pelos colegas, somente na forma verbal: também
pode ser 50 cm e 100 cm. Enquanto ndo usarmos régua, todos estdo certos. Na
sequéncia do seu pensamento, solicito que esclareca essa existéncia de mais de um

acerto para uma unica area. O estudante argumenta: me lembro de alguma coisa ter



com o “is”. [...] se eu colocar um xis aqui deste lado do retangulo, todas as
respostas estdo certas, porque cada um pode pensar um “xis” diferente. O
adolescente consegue generalizar num primeiro momento, associando valor
numerico (35 cm) para largura e valor generalizado (x) para 0 comprimento; esse

processo é registrado nas formas verbal e escrita.

Num segundo momento, o sujeito “An” desenha uma nova figura de forma
retangular. Observo-o refletindo sobre a primeira figura retangular e, entéo,
guestiono-o novamente sobre como pensar uma forma de determinar o perimetro e
a area para qualquer figura de forma retangular. O adolescente reage: sO vai estar
certa se eu colocar “xis” em tudo! Agora, no registro grafico ele considera o mesmo
“fator literal” para os quatro lados da figura retangular, questiona seu registro e
decide modificar os valores considerados para a largura de “x” para “2Xx7,
argumentando sua validade por ser “o dobro” do comprimento. Posso observar que
0 sujeito mostra-se capaz de utilizar suas regulacdes da operagdo anterior para a
determinacdo do perimetro com os valores numeéricos para os valores algébricos.
Adiciona os valores algébricos de forma verbal correta, chegando ao resultado igual
a 6x, registrando corretamente: Perimetro = 6x. Ndo usa uma convencao para a
palavra perimetro, assim como nao registra a unidade de medida centimetro (cm) na

variavel “x” como comprimento, largura e resultado geométrico do perimetro.

O sujeito “An”, também de forma correta, registra convencionalmente o
calculo da area da sua figura de forma retangular no modo generalizado como se
fosse para qualquer figura retangular: Area = 2x . x. Transmite a impressdo de saber
aplicar a regra da multiplicagédo entre a largura e o comprimento das medidas

convencionadas, mas nao parece compreender o significado da variavel “x”, ora

considerada largura, ora considerada comprimento.

O estudante “An" ndo convenciona um fator literal para designar a “area”, nem
registra a unidade de medida de area = cm? no resultado algébrico da &rea de uma
figura de forma retangular qualquer. Desconsidera os expoentes 1 — na forma
invisivel no calculo da area, fato evidente no seu registro grafico, pois ndo efetua a

1+1 = %% que compdem a parte literal

adicado dos expoentes das bases “xis” (X . X = x
dos monémios, quando o resultado verdadeiro para a area deveria ser = 2x%. O

sujeito “An” parece nao ter um modelo, mas consegue antecipar algumas das



propriedades envolvidas na determinagdo convencional algébrica (ou formal) do
perimetro e da area da ficha de forma retangular.

Para a determinacdo da area corretamente se faz presente o uso das
operacdes combinatorias, isto €, a multiplicacéo e a adicdo de fatores dispostos num
pensamento em duas etapas. Uma atitude caracteristica dos adolescentes diante de
uma associacdo de dois ou mais fatores, por exemplo, é estudar um e afastar os
demais, sem maiores interferéncias nas suas hipoteses para compreensao de uma

situacao problema.

JOGO 4: 30 pecas — representadas por mondmios utilizando as quatro operacdes
(adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) - domind algébrico elaborado pela

pesquisadora.

O sujeito “An” para em cinco momentos durante a sua montagem do dominé

algébrico, os quais passo a descrever:

Os dois primeiros questionamentos estdo diretamente relacionados com o
expoente 1 — na sua forma visivel e invisivel, nos quatro monémios em questao:

(7xY), (2xY), (3x) e (x), assim como com seus resultados: (9x) e (2x).

12 parada: (7x') + (2x'), para e indaga: Mas ndo tem (9x}). S6 tem 9x, pode ser?

Responde (9x).

A primeira divida é manifestada verbalmente na adicdo do mondmio (7x%)
com o mondmio (2x): mas n&o tem (9x'). Na operacdo da adicdo entre mondmios
semelhantes, uma parte da propriedade a ser aplicada orienta que os coeficientes
numéricos devem ser adicionados; logo, (7 + 2). Assim também, na operacdo da
adicdo entre monbmios semelhantes outra parte da propriedade a ser aplicada
orienta que os expoentes da parte literal devem ser mantidos, logo (x! = x%). E (x*) é
igual a (x); logo, o resultado de (7x*) + (2x*) deve seguir o0 seguinte pensamento: (7
+2 =09), e a parte literal “x*” deve ser mantida. O resultado da adigdo entre os dois
monémios é (9x%), que corresponde & igualdade com a peca (9x). Entéo, (9x%) = (9x).
A peca certa escolhida pelo sujeito “An” para a continuagdo do domind, apds sua
manifestacdo de duvida em raz&o da nao visualizacdo do expoente, supondo que
seu pensamento tenha percorrido o caminho acima tracado, foi a com o resultado

correto (9x).



22 parada: (3x) — (x), responde (3x?). Para, conversa consigo. Inconformado, parece

procurar outra solugédo: ndo pode (3 —1) € 2 e fica 0 mesmo xis. Troca por (2x).

Manifesta verbalmente sua segunda duvida na subtracdo do mondémio (3x)
com o monémio (X): responde (3x*). Na operacdo da subtracdo entre mondmios
semelhantes, uma parte da propriedade a ser aplicada orienta que os coeficientes
numéricos devem ser subtraidos; logo, (3 — 1). Nesta subtracdo existe uma questédo
particular no monémio (x), pois, convencionalmente, ndo é registrado seu coeficiente
numeérico 1. Logo, a leitura deve ser da igualdade (x) = (1x). A outra parte da
propriedade da subtracdo orienta que os expoentes da parte literal devem ser
mantidos; logo, (X = x). Portanto, o resultado de (3x) - (x) deve seguir 0 seguinte
pensamento: (3 - 1 = 2) e a parte literal “x” deve ser mantida. O resultado da
subtracéo entre os dois monémios é (2x). E a peca (3x*) escolhida pelo sujeito “An”
como primeiro resultado da subtracdo pareceu-me ser um grande descuido, pois ja
havia efetuado anteriormente quatro outras subtragdes que exigiam maiores
cuidados na escolha da peca certa para a continuacdo do dominé. Apds uma
manifestacdo de duvida em funcdo da visualizacdo do expoente, verbalmente aplica
as propriedades da subtracdo: ndo pode 3 - 1 é 2 e fica 0 mesmo xis. Vai a procura

da peca com o resultado correto e troca (3x”) por (2x).

32 parada: (8x*) + (x*), responde (9x°). Para, parece pensar: ndo eu s6 posso somar

se tiver multiplicando e aqui ndo multipliquei nada. Troca por (9x%).

A terceira divida é manifestada verbalmente na adicdo do monémio (8x*) com
o mondmio (x*): ndo eu s6 posso somar se tiver multiplicando e aqui ndo multipliquei
nada. Na operacdo da adicdo entre monbmios semelhantes, uma parte da
propriedade a ser aplicada orienta que o0s coeficientes numéricos devem ser
adicionados; logo, (8 + 1). Nesta adicdo existe uma questdo particular no monémio
(x), pois, convencionalmente, ndo é registrado seu coeficiente numeérico 1. Logo, a
leitura do sujeito “An” deve ser da igualdade (x) = (1x). Assim, também na outra
parte propriedade a ser aplicada orienta que os expoentes da parte literal devem ser
mantidos; logo, (x* = x*. Portanto, o resultado de (8x*) + (x*) deve seguir o seguinte

4 deve ser mantida. O resultado da

pensamento: (8 + 1 = 9) e a parte literal “X
adicdo entre os dois mondmios é (9x*). Deduzo que a peca (9x®) escolhida pelo
sujeito “An” como primeiro resultado da adicdo parece ser um reflexo resultante de

uma sequéncia de multiplicacdes efetuadas anteriormente. Ap6s uma manifestacéo



verbal comparando as propriedades especificas dos expoentes envolvendo a
multiplicacdo e a adicdo de mondmios, o sujeito “An" faz a troca da pega (9x°) pela

peca do dominé com o resultado (9x*).

42 parada: (x) . (x), responde (1). Pera ai, sim (1.1) € (1), mas nao precisa aparecer
escrito. E aqui eu tenho que somar os expoentes (1 + 1) de cada xis que € dois.

Troca por (X?).

O sujeito “An" manifesta verbalmente sua quarta ddvida na multiplicacdo do
mondmio (x) pelo monémio (x): é (1). Esta duvida em “An” surge na vigésima sexta
peca do domind. Nesta multiplicacdo existem duas questdes muito particulares
envolvendo o numero 1: 1%) questdo particular do coeficiente numérico 1 no
mondmio (X), pois, convencionalmente, ndo é registrado seu coeficiente numérico 1.
Logo, a leitura do sujeito “An” deve ser da igualdade entre (x) e (1x), isto € (x = 1x);
22) questdo particular do expoente 1 — na forma invisivel no monémio (x), pois o
namero 1, quando ocupa a posi¢do de expoente num mon6émio convencionalmente,

também n&o é registrado graficamente. Logo, a leitura deve ser (x) = (x%).

Sabendo-se que a operacdo da multiplicacdo entre dois mondmios se
subdivide em duas propriedades: 1) multiplicacdo dos coeficientes numéricos, logo

1 = x?), a leitura

(1. 1); 2) adicdo dos expoentes da parte literal semelhante, logo (x
que o sujeito “An” deve ter feito na sua primeira solugéo foi apenas do produto (1 .1),
esquecendo-se da parte literal dos monémios (x). No momento em que o sujeito “An”
reorganiza seu pensamento - e aqui eu tenho que somar os expoentes (1 + 1) de

cada xis que é dois -, substitui a peca com (1) pela peca com o monémio (x?).

52 parada: (9x) . (x), lendo a multiplicacao responde: (9x). Mas, s6 tem essa peca.

Hii, t& certo (9.1) é (9) e (1 + 1) é dois no expoente. Completa com (9x?).

A guinta duvida é manifestada verbalmente na multiplicacdo do monémio (9x)
pelo monémio (X): é (9x). Esta duvida do sujeito “An” surge na vigésima nona peca
do dominé. O estudante faz uma parada e, na sequéncia, resolve a operacdo da
multiplicacdo entre mondémios da peca em questéo: ta certo (9.1) é (9 e (1 +1) é
dois no expoente. Formalizando seu pensamento, o sujeito “An" deve ter seguido as
duas etapas da multiplicacdo entre os monémios: (9 . 1 =9) e (x . x = x*** = x).

Mesmo com uma sO peca para terminar o JOGO 4, questiona e compara 0S



resultados das duas pecas: (9) e (9x?). Com maior certeza da solucédo, completa a
sequéncia do dominé algébrico com a dltima peca: (9x?).

Observo regulacdes por comparagdes ativas, pois o sujeito “An" é capaz de
buscar elementos que comecam a constituir sistemas dinamicos, executando varias

acOes por retroacao.

4.3.2.2 Entrevista 5 = sujeito “Dy”

JOGO 1 = S&o nove pecas (6x3, 6x’, 6x% 3x3, 2x°, 2x%, 2x°, 2x* e 2x) contendo
monémios que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).

O sujeito “Dy” necessita de muito tempo para “organizar” seu pensamento
em relacdo as regras da multiplicagcdo entre monémios e as propriedades que
envolvem o expoente: nao lembro bem da regra [ ... ] quando multiplica, diminui os
expoentes [ ... ] ndo, pré, espera eram 2D, quando divide se diminui. Entdo € assim:
guando multiplica se soma o0s expoentes. O estudante precisa reorganizar seus
esquemas em funcdo das duplas acbes que envolvem as partes e o0 todo na
operacdo da multiplicacdo com monémios (coeficientes numéricos = multiplicacdo e

parte literal (expoentes) = adig&o.

O estudante procede o calculo a partir dos expoentes dos mondmios, usando
o meio fisico dos seus dedos como recurso para a adicdo dos mesmos. Justifica sua
acado - eu estava calculando os expoentes. Os expoentes, eu tinha que calcular
primeiro 0S expoentes, porque 0s numeros eu sabia. Ndo demonstra ter uma
regularidade para as combinagdes entre 0s mondmios, e as pecas Sao organizadas

exclusivamente pelos expoentes.

N&o |é o sinal da operacdo da multiplicacdo entre os monémios (6x?) . (2x°),
|é: dois xis na segunda e dois xis na sexta. Apresenta “confusdo” na leitura da
linguagem algébrica; na maioria dos exemplos ndo Ié de forma correta 0 nome
préprio dos expoentes (6x’), & seis xis na sétima; (2x*), 1& dois xis na quarta; (6x°),
lé seis xis na terceira poténcia; (6x°), 1& dois xis na segunda; (2x°), 1& dois xis na
sexta. L& o expoente 1 quando aparece registrado graficamente para (2x%), 1&8 dois
Xis ha um e na sua leitura ignora o expoente 1 quando esta na forma invisivel como

para (x), lé xis.



O sujeito “Dy”, ao ser questionado sobre a possibilidade de mudangas na
combinagdo das pecas, argumenta afirmando a impossibilidade de novas
combinacdes: olhando assim acho que ndo d& para trocar nenhum de lugar por
causa dos expoentes. Nao tenta a comutatividade entre os coeficientes numeéricos
nem com o0s expoentes dos mondOmios; ndo argumenta comparativamente
sustentando suas combinacées em relacdo com as da colega e ndo parece saber
argumentar sobre novas possibilidades dentro de um universo apresentado como

limitado de pecas.

Ao ser informado sobre a determinacdo de diferentes combina¢des por um
colega, o sujeito “Dy” argumenta somente através dos coeficientes numéricos: fica a
mesma coisa. Ndo importa 2 x 6 = 12 e 6 x 2, também. O estudante, na sequéncia
das atividades, ao ser solicitado a criar suas pecgas conservando o resultado (12x°),
combinou as pecas (12x’) e (x}). em seguida, modificou para (12x’) e (x). Questionei-
o sobre 0 motivo da substituicdo do seu mondmio (x'), onde ocorreu o registrou do
expoente 1, pelo mondémio (x) sem o expoente 1, e “Dy” justifica: porque me
lembrei que tanto escrito como sem vale um (1). Observo que reconhece a

igualdade exponencial (x') = (x) entre os mondmios (2x}) e (2x).

Durante o JOGO 1, observo que o sujeito “Dy” somente é capaz de formular
corretamente a combinacdo das pecas a partir de regulagbes executadas ao longo
das secbes, necessitando organizagces mentais especificas a respeito das partes

do monémio como o expoente 1 — na forma visivel e invisivel.

JOGO 2: sdo 08 pecas — representadas pelos monémios: 1x°, 12x°, 6x%, 24x°, 4x,

2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

O sujeito “Dy” opera exclusivamente por meio do registro numérico grafico;
somente apds transcorridos sete minutos combina as pecas na multiplicacdo correta
para obter 48x°. Continua necessitando de um longo espaco de tempo para
organizar seus esquemas de pensamento e visualizar as duplas acbes que
envolvem as partes e o todo das pecas do jogo. O estudante orienta-se a partir dos
valores numéricos do coeficiente numérico dos monémios, usando o registro gréafico
como recurso na multiplicacgdo dos mesmos. Primeiro, registra no papel as
possibilidades numéricas: 48 x 1, 24 x 2, 12 x 4 e 8 X 6; hum segundo momento,

articula-as com os expoentes ja registrados na parte literal do mondmio.



O estudante continua néo lendo o sinal de operacdo da multiplicagao entre
0s mondmios, assim como ocorreu no JOGO 1, na leitura da linguagem algébrica;
na maioria dos exemplos néao Ié de forma correta 0 nome proprio dos expoentes.
Permanece lendo o expoente 1 quando aparece registrado graficamente para (2x),
|é dois xis ha um e na sua leitura, ignora o expoente 1 quando esta na forma

invisivel, como para (4x), |&€ quatro xis.

Na sequéncia das atividades, ao ser solicitado a criar suas pecas
conservando o resultado (48x°), o estudante “Dy” combina as duplas (48x%) . (1x%) e
(12x%) e (4x%). Questiono-o sobre sua compreensdo da palavra “criar’ e ele
argumenta: N&o criei. Copiei 0s numeros ja prontos. Ah, € mais facil, s6 mudei os
expoentes! O estudante mantém os coeficientes numéricos das pecas do JOGO 2 e

apenas atribui novos valores para seus expoentes.

Quando o sujeito “Dy” €& questionado sobre novas possibilidades, isto €,
diferentes combinacfes por uma colega, argumenta: se eu s6 troguei 0s expoentes
sem mexer nos numeros, acho que tem. Solicito a partir da sua argumentacdo que
realmente crie seus novos mondmios para o produto (48x°). E o estudante aceita o
desafio; na primeira tentativa: errei, coloquei todo expoente 6 em um s6. Registra
num Unico mondmio o0 expoente seis; logo, ndo considera no outro monémio a parte
literal registrada como (x°) para chegar ao resultado (48x°). Na segunda tentativa,
argumenta: mas acho que ndo da! Por que 3 x 12 j4 é 36 e se fizer vezes dois,
passou de 48 e se for vezes 1 é 36, é pouco. Questiono-0 sobre a sua primeira
“criacao” e ele justifica seu acerto: € bem mais facil j& enxergar as pecas escritas.
Dai € s6 combinar, que da certo. Mas quando tem que inventar as pecas e montar,

ja ndo é tao facil como eu achei que era.

Insisto para que o sujeito “Dy” tente novamente e ele passa a decompor os
valores numéricos: ta certo, vou tentar mais uma vez, agora com (12x*) vezes (4x?).
Vou desmanchar o 12 em 3 e 4, vai ficar: (3x?) . (4x%) . (4x%). O expoente j& esta
certo é 6 e vai dar certo nos numeros porque (3 . 4 . 4) € 48. Achei, este deu certo!
Questiono-o sobre as dificuldades que enfrentou para combinar as pecas do JOGO
2 e para “criar’ suas pecas, e ele argumenta: [...] mas ndo é dificil, s6 tem que
pensar mais. Fica dificil se ndo tem tempo para gente pensar mais. Porque nem
sempre a gente tem esse tempo para pensar em aula, passa muito rapido. O

estudante adolescente consegue estabelecer um paralelo com a mesma situagao de



aprendizagem vivenciada em dois momentos diferentes: um, na entrevista individual
e, outro, no grupo em sala de aula, argumentando a relacao direta das dificuldades

enfrentadas com o contetdo em funcao do tempo.

Durante o JOGO 2, observo que o sujeito “Dy” é capaz de formular
corretamente a combinacdo das pecas a partir de regulacbes numéricas; ndo aplica
a comutatividade. Mantém a conduta anterior necessitando de um espago maior de
tempo para as organizacdes mentais especificas a respeito das suas criacdes

principalmente em func&o dos novos coeficientes numéricos dos monoémios.

JOGO 3: 02 pecas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e uma
ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada € a determinacéo

da area e do perimetro das duas fichas.

A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR

Quando o sujeito “Dy” é questionado sobre uma possivel determinagéo de um
valor numérico para o lado da ficha de forma quadrangular, sup&e: uns 20

centimetros. E s6 medir um lado que todos os outros s&o iguais.

Observo que o sujeito “Dy” desenha sua figura quadrangular num formato
retangular, contudo afirma saber que no seu quadrado o valor dos quatro lados deve
ser igual. Ao ser solicitado a determinar o valor do perimetro da ficha de forma
quadrangular, primeiro tem necessidade de localizar o perimetro no objeto para,
posteriormente, indicar seu valor numérico. O estudante, ao registrar seu
pensamento concomitantemente nas formas verbal e escrita, argumenta: a area é
agui, passa a mao de forma circular dentro da ficha de forma quadrangular. E o
perimetro € aqui ao redor, passando o dedo indicador na borda da ficha. Registra
por extenso a palavra “perimetro”, ndo convenciona um simbolo para a expressao.
Parece saber que o perimetro esta relacionado com a borda da ficha de forma
guadrangular: Perimetro € igual a quatro lados, entretanto desconsidera todas as
quatro bordas, e registra como resultado final: Perimetro = 20 cm. N&o demonstra
nenhuma duvida, ndo questiona e nao percebe a incoeréncia do seu resultado
numeérico com a afirmacéo anterior, quando perimetro esta relacionado com os

quatro lados. O sujeito “Dy” manifesta de forma correta a unidade de medida



centimetros (cm) junto ao seu valor numérico indicado para o perimetro da ficha de
forma quadrangular. Serd que o fato de néo ter efetuado o registro de 20 cm para
cada lado da figura, valor esse sugerido verbalmente, pode ter sido uma das
causas de seu “erro”? O estudante nédo percebe qualquer perturbacéo entre a sua
acdo fisica e o valor numérico verbalizado e registrado, pois a conclusédo
unidimensional baseada na condicdo de um Uunico lado se coloca como um

obstaculo na organizacdo de um modelo que permita o éxito do problema.

O sujeito “Dy”, ao ser solicitado a determinar a area da ficha de forma
quadrangular, convenciona-a por: AREA e, na seqiiéncia, registra: AREA = 80 cm de
area. O estudante, ao ser questionado sobre a origem do valor numérico,
argumenta: fiz quatro vezes o vinte (20 x 4). Justifica o resultado: quantos quadrados
de 1 cm caberdo dentro dessa area de 80cm? 80 quadradinhos. Ele confunde area
com nocdo de perimetro. Logo, novamente ndo obtém éxito. Perimetro e area
dependem dos lados dos quadrilateros, ainda que ndo de maneira equivalente. O
perimetro depende exclusivamente da adicdo dos lados, mas a area esta sujeita a
multiplicacdo dos lados da figura quadrangular. Ambos sdo determinados pelos
lados, mas ndo possuem uma relacdo direta de conservacdo. Essa caracteristica
torna dificil dissociar uma dependéncia comum da medida dos lados de uma

interdependéncia entre contorno e superficie.

Diante da situacdo que pode gerar conflito na informacdo de que seus
colegas sugeriram outras possibilidades de medidas para o comprimento na ficha de
forma quadrangular, o sujeito “Dy” argumenta sem muita certeza: dez (10 cm), nédo
pode € muito pouco [...] ndo tem trinta (30 cm), ndo sei, hdo € muito mas nao tem
trinta. A0 mesmo tempo em que apresenta resisténcia aos valores considerados
como possibilidades para os lados, parece reorganizar seu pensamento: Sei la. Ndo
sei. [...] Eu ndo usei régua e achei que era 20, eles [...] mas é muito diferente.
Aparentemente a situacdo de conflito progride para justificativas que demandam
novas coordenacdes por parte do sujeito, o que implica regulagdes. Assim, 0
estudante, ao ser questionado sobre o significado da expressao diferente, segue seu
pensamento: posso dar um chute? [...] posso por uma letra no lugar do 207 E diante
dessa sua nova argumentacdo, desenha outra figura quadrangular e, nos seus
vértices, destaca um ponto convencionando-o pela letra “A”. Na sequiéncia, o sujeito

“Dy” convenciona o perimetro por “P” e argumenta: Como séo quatro lados e tém



quatro “As” vai ficar P = 4a. Indagado quanto a determinacdo da area com a nova
designacéao dos lados, ele justifica: mas eu néo tenho nada no desenho para tirar. A

area vai ser a mesma. Registra: A : Mesma = 4a.

O sujeito “Dy” apresenta um indicio de linguagem formal quando convenciona
perimetro por “P”, area por “A” e os lados por “a”; argumenta procurando coordenar
algo além dos valores “possiveis” indicados pelos colegas. Para o caso da éarea, ele
tenta realizar uma espécie de conservacdo. Nao se trata da auséncia de
conservacao dos lados ou das operacdes l6gico-matematicas, mas de organizar

este problema em funcédo de seus modelos de significagdo construidos.

Observo que “Dy” ndo obtém éxito na representacdo generalizada da area da
ficha de forma quadrangular, entretanto para o perimetro seu registro esta correto
matematicamente. A partir dos registros algébricos tanto para o perimetro como para
a area, as respectivas unidades de medida (cm e cm?) n&do sdo mais consideradas

como parte do resultado final para o perimetro e para a area.

B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

Observo que o sujeito “Dy” desenha sua figura retangular pela altura e nao
disposto pelo comprimento com o cuidado de legendar a sua nomenclatura dos
lados horizontais como base de comprimento e, das linhas verticais, como lado
lateral, que verbalmente enuncia: é um retangulo, tem dois lados de chéo até o fim.
Nao é chdo que se diz é base. A base de cima e a de baixo séo iguais. E também
tém os dois lados que sdo iguais. A base do comprimento de baixo € diferente do

lado lateral.

O estudante, ao ser solicitado a determinar as medidas dos lados da ficha de
forma retangular, diretamente as indica: base lateral 39 cm e a base de comprimento
uns 18 centimetros. “Dy” registra os valores numéricos sugeridos no papel para a
lateral 39 cm como o dobro do valor considerado para o comprimento 18 cm; efetua
o registro da multiplicacéo das laterais: 2 x 39 cm = 78 e do comprimento: 2 x 18 cm
= 36; em separado, registra a adicdo dos valores parciais: 36 + 78 = 114. Registra
de forma gréfica e verbal a unidade de medida como medida parcial, entretanto néo
mais se refere a unidade de medida (cm) no resultado parcial nem no resultado final

do perimetro da ficha de forma retangular.



O sujeito “Dy” faz varias tentativas para determinagdo da area da ficha de
forma retangular e utiliza varios métodos, procurando lembrar o caminho para
calcular a sua area; utiliza-se do registro grafico em todos os seus passos; necessita
de algo real, material, como recurso para calcular o valor da area. Por fim, decide-se
por fazer a correspondéncia de “tiras” como barras verticais, por ele designado como
base lateral: tem um dedo de distancia para dentro, entdo eu tenho que ir contando
[...] Contando assim para dentro [...] Convenciona a largura do seu dedo como
medida de comprimento: cada base lateral tem 39 cm e se eu dividisse o retangulo
todo em tiras. [...] Assim em tiras de 1 com 39 cm! Conta com a distancia de um
dedo de uma borda a outra da ficha de forma retangular pela lateral de comprimento
(18 cm). Surpreende-se com a precisdao da sua medi¢cdo: sim, é possivel [...] antes
eu disse que eram 18 cm, entdo vou ficar com o 18 e multiplicar pelos 39. Registra a
sequéncia do seu pensamento, multiplicando 39 x 18 = 1602. Responde na folha
gue a area da ficha de forma retangular corresponde a 1.602 quadrados de 1 cm.
Comete um erro da adicdo dos valores parciais da multiplicacdo, pois o resultado
correto é de 702 cm?. N&o registra grafica nem verbalmente a unidade de medida da

area durante a multiplicagéo.

O sujeito “Dy”, ao ser questionado sobre a consideragao pelos seus colegas
de diferentes valores numéricos para os lados da ficha de forma retangular, ndo
argumenta, procurando coordenar os valores “possiveis” informados. Na sequéncia,
indago sobre o fato de ndo haver valores para a determinacdo da area e do
perimetro de uma figura de forma retangular: se eu ndo tenho os valores? Vai dar
uma diferenca porque os lados ndo séo iguais [...] Dois sdo maiores que 0S outros
dois. Na sequéncia do seu pensamento, solicito esclarecimentos e o estudante
argumenta: eu vou resolver! Vou colocar um “A” para os lados maiores e outra letra

nos cantos menores. [...] Vou substituir por “B” o lado menor.

O estudante desenha um novo retangulo e, nos pontos finais dos segmentos
horizontais (maiores), registra a letra “A” e, nos mesmos pontos finais, mas em
posicao vertical dos segmentos, registra a letra “B”; observa por algum tempo os
seus registros graficos, parecendo ndo compreender o significado da dupla de
variaveis que compdem a figura retangular por ele registrada. Ao ser questionado
sobre como sera a determinagdo do perimetro, o sujeito “Dy” afirma: como tem

quatro “As” e quatro “Bs” sera: P = 4A,4B. [...] sim, tenho que somar todos os lados.



Existe um aparente esquema mas ainda n&do organizado suficientemente para
interpretar e determinar o perimetro. Pode-se perceber que até ocorre corretamente
na forma verbal; entretanto, no momento da sua transformacdo para o registro
grafico da linguagem generalizada, “falta” o simbolo da operagdo. Da maneira como
o sujeito “Dy” registrou é apenas uma sequéncia de um par de mondmios separados
corretamente por uma virgula. Num segundo momento, questiono o calculo
generalizado para a area da ficha de forma retangular e o sujeito “Dy” responde: n&o
sei como fazer! Ndo sei somar area com letra. Insisto, aguardo, mas o estudante
continua afirmando que ndo sabe como resolver a area da ficha de forma retangular

com fatores literais.

Observo que o sujeito “Dy” obtém éxito parcial na tentativa de uma
representacdo generalizada do perimetro; utiliza a unidade de medida nas
organizagfes parciais e a desconsidera na soma final. Na etapa da area, o produto
dos valores numéricos ndo apresenta éxito, ndo considera a unidade de medida
(cm?) seja na forma parcial, seja na total. Assim como, demonstra grande
perturbacdo devido a situacdo da generalizacdo da area. Frente ao grau de
complexidade, observo que o estudante ndo obtém éxito porque o pensamento
precisa organizar um modelo de significacbes que ainda nao possui uma
regularidade de acdes e operacdes logico-matematicas para chegar ao resultado

solicitado.

JOGO 4: 30 pecas — representadas por monémios utilizando as quatro operacoes
(adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) - domind algébrico elaborado pela

pesquisadora.

O sujeito “Dy” interrompe a sua montagem do domind algébrico em nove

momentos, que a seguir passo a descrever:

12 parada: (2x°) . (4x), responde (8x%). Quero 8x?, ndo ta faltando uma peca? Pense

na regra da multiplicacdo dos monémios. Ah &, soma. Continua com (8x%).

Duvida manifestada na segunda peca do JOGO 4, sobre a multiplicacdo dos
mondémios. Em “Dy” esta presente o questionamento em relacdo ao nimero 1 — na
sua forma invisivel como expoente no mondmio (4x) . O aluno precisa saber que no
mondmio (4x) o expoente € 1, isto €, deve compreender a igualdade entre (4x) e

(4x%) e, entdo, efetuar o que orienta a propriedade da parte literal na multiplicacdo



entre monémios com a mesma variavel, que € a adicdo dos expoentes. Logo, a
parte literal deve ser pensada assim: (x°) . (x) = x*** = x*. Mas, o sujeito “Dy” ndo

obteve éxito em razado de ter diminuido os expoentes.

22 parada: (8x%) — (3x?), para. Pergunta: quando diminui ndo faz nada? Pense.
Escolhe (5x?).

A segunda duvida manifestada pelo sujeito “Dy” esta na subtragdo entre os
mondmios semelhantes; a dificuldade ocorre em relacédo a propriedade que orienta
0s expoentes da parte literal, isto €, o estudante sempre deve conserva-los no

resultado final.

32 parada: (4x°) + (2x°), para. Pergunta: e nessa, conserva ou multiplica? Vocé sabe
a regra da multiplicacdo e da divisdo, logo como fica a adicdo e a subtracdo?

Também conserva. Escolhe (6x°).

Na terceira davida, agora sobre a adi¢do entre os monémios em questao, a
dificuldade ocorre também em relacdo a propriedade que orienta 0os expoentes da

parte literal, isto é, o estudante deve conserva-los no resultado final.

423 parada: (3x) + (x), responde (3x?). Vocé tem certeza desse resultado? Oculto o
resultado escolhido, faco-o ler os monémios com a operacdo. Lé: trés xis mais xis,
[...], trés xis na um mais xis. Ele ndo consegue ler: trés xis mais um xis. Pergunto:
guando nao aparece registrado o valor numérico quanto vale? Um. Entdo leia

novamente. Leu: trés xis mais um xis. Sao? Escolhe (4x).

Na quarta e nona parada, temos a mesma dudvida manifesta verbalmente na
adicdo dos mondmios (3x + X) e (9x + X) quando o sujeito “Dy” responde,
respectivamente, (3x%) e  (9x%). Na operacdo da adicdo entre mondmios
semelhantes, a propriedade do coeficiente numérico orienta que devem ser
adicionados, logo (3 +1 =4) e (9 + 1 = 10). Entretanto, essa propriedade ndo é
aplicada corretamente, pois o estudante conserva o valor numeérico trés na 42 parada
e 0 valor numeérico nove na 92 parada. Nessas adicbes temos presente a questao
particular no monémio (x), pois, convencionalmente, ndo é registrado seu coeficiente
numérico 1. Assim, para obter éxito nas operagdes com adicdo, o sujeito “Dy”
precisa compreender a igualdade (x) = (1x). Para que o aluno tenha sucesso,
também €& necessario que aplique a segunda propriedade da adicdo entre

mondmios, que € a de manter a sua parte literal, aqui sendo o fator literal “x”.



52 parada: (3x°) : (x), para. Como? N&o sei fazer. Olhe na suas pecas anteriores de

divisdo. Ah, diminui. Escolhe (3x%).

Na duvida da divisdo entre os mondmios, o sujeito “Dy” n&o se refere a
questdo particular no mondmio (x'), pois convencionalmente ndo é registrado seu
coeficiente numeérico 1. A dificuldade esta relacionada com 0s expoentes, pois na
divisao entre mondmios a propriedade orienta a subtracdo dos expoentes da parte

literal semelhante, logo (x°) : (x}) = x>~ =x*,

62 parada: (8x*) — (7x%), para. Indaga: Pro, ndo tem um xis na quarta. Olhe e pense

bem. Certo, 0 1 como niimero ndo precisa estar escrito. Escolhe: (x*).

Nesta sexta parada, o sujeito “Dy” apresenta éxito em relagéo a conservagao
de toda parte literal, isto &, fator literal e expoente: xis na quarta. Entretanto, precisa
compreender a igualdade (x*) = (1x%), pois o nuimero 1, parte do coeficiente

numerico, convencionalmente ndo é registrado graficamente.

72 parada: (x°) — (x%), para. Argumenta: T4, e agora diminui os expoentes? E uma

subtracdo. Escolhe: (0) = zero.

Esta questdo de subtracdo entre mondmios idénticos envolve varias regras e
propriedades. O sujeito “Dy” precisa saber da igualdade entre (x%) e (1x%) para,
entdo, na operacdo da subtracdo entre mondmios semelhantes, aplicar a
propriedade do coeficiente numérico que orienta diminui-los, logo (1 - 1 = 0). Quanto
a duvida referente aos expoentes (pela propriedade especifica da parte literal na
subtracdo de mondmios semelhantes), orienta que devem ser mantidos. Logo, na
sequéncia do pensamento, o sujeito “Dy” deve ter presente o seguinte resultado
parcial: (0x?). Mas este resultado ndo existe em nenhuma peca do dominé. Assim, o
estudante ainda precisa saber que o valor numérico zero multiplicado por qualquer

outra variavel terd como resultado final ele mesmo, isto é, 0x? = 0 (zero).

82 parada: (X) : (x), para. Argumenta: E aqui, ndo d&! Todas as operacdes tém seu

resultado, pense. Depois de algum tempo decide por (1).

Nessa divisdo dos mondmios, esta presente o questionamento em relagéo ao
namero 1 — na sua forma invisivel como coeficiente numérico e como expoente. Esta
operacdo exige a compreensdo de que (x : x = 1x : 1x). A parte do coeficiente
numerico presente no quociente desses mondmios idénticos € de valor numérico 1

e na forma invisivel. A primeira propriedade da divisdo de mondmios orienta a



divisdo entre os coeficientes numéricos, logo 1 : 1 = 1. A segunda propriedade

orienta a subtracéo dos expoentes da parte literal semelhante, logo x : x = x* =1 = x°,
Portanto, o estudante deve concluir que x° = 1. Assim, o resultado final 1 origina-se

da divisao dos resultados parciais (1 : 1).

92 parada: (9x) + (x), para. Chamo sua atencdo. Oculto com a méo o resultado
escolhido (9x%) e o faco repetir oralmente a regra da adicdo de mondmios. Ele

substitui por (10x).

4.3.2.3 Entrevista 6 = sujeito “VanD”

JOGO 1 = S&o nove pecas 6x°, 6x’, 6x%, 3x3, 2x°, 2x!, 2x° 2x* e 2x contendo
monémios, que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x° (doze xis

na oitava poténcia).

O sujeito “VanD” recorda as propriedades que orientam a multiplicagao entre
mondmios, aplicando-as corretamente, com a preocupacao central nos expoentes:
tenho que cuidar o sinal que é de vezes e 0s expoentes. Ao ser questionado sobre o
porqué da sua preocupacao, justifica: porque as letras sdo todas iguais. Se fosse

by,

(2x*y) e (3x%), ai eu teria que somar os expoentes dos “x” em separado dos
expoentes dos “y”. Sabe exemplificar a regra parte-parte com mondmios de duas
variaveis; l1é de forma adequada o simbolo operatorio entre as pecas e faz a leitura
correta da nomenclatura dos expoentes, como, por exemplo: (6x?) . (2x°) = seis xis

ao quadrado vezes dois xis na sexta poténcia.

O estudante obtém éxito com 0s expoentes visiveis e invisiveis, sabe justificar
0 expoente 1 na sua forma invisivel ao montar suas combina¢8es na multiplicacéo:
2x% . (3% . (2x), dois xis na quarta poténcia vezes trés xis ao cubo vezes dois
xis. [...] Aqui em (2x) tem o 1 (um). Ao ser questionado, justifica sua escolha das
pecas: se eu faco 2 vezes 3 é igual a 6, de 6 para 12 preciso de 2. Mas de expoente
faco 4 mais 3 é igual a 7, de 7 para 8 preciso de mais 1. Organiza as pecas em

combinac¢des, mantendo como primeira peca o coeficiente numeérico seis (6).

O sujeito “VanD”, ao ser questionado sobre a possibilidade apontada pela
colega de diferentes combinagbes com as pecas do JOGO 1, confirma-a na forma
verbal e na troca das pecas: sim, d& para trocar o (2x) por (2x'). Reconhece a

igualdade entre esses dois monémios: porque aqui em (2x) pode como nao precisa



escrever o numero 1 (um); consegue perceber “possibilidades” para o expoente 1

da forma visivel para a forma invisivel.

O estudante nao precisa ler o expoente 1 que esta na forma invisivel durante
a aplicacéo da propriedade dos expoentes. Ao criar suas pecas, tem a preocupacao
de combinar monémios mantendo os expoentes, apenas codificando os coeficientes

numéricos.

O sujeito “VanD” parece possuir esquemas organizados suficientemente ao
comutar as pecas e com mesmo éxito aplicar a propriedade dos expoentes. O
expoente 1 seja na forma visivel, seja na invisivel ndo € um obstaculo na

coordenacao do seu pensamento.

JOGO 2: s&o 08 pecas — representadas pelos mondmios: 1x°, 12x°, 6x%, 24x°, 4x,

2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

O sujeito “VanD” leva mais tempo para combinar as pegas em fungdo do
resultado da multiplicagdo entre os valores numéricos ser quarenta e oito (48); para
confirmar seu pensamento precisa da representacdo grafica dos coeficientes
numericos para o produto 48, pois no universo dos adolescentes ndo € um namero
préoximo de suas necessidades: Vou armar a conta: 12 x 2 = 24. Nao da 48. Quando
o estudante é solicitado a relatar o motivo de suas preocupacdes, argumenta: 0s
nameros para dar 48. Nao consigo fazer 12 vezes 4 de cabeca. Necessita do auxilio
do lapis e do papel na busca do resultado correto através da visualizacdo do calculo
apoOs varias tentativas com diferentes valores numéricos para, em uma etapa
posterior, tentar resolver sem escrever, s6 pensando em valores numéricos

menores: com o papel é mais rapido [...] ali no papel tu vé 2 vezes 2, 2 vezes 4.

O estudante apresenta um pensamento aditivo de parcelas num universo
limitado entre 2 e 12 para o agrupamento multiplicativo: quando é escrito 24 x 2, eu
penso 24 + 24. S6 de cabeca eu ndo consigo fazer muito certo [...] Penso assim: 2
vezes 4 é 8 e dai sobra 10 vezes 4 que € 40, ai eu sei de cabeca que 40 mais 8 é
48.

O sujeito “VanD” chega as quatro combinagdes corretas na forma limitada
das pecas do JOGO 2 sempre com o auxilio do registro dos calculos “armados” no

papel; faz a leitura correta da nomenclatura dos expoentes: (6x°) . (8x%) = seis xis



ao quadrado vezes oito xis na quarta poténcia. O expoente 1, se esta registrado, &
lido: (2x}) = dois xis na primeira poténcia e, se ndo aparece o registro, néo é lido:

(48x) = quarenta e oito xis.

O estudante “VanD”, ao ser questionado sobre diferentes possibilidades de
combinac¢des indicadas por um colega com as pecas do JOGO 2, argumenta: Mas,
dai ndo tem pecas e nao fecha os expoentes [...] 0 quarenta e oito s6 combina com
0 um, o doze s6 combina com o quatro, o dois com o0 vinte e quatro e 0 seis com 0
oito para conseguir o 48. O que ela poderia ter combinado diferente do que eu? A
sua principal preocupacdo estid na verificagdo das multiplicacbes entre os valores
numéricos; ndo faz referéncia aos expoentes da parte literal, ndo aplica a

comutatividade, seja entre os coeficientes numéricos, seja entre 0s expoentes.

Quando ao sujeito “VanD”, é solicitado a criagdo de suas peg¢as mantendo o
resultado (48x°); ele argumenta sua dificuldade em operar: porque de 12 pula para
48 [...] 0 12 € mais facil porque eu vejo em casa com a avé 12 mais 12 ovos ou com
0 pai 12 mais 12 alfaces. Precisa do registro grafico e, apds varias tentativas sem
éxito, solicita mais cartelas em branco, agrupando trés e quatro pecas nas seguintes
combinacdes: (6x%) . (4x%) . (2x?) e (2x%) . (3%%) . (2x) . (4x).

O estudante, ao ser questionado sobre 0s mondmios (2x) e (4xX) na sua
segunda combinacdo (2x%) . (3x%) . (2x) . (4x ), como uma possivel multiplicacdo
verdadeira para o resultado (48x°), justifica 0 seu registro: porque eu sé tenho 2 para
separar em expoente do (2x) e do (4x) [...] assim em (2x) e (4x) o expoente é 1
(um). Dai, quando eu somo todos juntos: 2 + 2 + 1 + 1 tenho o seis do (48x°%). Na
sequéncia, é sugerida a troca do monémio (2x) pelo monémio (2x') e o estudante
justifica o0 “ndo uso” do registro do expoente 1, reconhecendo a igualdade entre os
dois monémios. Da mesma maneira, demonstra compreender o valor do expoente 1
na forma registrada ou invisivel em (2x) e (4x), afirmando: ndo ia mudar nada,
porque todo “x” que ndo tem expoente escrito vale 1 como expoente. Observo que
em momento algum ele registra o expoente 1, isto é, aplica a propriedade referente
aos expoentes na multiplicagdo dos mondémios sempre com o0 expoente 1 na sua

forma invisivel.

Mantém as condutas anteriores. A logica interna de um modelo garante

determinada seguranca nas respostas. Pode-se perceber sua capacidade de



organizacdo e regulacdo quanto a aplicacdo das propriedades e desafios sugeridos

pelo uso do expoente 1 na forma visivel e invisivel.

JOGO 3: sdo 02 pecas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e uma
ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada é a determinacéo

da area e do perimetro das duas fichas.
A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR

Observo que o sujeito “VanD” procura a semelhanca entre a ficha de forma
quadrangular e o seu desenho pois acresce um determinado valor no “comprimento”
da sua figura quadrangular apds definir: € um quadrado [...] ndo é um retangulo e
nem um triangulo [...] tem os centimetros todos iguais. Utiliza uma linguagem
particular para a igualdade dos lados da figura de forma quadrangular; ndo se vale
de nenhuma das nomenclaturas convencionadas da geometria, como “largura”,

“‘comprimento”, “altura” ou mesmo “lados”.

O sujeito “VanD”, ao ser questionado sobre um possivel valor numérico para a
medida dos lados da ficha de forma quadrangular, primeiro indica: uns seis
centimetros; na sequéncia modifica o valor: ndo é pouco uns dezesseis centimetros.
Inquirido sobre a sua certeza na sugestdo do segundo valor, ndo modifica sua

posicao.

Quando ao estudante é solicitado a determinacdo do perimetro da figura de
forma quadrangular a partir dos 16 cm, apresenta duvidas na localizacdo do
perimetro: ao redor? Nao lembro. Por meio de um exemplo de situacéo real do seu
dia a dia de trabalho no campo, pergunto: se vocé tem dois pastos e uma vaca e néo
guer que a vaca coma todo o pasto, o que vocé faz? O sujeito “VanD” responde: eu
cerco um pedaco. Tenho necessidade de questiona-lo varias vezes sobre a sua
localizacdo e diferenciacdo entre perimetro e area; entdo, finalmente ele afirma: a
area € o pasto e a cerca € o perimetro. Somente depois da associacdo com uma
situacdo do seu cotidiano consegue estabelecer relacdes entre as atividades vividas
e as apresentadas na cartela. E na sequéncia expressa verbalmente seus calculos:
sendo aqui por fora, tendo 16 centimetros. Vai ser quatro vezes dezesseis que da

sessenta e quatro (4 x 16 = 64). Na folha sé registra P: 64.

O sujeito “VanD” registra a unidade de medida da largura centimetros (cm)

nos valores seis e dezesseis, mas ndo a utiliza no calculo nem no resultado do



perimetro; apenas registra convencionalmente para o perimetro um “P”, seguido de
dois pontos, e ndo o sinal de igualdade (=) e depois 0 niUmero sessenta e quatro
(64).

O adolescente, ao ser solicitado a determinar a area da ficha de forma
qguadrangular, argumenta: ndo me lembro como se calcula. Questiono-o, lembrando-
o da relacdo no exemplo com a cerca e o0 pasto. Argumenta oralmente: se o pasto é
a area para a vaca pastar. Tem 16 filas por 16 filas de uma até na outra divisa entéo
sdo 16 vezes 16. A area aqui é de 256 filas. Na folha de papel apenas registra: A:
256, sem unidade de medida para a area. Na sua linguagem “filas” ora € largura, ora
€ comprimento, e o resultado final € a multiplicacdo entre as “filas”. Por associacao
de um exemplo pratico, “recorda” o caminho para determinar a area; registra a
unidade de medida da largura: centimetros (cm), mas nado utiliza as unidades de

medida nas partes (cm . cm) nem no resultado da area (cm?).

Ao ser informado da acéo dos colegas de terem sugerido valores diferentes
do seu, argumenta: sO se a minha resposta for errada. Também quando questionado
sobre a validade de duas solucdes, responde incisivamente: ndo! Um quadrado néo
pode ter trés respostas certas. Pelo menos na minha cabeca, ndo [...] Nao, se é a
mesma figura como pode uma ser 20 e outra 57 [...] Acho que tem mais que 5 cm de
lado. Ao ser instigado em relacdo as afirmacfes de seus colegas, argumenta sem
éxito, ndo tenta aproximar os resultados dos seus colegas com o seu resultado,

sugerido como correto.

O sujeito “VanD”, ao ser questionado sobre a formulacdo de um modelo
generalizado para o célculo, seja da area, seja do perimetro da ficha de forma
quadrangular, demonstra ndo compreender a existéncia dessa possibilidade,
argumentando: ndo imagino como. N&o progride do seu pensamento aritmético para

0 pensamento abstrato na procura de uma possibilidade geral.

O estudante age baseado na resisténcia de extrair das coordenacgdes de
acOes anteriores 0s elementos que permitem construir formas gerais. O grau de
novidade e da complexidade da tarefa de admitir outros possiveis resultados
existentes, tornou-se um empecilho na constru¢cdo de um modelo geral para a area e

o perimetro de uma figura quadrangular.

B) FICHA DE FORMA RETANGULAR



O sujeito “VanD” desenha uma figura de forma retangular bem semelhante a
ficha sobre a sua mesa, afirma: € um retangulo, porque aqui € diferente daqui.
Mantém uma linguagem sua, sem a convencdao utilizada como padréo na geometria.
Ao ser solicitado a determinar um valor numérico para os lados da ficha de forma
retangular, sugere: dezesseis centimetros (16 cm) aqui e quarenta centimetros (40
cm) aqui. Ha um progresso em relacdo a ficha de forma quadrangular: agora, os
valores sugeridos se aproximam da medida real, e registra a unidade de medida:

centimetros (cm) nos seus valores de largura e comprimento.

Ao ser solicitado a determinar o valor numérico para o perimetro da ficha de
forma retangular, ap6s um certo tempo, responde: sera de 112. A partir do momento
em que solicito uma explicacdo do seu pensamento para chegar ao resultado final
de cento e doze para o perimetro, o sujeito “VanD” explica: tive que dar a volta, aqui
tem 40 e 40, e aqui 16 e 16. Somei primeiro de cabeca (40 + 40), depois somei (16 +
16) e dai somei 0 (80 + 32) que deu o 112. Na folha, registra apenas de forma

generalizada: P: 112.

O sujeito “VanD” realiza o calculo do perimetro por agrupamentos aditivos;
ndo utiliza nas adigdes nem no resultado do perimetro a unidade de medida dada
em centimetros, tampouco expressa na forma verbal ou gréfica. Observo que, no
caso do perimetro da ficha de forma retangular, ndo ha necessidade de um exemplo

da vida real.

Para determinacdo da area da ficha de forma retangular, o sujeito “VanD”
necessita olhar para a folha do registro da figura de forma quadrangular e, assim,
tenta associar seu procedimento anterior com o atual. Responde sem registrar
qualguer calculo: cento e sessenta (160). Ao ser questionado sobre a forma
resolucdo, argumenta: € s6 multiplicar 40 por 40. Tem um momento de parada,
decide registrar sua afirmacao na classe e, a partir da visualizacdo do produto 40 x
40, modifica seu resultado: N&o. Ndo é cento e sessenta (160). E mil e seiscentos
(1600). Sabe que precisa multiplicar valores para determinar a area da ficha de
forma retangular, mas necessita do registro no papel para obter éxito no seu
produto de 40 x 40. N&o utiliza uma linguagem simbdlica convencional para designar
a palavra area e escreve-a por extenso: AREA; ndo usa o sinal de igualdade para o
resultado da area e, sim, utiliza o sinal dos dois pontos: AREA: 1600. N&o faz uso

das unidades de medida nas partes (cm . cm) nem no resultado da area (cm?).



O sujeito “VanD”, ao ser questionado sobre “outras possibilidades
verdadeiras” indicadas pelos seus colegas, ndo aceita: ndo, porque em 10 por 40
cm, dez € uma medida muito pequena. Nao tenta nenhum outro argumento. E
guando solicitado a organizar uma forma geral para o calculo da area de qualquer
ficha de forma retangular, o estudante argumenta: ndo faco ideia. Sequer tenta uma
alternativa. Nao demonstra compreender as relacbes presentes para a

generalizacdo do perimetro e da area de uma ficha de forma retangular.

O estudante parece que ainda nao tem esquemas apropriados para atuar na
resolucdo do contetdo pois continua manifestando vérias dificuldades para aceitar
as antecipacdes dos colegas assim como ndo apresenta uma forma geral para a

area.

JOGO 4: 30 pecas — representadas por monémios utilizando as quatro operacoes
(adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) - domind algébrico elaborado pela

pesquisadora.

O sujeito “VanD” para em oito momentos durante a sua montagem do dominé

algébrico, que a seguir passo a descrever:
12 parada: (3x) + (X), para. Pergunta: esta certo? Lembra das regras? Sim, da (4x).

A duvida é verbalizada na segunda peca do domind. O questionamento esta
relacionado ao coeficiente numérico 1 — na sua forma invisivel. No monémio (x)
existe uma questdo de convencao, pois o coeficiente numérico 1 ndo € registrado.
Logo, para o sujeito “VanD” efetuar corretamente a adicdo deve lembrar a igualdade
(x) = (1x). Portanto, o resultado de (3x) + (xX) deve seguir o pensamento: (3+1=4)e
a parte literal “x” permanece como uma constante na adigdo entre mondmios

semelhantes.

22 parada: (9x) + (x), para. Pergunta: quando é mais, soma 0s expoentes? Sera?

Entdo, se ndo soma, deixa eles. Escolhe (10x%).

A segunda duavida manifestada verbalmente também diz respeito a adicéo do
mondmio (9x) com o mondmio (X): entdo, se ndo soma, deixa eles. Na operacdo da
adicdo entre mondmios semelhantes, uma parte da propriedade a ser aplicada
orienta que os coeficientes numeéricos devem ser adicionados, logo (9 + 1 = 10).

Assim como na operacdo da adicdo entre mondmios semelhantes outra parte



propriedade a ser aplicada orienta que os expoentes da parte literal devem ser
mantidos, logo (x = x). Contudo, (x) é igual a (x'); logo, o resultado de (9x) + (x)
deve seguir o seguinte pensamento: (9 + 1 = 10) e a parte literal “x” deve ser
mantida. O resultado da adicéo entre os dois monémios € (10x), que corresponde a
igualdade com a peca (10x%); logo, (10x) = (10x%). E a peca certa escolhida para a
continuacdo do domind, apés uma manifestacao de davida em razéo da visualizagédo

do expoente, é a com o resultado correto (10x%) .

32 parada: (20x°) : (10x°), para. Pergunto: o que vocé esta pensando? Pro, posso
pensar de vezes no lugar de dividir? Como assim? Posso pensar 2 x 10? Pode.
Escolhe (2x).

A dificuldade manifestada pelo estudante “VanD” esta relacionada a divisao
entre os coeficientes numéricos vinte e dez. Assim, determina o resultado pela

operacao inversa, isto é, através da multiplicagéo.

42 parada: (8x*) — (7x%, para. Afirma: assim oito menos sete é 1. Ok! O (x*) em
menos tem que ficar. Ok! Mas e esse 1 também pode ficar sem aparecer? Quem? O
namero 1 que ndo € o expoente. O que vocé acha? Decide que sim e escolhe a

peca com (x*).

A duvida do sujeito “VanD” esta relacionada ao coeficiente numérico 1 — na
sua forma invisivel no resultado final da subtracdo, ndo mais durante o processo de
subtracdo entre os coeficientes numéricos e expoentes de mondémios semelhantes.
Para o estudante decidir pelo resultado (x*), ele precisa ter a compreenséo da

igualdade entre os mondmios (1x?*) e (x*), isto &, (1x* = x%).

52 parada: (x°) — (x?), para. Separa duas pecas que supde que possam ter a
resposta certa: (x°) e (0). Olha-as e escolhe aquela com o resultado igual a (0).
Questiono, por qué? Porque (1 — 1) é zero e ndo tem como responder (0x?). Sera?

Pré, anula tudo quando faz vezes zero. Ok! Escolhe (0).

O questionamento esta relacionado com a duvida quanto ao numero 1 — na
sua forma invisivel como coeficiente numérico, porque surgem duvidas ao subtrair
os coeficientes (1 — 1), assim como no momento de efetuar a multiplicacdo do
resultado “um” ou “zero” do coeficiente numérico com a parte literal do monémio,
precisa se decidir entre uma vez x* (1.x%) e zero vezes x* (0 . x?). Apresenta

incertezas na forma pela qual seria feito o registro correto das partes “zero” e “xis ao



quadrado” realizada a multiplicacdo. Apos sua argumentacgéo verbal, escolhe a peca

com o resultado zero.

62 parada: (x) : (x), para. Comenta: aqui vou escolher a pe¢ca com o (1) um porque o
expoente d& zero. Por que zero? Porque diminuindo (1 — 1) dos expoentes, d& zero

e “xis” na zero é 1. Escolhe (1).

A duvida do sujeito “VanD” ndo € em relagcdo ao coeficiente numérico um,
convencionalmente nao registrado no monémio (x); a defesa na escolha da peca
surge em relacdo ao resultado: (x°), referente & segunda propriedade de subtracdo
dos expoentes da parte literal semelhante, logo (x** = x°) e na sequéncia, apds
algum tempo, conclui que (x°) é igual a 1.

72 parada: (3x°) : (x%), para. Coloca a peca com (3x%). Tira a peca e a segura na

mao. Pensa e a recoloca na sequéncia. Segue com (3x%).

A duvida estd em relagcdo ao expoente 1, pois convencionalmente ndo é
registrado. Assim, o sujeito “VanD”, mesmo tendo feito a escolha certa da peca (3x%),

permanece na duvida.

82 parada: (9x) : (x), para. Repete as regras: soma e subtracdo mantém o expoente,
multiplicacdo soma e divisdo diminui eles. Ok! Mas ndo tem 9x°! Encontre todas as
respostas possiveis. Recolhe as pecas: (9x%), (9x) e (9). Escolhe: (9x), me olha com
duvida e “de cabega” refaz o calculo. Comenta: mas pro (x°) € 1. Certo. Ndotem 1 e
9. Ser4d? Para, pensa e comenta: Entdo € vezes? Fica como? SO pode ser 9.
Escolhe (9).

Na oitava davida manifesta verbalmente as regras da multiplicacdo e da
divisdo entre mondmios semelhantes. A duvida do sujeito “VanD” surge em relagéo
ao resultado: (x°), referente & segunda propriedade subtracdo dos expoentes da
parte literal semelhante, logo (x** = x°) e na sequéncia, apds algum tempo, conclui
que (x°) é igual a 1. O estudante ja havia respondido nove (9) para o coeficiente
numerico; retorna ao valor e permanece na duvida entre um e nove; ao inves de
continuar operando com a divisdo, inverte seu pensamento pelo caminho da
multiplicacdo demonstrando néo ter certeza de suas agfes. SO obtém éxito no seu
resultado pelo fato de dividir ou multiplicar nove pelo elemento neutro “um” ter como

resultado o mesmo valor numérico 9, isto é,(9:1=9.1=09).

Para as consideragdes parciais do GRUPO 2, retomo alguns passos



seguidos pelos estudantes adolescentes “An”, “Dy” e “VanD” nas trés entrevistas.

Durante o JOGO 1, observo que os trés estudantes escolhidos para as
entrevistas, da T71 “An”, da T72 “Dy” e da T73 “VanD”, efetivam a comutatividade
dos monémios (A . B =B . A) ap0s o registro verbal dos expoentes; as combinacdes
ocorrem durante esse jogo a partir de esquemas e organizacdes das pecas
exclusivamente pelos expoentes, em primeiro lugar pelos expoentes visiveis e
segundo pelo expoente 1 — na forma invisivel. Percebe-se nesses sujeitos a
necessidade de recorrer a conhecimentos experenciados anteriormente na sala de

aula para obter o éxito.

Os estudantes do GRUPO 2, durante 0 JOGO 2, em geral, necessitam de um
tempo maior para articular a combinacdo das pecas em funcdo do produto (48),
utilizando o registro grafico para confirmacdo do seu pensamento; argumentam
através da coordenacdo dos elementos do mondmio sobre as “possiveis novas”
combinacdes sugeridas, mantém o éxito na conservacdo da propriedade dos
expoentes 1 nas formas visivel e invisivel dos monémios; nas suas criacbes

articulam os monémios na relacao parte/todo.

No JOGO 3, verifico que “An", “Dy” e “VanD” utilizam basicamente simbolos
numéricos, seja na sua explicacdo verbal prépria, ndo considerando por vezes
convencdes pré-existentes na geometria, seja no registro escrito das coordenacdes
do seu pensamento para a area e o perimetro das fichas de forma quadrangular e
retangular. Os sujeitos desse grupo, nesse jogo tem dificuldades em reorganizar
seus esquemas de pensamento em fun¢do da coordenacéo das variaveis envolvidas
para a construcdo de uma forma geral para a area e o perimetro para uma figura de
forma quadrangular e retangular qualquer. Ocorrem organizacdes parciais de
generalizagcdo ainda sem éxito total; os estudantes ndo convencionam um fator
literal para designar a “area”, nem registram as unidades de medida de comprimento
= c¢cm e de area = cm? no resultado algébrico uma figura qualquer. Assim,
desconsideram os expoentes 1 — na forma invisivel no calculo da area. Parecem nao
conseguir conservar um modelo inicial, e evoluir operando numa estrutura légico-

matematica atraves de variaveis algébricas.

No JOGO 4, as acbes com éxito dos sujeitos para montar o “domind
algébrico” se concentram nos valores numéricos diferentes de 1. As duvidas

manifestas estdo diretamente relacionadas ao expoente 1 - na forma visivel e



invisivel seja na adicdo/subtracdo, seja na multiplicacdo ou divisdo entre os
monomios. Com um intervalo de cinco a nove interrupgcdes 0s sujeitos desse grupo
apresentaram dificuldade em coordenar de forma mdltipla a operagdo entre 0s
coeficientes numeéricos, a propriedade especifica correspondente para 0s expoentes
e as suas representacdes graficas principalmente quanto ao coeficiente e expoente
numérico 1. Apresentam éxito no jogo proposto ap0s a retomada continua das

convencoes e propriedades especificas envolvidas em cada situacéo.
4.3.3 Interpretagio dos 4 Jogos no GRUPO “E” 3 — POUCO EXITO

Significa ter poucos éxitos nas atividades propostas tanto nas observacdes
quanto na aplicagdo da AECNS. Foram entrevistados os estudantes “Vi"— T71 -
Escola (1) IEST, “Fa” — T72 — Escola (2) ANCH e “Us” — T73 — Escola (1) IEST.

4.3.3.1 Entrevista 7 = sujeito “Vi”

JOGO 1 = S&o nove pecas (6x°, 6x’, 6x%, 3%, 2x°, 2x!, 2x°, 2x* e 2x) contendo
monémios que, combinados no seu jogo, dever&o fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).

O sujeito “Vi” precisa de tempo para organizar as pegcas € seu pensamento
em relacdo as regras da multiplicacdo de mon6émios — vezes soma né!- antes de
aplicar as propriedades especificas que orientam a operacdo. De forma correta
multiplica os coeficientes numéricos e adiciona os expoentes; parece saber operar
com 0s expoentes visiveis, entretanto demonstra ddvida quanto ao valor 1 (um)
quando ndo esta expresso graficamente: (2x) = dois xis [...] ndo lembro. Lé o
simbolo operatorio vezes entre os mondémios, mas Ié de forma incorreta o expoente
1 quando esta graficamente registrado: (2x') = duas sobre um. Na combinacédo das
pecas tem a necessidade de se orientar com as cartelas com o sinal de

multiplicacéo e a cartela com o sinal de igualdade.

O estudante nao utiliza a linguagem convencional da algebra, no caso da
nomenclatura dos expoentes: duas sobre um (2x%), seis xis sobre sete (6x’), dois xis
sobre seis (2x°), seis xis sobre dois (6x%), trés xis sobre trés (3x°); ndo apresenta
equivaléncia da linguagem matemética algébrica com a localizacdo do expoente, isto

€, ndo parece distinguir as expressodes “sobre” de “elevado a”.

O sujeito “Vi”", ao ser questionado sobre a possibilidade de mudangas na

combinagdo das pegas, categoricamente argumenta: ndo. Ao ser informado sobre a



determinacao de diferentes combinagdes por um colega, o sujeito “Vi” argumenta: eu
nao vi como pode ter combinado diferente. Nao da para mudar nada. O estudante,
na sequéncia das atividades, ao ser solicitado a revelar suas preocupacdes no
momento de suas combinac¢des, argumenta: primeiro a tabuada [...] porque todos
resultados tinham que dar doze (12) [...] e eu tinha também que cuidar os expoentes

por que o resultado deles tinha que dar oito (8).

Indago-o sobre uma “parada” durante a combinacao das pecgas, o sujeito “Vi”
justifica: sé parei um pouco mais aqui neste sem expoente escrito, mas lembrei que
vale um. Ao ser solicitado a criar novos monémios para o produto 12x2, registra na
primeira tentativa: (2x) . (2x). Observa e argumenta: Bah, ndo vai dar certo. Refaz e
escreve no verso das cartelas: (2x°) e (2x%), pede mais duas cartelas e termina em:
2x) . (2x% . (2x% . (2x). Questiono-o sobre a certeza de sua combinacdo de pecas
e ele afirma: sim, é tudo vezes. Sua preocupacédo esta relacionada somente com a
aplicacédo da propriedade que orienta os expoentes, nao faz referéncia alguma ao
coeficiente numérico, isto €, ndo verifica a multiplicacdo entre os coeficientes
numericos 2. Na sequéncia informo-o sobre a possibilidade de outras combinacdes
organizadas por um colega. O sujeito “Vi” argumenta: acho que ndo tem como ter

outras.

Durante o JOGO 1, observo que o sujeito “Vi” combina as pe¢as com um
olhar unidimensional nos expoentes. Essa atitude estd evidenciada no momento da
sua criagdo, pois nao demonstra estabelecer uma relacdo parte/todo
desconsiderando a operacdo entre os coeficientes numéricos. Quando apresento a
sugestdo de novas combinacdes, ele ndo considera a possibilidade, logo também

nao percebe a comutatividade das pecas do jogo.

JOGO 2 = S&o oito pecas — representadas pelos monémios: 1x°, 12x°, 6x°, 24x°, 4x,

2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

O sujeito “Vi” tenta organizar as pegas sobre a mesa e apés um longo tempo
para entdo combinar: (48x) e (12x°). Solicito ao estudante que revele suas
preocupacdes no momento de suas combinacgdes e ele argumenta: estou cuidando
para combinar os numeros [...] estou somando os expoentes. Todos ddo 6. Peco a
ele que efetue a leitura de suas pecas combinadas, ele |1&: Quarenta e oito vezes

doze da quarenta e oito. Nao! Na sua exclamacgéao apos a leitura da sua combinacao



de pecas passa a reorganizar seu pensamento em relacdo as duas regras que
orientam uma multiplicagdo de mondmios. Entretanto, continua utilizando como

recurso fisico seus dedos para obter resultados numéricos corretos.

Lé o simbolo operatorio: vezes entre os mondmios, mas |é de forma incorreta
o expoente 1 quando esté graficamente registrado: (2x*) = duas sobre um, passa a
ler, mesmo que de forma errénea “sobre” o expoente 1 que esta na forma invisivel
nos monomios (48x) = quarenta e oito xis sobre um e (4x) quatro xis sobre um. Tem
nocdo da semelhanca dos mondmios 48x = 48x* e 4x = 4x'. Ndo apresenta
equivaléncia da linguagem matemética algébrica com a localizagcao do expoente, isto

€, ndo parece distinguir as expressoes “sobre” de “elevado a”.

Ao ser questionado sobre a possibilidade de mudancas na combinacdo das
suas pecas, ele argumenta: eu acho que ndo tenho nada para mudar. Indago-o
sobre a afirmacdo de que sua colega teria diferentes combinacdes das pecas do

JOGO 2 e o sujeito “Vi” argumenta: ndo sei 0 que ela podia mudar.

A partir do momento em que € solicitado a criar novas pecas para o produto
48x°, concentra-se organizando seu pensamento em partes: primeiro, 0s
coeficientes numéricos e, depois, a parte literal com os expoentes: acho que é
assim: quatro vezes dois € oito e trés vezes dois € seis. E oito vezes seis é quarenta
e oito [...] agora vou colocar o “x” em todos: (4x) . (2x) . (3x) . (2x). Na sequéncia da
sua composicao das pecas registrou o0 expoente 2 para todas as variaveis da parte
literal: (4x*> . 2x%) . (3x* . 2x?). Entretanto, apés uma adicdo verbal dos quatro
expoentes 2: errei aqui no segundo mondmio 2x%. Tenho que tirar o 2 para da 6.
Exclui o expoente 2 do Gltimo mondmio e assim o mondémio (2x°) passa a ser (2x):
(4x?) . (2x%) . (38x%) . (2x). O sujeito “Vi” justifica sua modificagdo: agora sim: dois
mais dois mais dois € seis. Somente leva em conta 0s expoentes 2 visiveis,

esquecendo por completo no mondmio (2x) o expoente 1 invisivel.

O sujeito “Vi” ndo consegue operar com o coeficiente numérico e a parte
literal a0 mesmo tempo nos mondmios para suas possiveis montagens; nao
considera em (2x) o expoente 1 — na sua forma invisivel, errando a sua combinacao
por considerar O (zero) o expoente do mondmio (2x), desconsiderando a
semelhanca (2x) = (2x%). O sujeito “Vi” é capaz de formular corretamente o calculo
do produto da multiplicagdo de monémios, mas o faz considerando somente o0s

elementos visiveis. Pode-se perceber um esquema restrito relativo ao expoente



visivel. O estudante opera, mas ndo considera o expoente 1 — na sua forma invisivel

como parte do todo.

JOGO 3 = S&o duas pecas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e
uma ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada € a

determinacao da &rea e do perimetro das duas fichas.

A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR

Quando o sujeito “Vi” é questionado sobre uma possivel determinagéo de um
valor numérico para o lado da ficha de forma quadrangular, sup&e: uns 20 cm.
Parece ter nocao de espaco, pois acerta na primeira sugestao a medida real do lado
da ficha de forma quadrangular. Na possibilidade de diferentes valores dados a
medida de comprimento da ficha de forma quadrangular, o sujeito “Vi” argumenta:
nao sei! Acho que ndo pode. Argumenta ndo admitir os valores “possiveis” indicados

pelos colegas.

Observo que o sujeito “Vi", apos desenhar sua figura quadrangular, nele
indica o valor suposto de 20 cm nos quatro lados. Ao ser solicitado a determinar o
valor do perimetro e da area da sua figura de forma quadrangular, primeiramente
afirma ndo saber determinar o perimetro e a area para a figura apresentada. O
estudante necessita de um exemplo pratico sobre perimetro rural e perimetro urbano
para, a partir da localizacdo da area e do perimetro nessa situacao, determina-las na
ficha de forma quadrangular: aqui dentro o perimetro urbano (ficha sobre a classe) e
aqui fora, a classe, o campo. Associa o limite entre a area urbana e rural com o
plantio de arvores: se vamos plantar arvores no limite dos perimetros de 1 em 1
metro. [...] Entdo se isso tem 20, 20, 20, 20 é 80. Precisamos de 80 arvores.
Relaciona a linha diviséria entre o perimetro urbano e o rural com a borda da ficha
de forma quadrangular; efetua o calculo do perimetro de forma correta, através da
adicao de parcelas: 20 + 20 + 20 + 20 = 80. Entretanto, ndo faz referéncia a unidade
de medida centimetros (cm), seja na forma verbal, seja durante o calculo dos valores
parciais ou como unidade final no resultado do perimetro; ndo convenciona um
simbolo literal para o “perimetro”, escreve a palavra por extenso: Perimetro = 20 +
20 + 20 + 20 = 80.

O estudante “Vi”, ao ser solicitado a determinar a area da ficha de forma

quadrangular, convenciona-a por Area e, na seqiiéncia, registra: 160. O estudante,



ao ser questionado sobre a origem do valor numérico, argumenta: seria a area
urbana? Aqui de dentro? Ah, [...] ndo sei! Umas 300 ou 400 [..] Umas 160 [..]
Assim 20 aqui (largura) e 20 aqui (comprimento) d&a 40. E sdo 4 lados, dai 40 x 4 da
160. Efetua a multiplicacdo dos valores numéricos, mas, mesmo com o exemplo
pratico/real, ndo consegue lembrar como se determina a area de uma ficha de forma
quadrangular; ndo sabe e ndo compreende quais valores e como deve utiliza-los
para determinar o valor da area corretamente; ndo faz referéncia a unidade de
medida (centimetros) na forma verbal tanto durante o calculo, como também nao
registra a unidade de area (cm?) no resultado final; n&o convenciona um simbolo

literal para a “area”, escrevendo a palavra por extenso.

B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

Observo que o sujeito “Vi” desenha sua figura de forma retangular tentando a
semelhanca na proporcionalidade das linhas. Indica como medidas: tem 10
centimetros de lado e uns 40 centimetros de comprimento. Considera verbalmente
uma medida como “lado” e outra como “comprimento”, referéncias que nao
apareceram na ficha de forma quadrangular; faz referéncia a unidade de medida
centimetros (cm) na forma verbal enquanto indica as medidas laterais para a ficha
de forma retangular. Mesmo sobrepondo as duas fichas, ndo consegue afirmar que
as medidas de largura séo iguais e de 20 cm na ficha de forma quadrangular e na
ficha de forma retangular; ndo registra o desenvolvimento do célculo em nenhum
lugar (classe ou folha). Olha para os dedos da m&o no momento em que “pensa”; no
primeiro momento apenas registra verbalmente o resultado e em momento posterior,
explica o seu raciocinio para alcancar o resultado. N&o registra a unidade de medida
centimetros nos valores parciais nem no resultado final, ndo convenciona um
simbolo literal para o “perimetro”, escrevendo a palavra por extenso: Perimetro 100;
ndo efetua o registro de suas adigbes parciais no papel nem usa o simbolo de
igualdade (=) para indicar o resultado final do perimetro.

O sujeito “Vi”, para a determinagdo da area, apresenta muitas duvidas na
localizacdo da mesma na ficha de forma retangular. Determina um valor qualquer
sem registro grafico do desenvolvimento do calculo; faz uma relacdo de espacgos
entre a ficha de forma quadrangular e a ficha de forma retangular utilizando os
dedos da mao para realizar seu calculo da area. O sujeito “Vi’ coloca a palma da

mao direita, primeiro, sobre a ficha de forma quadrangular e, depois, sobre a ficha



de forma retangular. Entdo, conclui: se aqui € 160. Aqui € 250. Nao pode ser outra
coisa. Registra: Area 250. N&o faz nenhuma referéncia verbal durante seu célculo
mental; ndo escreve nem fala a unidade de medida durante sua suposi¢cado numerica,
s6 escrevendo no resultado final sem a unidade de area = cm?; ndo convenciona um
simbolo literal para a “area”, escreve a palavra por extenso; ndo efetua o registro
grafico de suas adi¢cbes parciais no papel; ndo usa o simbolo de igualdade (=) para

indicar o resultado final da area.

O estudante, ao ser guestionado sobre a consideracdo pela sua colega de
diferentes valores numéricos para os valores para os lados da ficha de forma
retangular, argumenta: ndo sei. Acho que 8 pode mas 24 acho que ndo? E mais que
24. Na sequéncia, indago sobre o fato de n&o haver valores para a determinagéo do
perimetro e da area de uma figura de forma retangular: ndo é possivel! [...] Sem a

régua até acho que sim. [...] Mas, ndo sei se pode. [...] Nao sei. Nunca pensei nisso.

O sujeito “Vi” apresenta um inicio de argumentacao procurando coordenar 0s
valores “possiveis” e “impossiveis” indicados pelos colegas. Entretanto, né&o
convenciona fatores literais, seja para a largura, seja para o comprimento da ficha de
forma quadrangular e da ficha de forma retangular; ndo compreende o significado da
dupla de variaveis que devem compor o calculo do perimetro e da area, seja da ficha
de forma quadrangular, seja da ficha de forma retangular, assim como n&o
demonstra compreender os diferentes tipos de relacbes para uma determinacéo
geral do perimetro e a area para uma ficha de forma quadrangular e outra retangular

qualquer.

JOGO 4: Sao trinta pecas — representadas por mondmios utilizando as quatro
operacdes (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) - domind algébrico elaborado

pela pesquisadora.

O sujeito “Vi” interrompe o jogo em nove momentos durante a sua montagem do

dominé algébrico, que a seguir passo a descrever:

12 parada: (x) : (x), responde (2x). Pense, na divisdo. Divide! E? Entdo diminui o
expoente. Entdo? Fica na zero. E, quanto vale na zero? E um. Troca por (1).

A duvida do estudante “Vi” é em relacdo ao coeficiente numérico um (1)
convencionalmente néo registrado no mondémio (x), pois, ao invés de dividi-los (1 : 1

= 1), os adiciona (1 + 1 = 2). A duvida também esta na escolha da peca, pois surge



em relacdo ao resultado: (x°), referente & segunda propriedade de subtracdo dos
expoentes da parte literal semelhante, logo (x** = x°), e na sequéncia, ap6s algum

tempo, conclui que (x°) é igual a 1.

22 parada: (9x) : (x), responde (9x). Pense de novo! E divisdo. O que se faz? Divide

e diminui. Entdo? Tem que ser s6 nove! Troca por (9).

Novamente h& duvida sobre a regra da divisdo entre monémios semelhantes.
O sujeito “Vi” questiona o resultado: (x°), que se reporta & segunda propriedade de
subtracdo dos expoentes da parte literal semelhante, logo (x** = x°), e na sequéncia

conclui que (x°) é igual a 1.

32 parada: (6x*) : (2x), responde (3x?). Como assim? Sim, é (3x?). Tem certeza? Mas

aqui ndo tem nada. Como nada? Ah, tem xis na um, é trés. Troca por (3x°).

A duvida do sujeito “Vi” esta relacionada com o expoente 1 na forma invisivel
no monémio (2x). Penso que, assim como divide o valor numérico 6 por 2, também
divide o expoente 4 por 2. Na seqiiéncia, ao ser inquirido, recorda a igualdade entre

os mondmios (x = x*) e opera de forma correta com os expoentes (x* =1 = x3).

42 parada: (2x°) . (4x), responde: ndo tem a peca (8x°). Tem todas as pecas que
precisa no jogo. SO tem (8x). Qual a operacdo? Multiplicacdo. O que vocé precisa
fazer? Multiplicar, (2 . 4) € (8). E 0 que mais? Somar. Com o qué, s6 tem 3? Leia 0s
mondmios: Dois xis sobre trés e quatro xis. Quem séo os expoentes? Ah, vale 1 no

xis, entdo é quatro. Qual é a peca? Troca por (8x%).

O sujeito “Vi” apresenta dificuldade em relagcdo ao expoente 1 na forma
invisivel no monémio (4x). Tem necessidade de repetir as propriedades do
coeficiente numérico e dos expoentes da parte literal, as quais orientam a
multiplicacdo entre dois monémios semelhantes. Mesmo assim, na sua segunda
procura da peca certa ndo consegue obter éxito e continua em ddvida. Somente
apos ser solicitado a efetuar a leitura de todos os termos presentes na operacao, e

ainda com muitas duvidas, efetua a troca das pecas.

52 parada: (9x) + (x), responde (9x). Solicito que leia o conjunto. Nove xis mais um
xis. E? E dez xis. Troca por (10x).

Na quinta duvida manifestada pelo sujeito “Vi” na adicdo do mondémio (9x)

com o mondémio (x), uma parte da propriedade a ser aplicada orienta que 0s



coeficientes numéricos devem ser adicionados, logo (9 + 1 = 10), e a outra parte
propriedade orienta que os expoentes da parte literal devem ser mantidos, logo (x =
X). A questdo presente na duvida do sujeito “Vi” esta relacionada ao coeficiente
numeérico 1 na sua forma invisivel no monémio (x). O estudante ndo considera a
igualdade entre (x) e (1x); para obter éxito na operacao foi necesséria a leitura dos

termos do mondmio.

62 parada: (20x°) : (10x°), para. Questiono-0: 0 que houve? N&o tem a peca com
(2x1). E qual é a peca que tem? S6 tem com (2x). E pode ser essa peca? [ ...] Pode
ser, né! Por que pode? Por que o sobre 1 ndo precisa aparecer escrito, mas vale 1

também. Continua com (2x).

Na divisdo entre os dois mondmios o sujeito “Vi” manifesta seu caminho de
argumentacao e aplica corretamente as duas propriedades que orientam a diviséo;
também recorda a igualdade entre os monémios (2x') e (2x), pois o expoente 1

convencionalmente nédo é registrado.

72 parada: (6x°) : (2x?), para. Precisa ler em voz alta: seis dividido por dois. D4?
Trés. E conta nos dedos a subtracdo: 9 — 2 = 7. Continua com a peca (3x’).

Novamente surge a duvida na divisdo entre os monémios. O sujeito “Vi’
necessita da leitura da operagcdo completa para obter éxito no resultado. Na
sequéncia a preocupacdo diz respeito aos expoentes, e a propriedade dos
coeficientes numeéricos orienta que em uma divisdo 0s expoentes devem ser

subtraidos.

82 parada: (5x) . (3x), para. Precisa ler em voz alta: cinco vezes trés. E? Conta nos
dedos. Quinze. E nestes xis tem um e um. Entdo? Da dois. Continua com a peca
(15%%).

O sujeito “Vi” chega ao resultado correto com o auxilio da leitura da operagao
de multiplicacdo entre os mondmios expressos nas pecas. A duvida esta relacionada
ao coeficiente numérico 1 — na sua forma invisivel. Nos monémios (5x) e (3x) existe
uma questado de convencao, pois o coeficiente numérico 1 néo é registrado. Logo,
para o sujeito “Vi” efetuar corretamente a multiplicagao deve se lembrar da igualdade
(5x) = (5x) e (3x) = (3x%). Portanto, a multiplicacdo entre esses mondémios deve
seguir as propriedades que orientam os coeficientes numéricos (5. 3 = 15) e a parte

literal (x*** = x?).



92 parada: (8x*) + (x*), para. O que houve? Sei que oito mais um é nove. E? O
quatro fica ou soma? O que vocé fez nas outras adicbes de mondmios? Procura

uma adic&o anterior. Fica quatro. Continua com (9x%).

A nona duvida manifestada verbalmente estd relacionada a adicdo dos
mondmios, especificamente sobre os coeficientes numeéricos: o quatro fica ou soma?
Na propriedade que orienta os expoentes da parte literal esta registrado que o0s
mesmos devem ser mantidos. Logo, a pecga escolhida pelo estudante “Vi’ para a
continuacdo do domind, apds uma manifestacdo de davida em razdo do expoente, é

a com o resultado correto (9x*).

4.3.3.2 Entrevista 8 = sujeito “Fa”

JOGO 1 = S&do nove pecas (6x3, 6x’, 6x% 3x3, 2x°, 2x%, 2x°, 2x* e 2x) contendo
monémios que, combinados no seu jogo, dever&o fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).

O sujeito “Fa”, para aplicar corretamente a regra da multiplicacdo entre
mondmios, necessita de muito tempo, pois parece nao ter nocdo da localizacdo do
coeficiente numérico e do expoente; obtém éxito com 0s expoentes visiveis,
entretanto permanece em uma duvida constante quanto ao valor 1 (um) — na sua
forma invisivel. Nao |1é o simbolo operatorio entre as pecas nem utiliza de forma
correta a linguagem convencional da &lgebra, no caso da nomenclatura dos
expoentes: xis na sete (x’), xis na seis (x°), xis no quadrado (x°) e xis na trés (x°),
apresenta davida e ndo |é o expoente 1 — na sua forma visivel e invisivel: dois xis
(2x1).

O estudante mantém a regularidade nas suas combinac¢des, iniciando-as pelo
mondmio com o coeficiente numérico seis. Mantém a sua acao presa no produto dos
coeficientes numéricos: escolhi as pecas pelo resultado doze (12). Quando o sujeito
“Fa” é questionado sobre possibilidades de mudancas na combinagao das pecas,
apenas observa as pecas ja combinadas sobre a mesa. Nao faz nenhuma tentativa
de encontrar outra possibilidade. Questiono-o sobre a posicdo das pecas e ele

argumenta: como, assim? [...] ndo vejo como [...] ndo da pra fazer nada.



O sujeito “Fa”, ao ser informado sobre a determinagdo de diferentes
combinacdes por uma colega, argumenta somente através dos coeficientes
numericos: ndo imagino como! O estudante, na sequéncia das atividades, ao ser
solicitado a criar suas pecas conservando o resultado (12x%), “cria” seus mondémios
combinando-os assim: (4x%) . (3x*) e (6x°) . (2x%). Observo que se mostra satisfeito e

seguro ao utilizar valores numéricos num universo limitado entre dois e seis.

JOGO 2: S&o oito pecas — representadas pelos mondémios: 1x°, 12x°, 6x?, 24x°, 4x,

2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta poténcia).

O sujeito “Fa” opera, exclusivamente, por meio do registro numérico grafico;
somente apds transcorridos quinze minutos combina as pecas para o produto
correto de 48x°. O estudante orienta-se a partir dos valores numéricos do
coeficiente numérico dos monémios, usando o registro grafico como recurso na
multiplicacdo dos mesmos. Primeiro, registra no papel as possibilidades numéricas:
8x6,48 x 1, 24 x 2 e 12 x 4; num segundo momento, articula-as com 0s expoentes
ja registrados na parte literal do monémio. Questiono-0 sobre sua composicao e ele

argumenta: cuidei dos niumeros e depois dos expoentes.

O estudante Ié o sinal de operacdo da multiplicagdo entre os mondmios;
entretanto, na leitura da linguagem algébrica, na maioria dos exemplos nao |é de
forma correta o0 nome préprio dos expoentes. Permanece néo lendo o expoente 1
quando aparece registrado graficamente para (2x'), I& dois xis e na sua leitura
também ignora o expoente 1 quando esta na forma invisivel, como para (48x) |é

guarenta e oito Xxis.

Na sequéncia das atividades, ao ser solicitado a criar suas pecas
conservando o resultado (48x°), o sujeito “Fa” combina as duplas (12x%) . (4x°) e
(24x%). (2x%). Questiono-o sobre sua compreensdo da palavra “criar’ e ele
argumenta: Sim, eu mudei 0s expoentes, 0s numeros ja estavam prontos! O
estudante mantém os coeficientes numeéricos das pecas do JOGO 2 e apenas atribui

valores iguais para seus expoentes.

Quando o sujeito “Fa” é questionado sobre novas possibilidades, isto €&,
diferentes combinac¢des por uma colega, argumenta: ndo da. Insisto para que “Fa”
pense novamente e ele repete: ndo imagino como! O estudante adolescente néo

consegue estabelecer um paralelo com a mesma situacdo de aprendizagem



vivenciada em dois momentos diferentes: um na entrevista individual e, outro, no

grupo em sala de aula.

JOGO 3 = S&o duas pecas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e
uma ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada € a

determinacao da &rea e do perimetro das duas fichas.

A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR
Quando o sujeito “Fa” é questionado sobre uma possivel determinagdo de um
valor numérico para uma ficha de forma quadrangular, supde: uns 6 centimetros. [...]

vou trocar por 10 centimetros.

Observo que o sujeito “Fa” desenha sua figura quadrangular num formato
retangular, contudo afirma saber que numa ficha de forma quadrangular o valor dos
quatro lados deve ser igual. Ao ser solicitado a determinar o valor do perimetro da
ficha de forma quadrangular, indica o primeiro valor e, em seguida, modifica-o.
Entretanto, os dois valores sugeridos estdo muito distantes do valor real da largura

da ficha de forma quadrangular: 20 centimetros.

Ao ser solicitado a determinar o valor do perimetro da ficha de forma
guadrangular, argumenta: com dez de cada lado, vai ter quarenta de perimetro.
Registra a unidade de medida para cada lado na sua figura quadrangular, mas a

desconsidera durante o céalculo e no resultado final: Perimetro = 40.

O sujeito “Fa”, ao ser solicitado a determinar a area da figura de forma
quadrangular, convenciona-a por: AREA e, na sequiéncia, registra: AREA = 100. O
estudante, ao ser questionado sobre a origem do valor numérico, argumenta: fiz dez
vezes dez que é cem (10 x 10 = 100). Nao registra seu pensamento, seja verbal,

seja graficamente no papel.

Diante da informacgéo de que seus colegas sugeriram outras possibilidades de
medidas para o comprimento na ficha de forma quadrangular, “Fa” argumenta: nao
pode [...] nao sei. Ndo aceita os valores sugeridos e sequer admite novas
possibilidades verdadeiras para o perimetro e a area para a ficha de forma
guadrangular: ndo. Um quadrado nao pode ter trés respostas certas. Nao demonstra
associar as regras e propriedades geométricas para determinar algebricamente o

perimetro e a area da ficha de forma quadrangular. Nao compreende o significado



da variadvel unica compondo uma figura quadrangular; ndo demonstra compreender
os diferentes tipos de relacbes para uma determinagdo generalizada do perimetro e
a area para uma ficha de forma quadrangular qualquer. A partir dos registros
numericos tanto para o perimetro como para a area, as respectivas unidades de

medida (cm e cm?) ndo s&o consideradas como parte do resultado final.

B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

Observo que o sujeito “Fa” desenha sua ficha de forma retangular tentando
ocupar todo o espaco da folha, considerando o comprimento com 50 cm e a largura
com 6 cm. Na seqiiéncia, o estudante, ao ser solicitado a determinar o perimetro,
diretamente o indica: 112. Ao ser solicitado a registrar a sequéncia de seu
pensamento, registra: fiz 50 + 50 e 6 + 6, dai somei 100 com 12 e deu 112. Somente
escreve a unidade de medida no momento da sugestao dos valores para a largura e
o comprimento; a partir de entdo, a unidade de medida ndo € mais utilizada durante

o calculo, nem no resultado final.

O sujeito “Fa”, para determinacdo da area da ficha de forma retangular,
utiliza-se do registro grafico em uma Unica tentativa, registrando: 250. Ao ser
guestionado sobre a sequéncia de seu pensamento, registra: fiz 50 x 50 e deu 250.
Efetua de forma incorreta o valor da area, pois ndo multiplica a largura pelo
comprimento; também nao utiliza as unidades de medida centimetros (cm) durante

o célculo, nem (cm?) no resultado final.

O estudante “Fa”, ao ser questionado sobre a consideragdo pelos seus
colegas de diferentes valores numéricos para os lados da ficha de forma retangular,
nao argumenta procurando coordenar os valores “possiveis” informados pelos
colegas com os seus valores considerados na ficha de forma retangular: Nao,
porque 20 cm ou 40 cm é uma medida muito pequena. Na sequéncia, indago sobre
o fato de ndo haver valores para a determinacdo da area e do perimetro de uma
figura de forma retangular: Se ndo tenho os valores, como vai dar pra calcular?
Insisto, aguardo, mas o estudante continua afirmando que ndo sabe como resolver a

area de uma ficha de forma retangular com fatores literais.

JOGO 4: Séo trinta pecas — representadas por mondmios utilizando as quatro
operacOes (adi¢do, subtracdo, multiplicacéo e divisdo) - dominé algébrico elaborado

pela pesquisadora.



O sujeito “Fa” chega a distribuir as 30 pegas sobre a mesa, primeiramente de
forma aleatdria e, numa segunda vez, organizando-as em colunas de acordo com a
operacdo. Permanece apenas olhando para o grande conjunto de pecas, iniciando
pela peca com a divisdo (9x) : (x). Coloca a peca em separado das demais e, apos
certo tempo, comunica-me: Nao sei como achar o resultado, ndo sei o que fazer. [...]
Vou parar, ndo quero fazer esse jogo. Percebo que o estudante estd muito agitado,

nervoso e confuso; assim acato a sua decisao.

4.3.3.3 Entrevista 9 = sujeito “Us”
JOGO 1 = S&o nove pecas (6x°, 6x’, 6x%, 3x%, 2x°, 2x!, 2x®, 2x* e 2x) contendo
monémios que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x® (doze xis

na oitava poténcia).

O sujeito “Us” parece saber aplicar corretamente a regra da multiplicagao
entre mondmios, pois tem nocdo da localizacdo do coeficiente numérico e do
expoente; obtém éxito com 0s expoentes visiveis, mas apresenta duvidas quanto ao
valor 1 (um) — na sua forma invisivel. L& com perfeicdo o simbolo operatério entre as
pecas e utiliza de forma correta a linguagem convencional da algebra, no caso da
nomenclatura dos expoentes: sétima poténcia (x’), sexta poténcia (x°), ao quadrado
(x%) e ao cubo (x%), mas apresenta divida quando 1& o expoente 1 — na sua forma
invisivel: dois xis na um [...] ou na primeira poténcia? N&o verbaliza o expoente 1 —

por se apresentar na forma invisivel no monémio (2x).

Quando o sujeito “Us” é questionado sobre possibilidades de mudancas na
combinacdo das pecas, recolhe as pecas. Na tentativa de encontrar outra
possibilidade, reinicia as combinacfes. Pela segunda vez o estudante mantém a
regularidade nas suas combinacdes, iniciando-as pelo monémio com o coeficiente
numeérico seis. Sua maior preocupacao continua sendo a combina¢do dos monémios
através dos seus expoentes: cuidei dos coeficientes. Este numerozinho aqui (mostra

0 expoente 7 em 6x").

O sujeito “Us” localiza os expoentes, porém usa uma nomenclatura algébrica
incorreta para esses, “coeficiente”. Os coeficientes. Ndo procura com um olhar e
uma leitura silenciosa verificar as “novas possibilidades” entre as pecas nas suas
primeiras combinacdes; ndao tenta a comutatividade, seja entre os coeficientes

numeéricos, seja entre 0s expoentes na sua primeira combinacéo das pecas.



O estudante ndo consegue perceber a mudanca de posicdo dos mondémios
pelos expoentes nas combinacdes de duplas: eu mudei o que deu [...] mas acho que
ficou tudo igual. N&o constata a troca que efetua entre os mondmios de (2x*) por (2x)
na multiplicacdo com (6x’); desconsidera no mondmio (2x) a mudanca do expoente
1 da sua forma visivel para a sua forma invisivel. Nao faz referéncia a igualdade dos
monémios (2x) e (2x). Ndo percebe a mudanca dos coeficientes numéricos (2. 2. 3)
por (2. 3. 2) nos seus mondmios combinados de (2x* . 2x . 3x°) para (2x} . 3x® .
2x*: eu ndo vi como pode ter combinado diferente. N&o da para mudar nada. N&o

consegue aplicar comutatividade entre as pecas de (6x* . 2x°) para (2x° . 6x?).

O estudante “Us” n&o tenta outras possibilidades apdés sua segunda
combinacgéo das pecas, assim como ndo se desacomoda com a afirmacéo da colega

de conseguir novas combinacdes com as mesmas pecas do JOGO 1.

O sujeito “Us”, quando solicitado a criar suas pecas mantendo o produto 12x2,
tem a preocupacgdo de combinar seus monémios somente através dos expoentes, e
estes diferentes das pecas ocupadas no JOGO 1. Para organizar seu pensamento
precisa de um “tempo” para “lembrar’ as duplas acdes que envolvem as partes e o
todo na operacdo da multiplicacdo com mondémios (coeficientes numéricos =
multiplicacdo e parte literal (expoentes) = adicdo). Nao consegue organizar seu
pensamento pelas duplas acdes que exige a multiplicagdo algébrica, somente se

preocupando com o resultado dos expoentes.

Durante o JOGO 1, observo que o sujeito “Us” ndo compreende a
comutatividade dos mondmios; realiza a combinatéria do agrupamento
multiplicativo incorretamente, nao obtém éxito na conservacao da parte e do todo e

apresenta um inicio de esquema que permanece preso a idéia de expoente visivel.

JOGO 2: 08 pecas: Sdo oito pecas — representadas pelos mondmios: 1x°, 12x°, 6x?,
24x°, 4x, 2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta

poténcia).

O sujeito “Us” opera com o registro numérico grafico; formula o resultado
depois de longo tempo para “organizar” seu pensamento em relagdo as
propriedades que envolvem a multiplicagdo de mondmios. Ele justifica a demora:
demorei, mais agora consegui usar todas pecas. Combina as pecas na preocupacao

dos coeficientes numéricos, parecendo saber fazer, mas permanece a duvida quanto



a sua compreensdo dos processos que envolvem essas multiplicacbes entre os

mondmios.

De forma correta, o estudante utiliza a linguagem convencional da algebra, no
caso da nomenclatura dos expoentes: quinta poténcia (x°), quarta poténcia (x*) e ao
quadrado (x%). Entretanto, apresenta ddvida ao ler o expoente 1 quando esta
graficamente registrado: Como se diz? E, ndo se refere verbalmente ao expoente 1

— quando na forma invisivel.

O sujeito “Us”, ao ser questionado sobre sua compreensdo em relagdo ao
expoente 1, seja na forma visivel, seja na forma invisivel, durante a multiplicacdo
entre os mondmios (48x) e (1x°), afirma: Porque aqui (coloca o dedo indicador na
posicdo do expoente 1 invisivel em (48x)) € um, escrito ou ndo, € (1) [...] ndo tenho
problema. Afirma ndo ter duvidas para efetuar a multiplicacdo entre mondmios
quando um dos monémios na sua parte literal ndo € o nimero 1 — na sua forma

visivel (com registro grafico).

Quando ao sujeito “Us” é solicitada a criagdo de outras pecas mantendo o
resultado (48x°), permanece longo tempo sem nada registrar. Na procura de novas
combinac¢des, primeiro articula somente pelo pensamento 0s possiveis, mas
permanece sem éxito. Somente consegue criar as suas pecas comparando-as com
as pecas combinadas do JOGO 2 sobre a mesa. Solicita mais pecas em branco,
combina uma dupla e um trio de monémios. O sujeito “Us” registra e 1&€ o expoente 1

no mondmio (2x%) do trio (12x% . 2x3 . 2xY).

O sujeito “Us”, ao ser questionado sobre novas possibilidades de
combina¢gdes com duas pecas do JOGO 2 indicadas por um colega, argumenta:
Acho que ndo da para mudar nada. Em seguida me surpreende: Espera, pr6, acho
que vi uma coisa aqui. Troca o mondmio (2x') por (4x). Ficam, assim, as
combinagdes: de (24x°) . (2x*) para (24x°) . (4x) e de (12x°).(4x) para (12x°) .
(2x1). O estudante faz referéncia a igualdade dos monémios (2x) e (2x'), mas
preocupa-se apenas com uma das propriedades da multiplicagdo de monémios, que
se refere a adicdo dos expoentes (5 + 1), esquecendo-se de verificar a multiplicacédo
dos coeficientes para manter a validade numérica de 48. Ao ser questionado quanto
a sua troca, o sujeito “Us” afirma: Porque “x” é igual a “x*”, dai ndo muda as somas.
Continuam sendo 5 + 1. [...] Sim, continua sendo 6. O sujeito “Us” ndo se preocupa

em verificar a continuidade da validade da multiplicacdo entre os coeficientes



numéricos ao trocar os mondmios (2x*) e (4x) entre si, pois o produto entre 24 e 4 é
96 e o produto entre 12 e 2 € 24. Logo, nenhuma dessas duas combinacdes serve

para o resultado 48.

O sujeito “Us”, no JOGO 2, ndo manifesta compreensao de duplas acdes que
envolvem as partes e o todo na operacdo da multiplicagdo com mondmios
(coeficientes numéricos = multiplicacdo e parte literal quanto aos expoentes =

adicao).

Durante o JOGO 2 observo que o sujeito “Us” ndo sabe aplicar corretamente
as propriedades da multiplicacdo entre os monémios; realiza a combinatéria do
agrupamento multiplicativo incorretamente, ndo obtém éxito na conservacdo da
parte e do todo, sua preocupacdo esta unicamente em satisfazer a regra dos

expoentes.

JOGO 3 = 02 pecgas — uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e uma
ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm. A atividade solicitada € a determinacao

da area e do perimetro das duas fichas.

A) FICHA DE FORMA QUADRANGULAR

Observo que o sujeito “Us” ndo tem nocao de semelhanca de figuras, pois o
desenho da sua figura quadrangular ndo é equivalente a ficha de forma
quadrangular a ele apresentada no JOGO 3. Nao tem a preocupacao de registrar
uma figura com os lados mais semelhantes possiveis mesmo anteriormente
afirmando: é um quadrado, porque tem a forma de um quadrado [ ... ] porque tem os

lados iguais.

Quando o sujeito “Us” é questionado sobre uma possivel determinagao de
um valor numérico para o perimetro da ficha de forma quadrangular, ndo organiza
seu pensamento exclusivamente pela compreensdo de uma igualdade numérica:
oito e seis. Ao ser inquirido, continua justificando seus valores; ndo indica outra

possibilidade numérica para a medida dos comprimentos.

O sujeito “Us” apresenta duvidas na localizagao do perimetro ao ser solicitado
seu valor. Pela recordacdo de uma atividade pratica de medi¢cdo em sala de aula,
guestiono-o e ele afirma: Somaria as paredes. Logo apds o desenho da sua figura

quadrangular, registra diretamente no papel: 28. E na sequéncia justifica



verbalmente (6 + 6 = 12 e 8 + 8 = 16 = 12 + 16 = 28) seu processo para
determinacao do perimetro da ficha de forma quadrangular: seria 28 [...] peguei 0s
resultados dos lados do quadrado e somei doze com dezesseis (12 + 16) que deu
vinte e oito (28) o resultado. Observo que o sujeito “Us” ndo convenciona um
simbolo para o perimetro da figura quadrangular, escreve a palavra por extenso:
Perimetro, assim como registra na forma escrita e verbal sua compreenséao:
Perimetro = 28. Para determinar o “todo” 28, o estudante agrupa os seus resultados

parciais (12 + 16).

O adolescente ndo indica a unidade de medida “centimetro” para as suas
medidas de comprimento nem no resultado final; ndo nomeia os lados como largura
e comprimento; ndo convenciona simbolicamente o termo “perimetro”. Constato que
o sujeito “Us” nao apresenta nogao de espacgo, pois os valores dados, 6 e 8, estao

muito distantes da medida real de 20 cm.

O sujeito “Us”, ao ser solicitado a determinar a area da ficha de forma
quadrangular, comenta: a area é o chdo do quadrado. Também vou somar. Por
algum tempo parece pensar, registra no papel: Area=6+6=12 e 8+8 =16 = 28.
Permanece uma duvida e, apds muita resisténcia, decide-se por “modificar a conta”
no papel. Registra por escrito e verbalmente sua modificacdo: acho que preciso
somar lados diferentes para ndo ficar igual ao perimetro. Registra seu novo
pensamento: area = 6 + 8 = 14 e 6 + 8 = 14. = 28. Ao ser questionado sobre a

certeza de seu resultado, responde afirmativamente: sim.

O sujeito “Us” associa a palavra “area” com um exemplo pratico trabalhado
em momentos anteriores, mas na sequéncia de seu pensamento verbal e escrito
percebo a sua ndo compreensao da regra para determinar a area da ficha de forma
quadrangular. Por um breve momento chega a afirmar que area € diferente de
perimetro, mas ndo multiplica os valores 6 e 8; apenas o0s agrupa de maneira
diferente, mas continua adicionando-os para determinar o valor da area. Também
nao indica as unidades de medida, seja para os comprimentos, seja para a unidade

de area final.

O sujeito “Us” ndo obtém éxito para calcular a area ao efetuar novamente a
adicao entre diferentes valores numéricos para a largura e o comprimento de uma
ficha de forma quadrangular; ndo indica a unidade de medida para a area em

centimetros quadrados (cm?) nem convenciona algebricamente a area.



Logo, verifico que o sujeito “Us” aparentemente ndo possui esquemas
organizados suficientemente para interpretar o problema, diante dos desafios
sugeridos ndo é capaz de demonstrar condutas reguladas por modelos anteriores.
N&o apresenta acles de correspondéncia operatoria na linguagem e pensamento
aritmético e geométrico. Utiliza basicamente simbolos numéricos, seja na sua
explicacéo verbal, seja no registro escrito do seu pensamento, para a construcédo de
uma forma generalizada, seja para a determinacéo da area e do perimetro para uma

ficha de forma quadrangular qualquer.

B) FICHA DE FORMA RETANGULAR

Observo que o sujeito “Us” desenha uma figura de forma quadrangular. Num
segundo momento, elimina parte do comprimento e da largura do seu desenho.
Assim, com seu desenho numa forma mais equivalente possivel a ficha de forma
retangular, expressa: é um retangulo, ele é um pouco maior que o quadrado. Uns 8
de lado e uns 24 de cima. Registra e |é os valores numéricos para a largura e o
comprimento da ficha de forma retangular sem suas unidades de medida. Sua
nocédo de espaco e proporcionalidade ao registrar uma figura retangular com os
lados paralelos os mais semelhantes possiveis € prejudicada no momento das suas

indicagBes numéricas.

Quando o sujeito “Us” é solicitado a determinar um valor numérico para o
perimetro da ficha de forma retangular, num primeiro momento responde: o
perimetro dele é 64. Somente apds minha intervencao efetua o registro do seu
pensamento: 24 + 24 = 48 e 8 + 8 = 16 = 64. Para encontrar o todo (64), agrupa
duplamente as partes (24 + 24) e (8 + 8) e os resultados parciais (48 + 16). Nao
registra as unidades de medida para as larguras, os comprimentos e o perimetro;
continua com dificuldades quanto a no¢éo de espaco, pois os valores dados — 8 e 24
— estdo muito distantes das medidas reais de 20 cm x 40 cm; n&o convenciona

simbolicamente o termo “perimetro”.

O sujeito “Us” manifesta-se verbalmente para determinacéo da area da ficha
de forma retangular: a area do retangulo é vinte e quatro mais oito e vinte e quatro
mais oito. Registra no papel o célculo expresso na forma verbal: Area = (24 + 8) e

(24 + 8) = 64, acrescido do seu resultado final. O adolescente, para determinar a



area da ficha de forma retangular, segue o mesmo raciocinio usado para determinar
o perimetro. Logo, ndo demonstra ter no¢do de como operar para determinar a area
da ficha de forma retangular. N&o registra unidades de medida para os
comprimentos nem para o resultado da area: ndo convenciona simbolicamente o

termo “area”.

O sujeito “Us", ao ser questionado sobre “outras possibilidades verdadeiras”,
aceita, confirmando: Tem possibilidade. N&ao supde novas possibilidades suas
comparando-as com as sugeridas pelo colega; somente na forma verbal justifica seu
aceite: Pode por causa do comprimento [...] os lados séo diferentes entdo pode dar
valores diferentes [...] Somando ficam diferentes [...] por causa do comprimento
diferente acho que os dois estariam certos. Na sequéncia do seu pensamento,
solicito que esclareca esta existéncia de mais de um acerto para uma Unica area. O
estudante argumenta: N&o imagino como seria isso! [ ... ] ndo sei. Argumenta
procurando coordenar os valores “possiveis” indicados pelo colega, mas permanece
preso ao argumento do “comprimento”. Com seu argumento Unico preso na
expressao “diferentes comprimentos”, € possivel perceber sua pouca organizacéo
do pensamento formal, tanto na sua resolucdo quanto na possibilidade criada pelo
seu colega. Nao demonstra compreender os diferentes tipos de relagbes para uma
determinacdo generalizada do perimetro e a area para uma ficha de forma
retangular qualquer. Nao faz uma tentativa para supor um modo geral para o calculo
da area de qualquer figura de forma retangular; ndo consegue avancar do

pensamento aritmético para um pensamento numa légica simbdlica.

O sujeito “Us” nao parece ter um modelo, nem consegue antecipar algumas
das propriedades envolvidas na determinagédo convencional algébrica (ou formal) do

perimetro e da area da ficha de forma retangular.

JOGO 4: 30 pecas — representadas por monoémios utilizando as quatro operacoes
(adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo) - domind algébrico elaborado pela

pesquisadora.

O sujeito “Us” interrompe o0 jogo em quatro momentos durante a sua
montagem do domind algébrico, que a seguir passo a descrever, €, no quinto
momento, para e encerra 0 jogo ao colocar a 222 peca, afirmando: ndo tem outra

peca 6x°. Assim, termina 0 JOGO 4 sobrando oito pecas: 6x°:2x*! 3x* 2x'.3x*!



12x%, 3xt.ax! 3x, 7xP+2xt 1l 6x%, 11x—x19x, 20x°:10x°!110x}, 3x.x!2x
e 3x°:x' 3%

12 parada: (5x) — (3x), responde (2x%). O xis mantém? Pense. E 0 expoente? O que
diz a regra? Mesmo assim escolhe a peca errada. Vocé tem certeza desse
resultado, olhe bem as pecas anteriores (9x — x = 8x). Oculto com a mé&o o resultado
(2x%) e faco o sujeito “Us” ler em voz alta cinco xis menos trés xis. Entdo o resultado

€? Troca por (2x).

A primeira duvida surge na sétima peca manifestada verbalmente na
subtracdo do mondmio (5x) pelo mondmio (3x) o sujeito “Us” responde: (2x%). Na
operacdo da subtracdo entre monomios semelhantes uma parte da propriedade a
ser aplicada orienta que os coeficientes numéricos devem ser subtraidos, logo (5 —
3). Uma condicao da propriedade da subtracdo orienta que 0s expoentes da parte
literal devem ser mantidos, logo (x = x). Penso que para determinar o resultado de
(5x) - (3x), o sujeito “Us” deve ter seguido o seguinte pensamento: (5 -3 =2) e a
parte literal “x” deveria ter sido mantida. O resultado da subtracdo entre os dois
monémios é (2x). E a peca (2x°) escolhida pelo estudante “Us” como primeiro
resultado da subtracdo me parece ser um grande descuido, pois ele ja tinha
efetuado uma subtracéo na peca anterior. Na permanéncia da duvida mesmo com a
visualizacdo das pecas organizadas no lance anterior, somente apés a peca (2x2)
ser encoberta de sua visdo, com posterior leitura da subtracdo em questdo: cinco
Xis menos trés xis, o estudante faz a troca do resultado (2x?) pelo resultado (2x). A
escolha do resultado (2x%) teria algo a ver com a propriedade da adicdo dos

expoentes no caso da multiplicagéo entre dois mondémios?

22 parada: (8x*) — (7x%), responde (1). Certeza? Oculto com a m&o a resposta (1). E
o sujeito “Us” Ié em voz alta: oito xis na quarta poténcia menos sete xis na quarta

poténcia é um xis na quarta. Troca por (x*).

Na segunda ddvida manifestada verbalmente na subtragédo do monémio (8x*)
com o mondmio (7x*), na operacdo da subtracéo entre monémios semelhantes, uma
parte da propriedade a ser aplicada orienta que os coeficientes numéricos devem
ser subtraidos, logo (8 - 7). Quanto aos coeficientes numéricos, o sujeito “Us”
responde corretamente na sua primeira vez, respondendo “um”. A segunda
propriedade a ser aplicada orienta que os expoentes da parte literal devem ser

mantidos, logo (x* = x*). Logo, o resultado da subtracdo entre os dois mondmios em



questdo é (1x*). Neste resultado da subtracdo existe uma questdo particular no
monémio (1x?), pois, convencionalmente, n&o é registrado seu coeficiente numérico
1; a leitura do sujeito “Us” deve ser da igualdade (1x*) = (x*). Para escolher (1) como
resultado, o sujeito “Us” deve ter se preocupado apenas com a subtragdo dos
coeficientes numéricos (8 - 7 =1) ou sera que também diminui os expoentes da parte
literal? A questdo mais evidente € a sua dependéncia da leitura oral para efetivagédo

do seu pensamento.

32 parada: (9x) . (x), responde (9x). Como € mesmo a regra da multiplicacdo de
mondmios? “Us” enuncia a regra: multiplica os niumeros e soma o0s coeficientes.
Entdo? Aqui é 1 + 1 = 2. Troca por (9x?).

O terceiro questionamento esta relacionado com a multiplicacdo do monémio
(9x) pelo monémio (x): é (9x), na décima sétima peca do domind. O estudante faz
uma parada e, somente apds recordar oralmente das regras aplicadas na operacao
da multiplicacdo entre mon6mios em questdo, procura a peca com o resultado
correto. Formalizando seu pensamento: aqui € um mais um que da dois, completa
seu pensamento com as duas etapas da multiplicacdo entre os monémios: (9.1 =9)
e (x . x = x'*' = x%). Nesta multiplicacdo existem duas questdes muito particulares
envolvendo o numero (1): 1®) questdo particular do coeficiente numérico 1 no
mondmio (X), pois, convencionalmente, ndo € registrado seu coeficiente numérico 1.
O sujeito “Us” deve recordar a igualdade entre (x) e (1x), isto é (x = 1x); 2%) questao
particular do expoente 1 — na forma invisivel no monémio (x), pois o0 numero 1,
quando ocupa a posicao de expoente num monémio, convencionalmente também
ndo é registrado graficamente. Logo, a leitura deve ser (x) = (x*), mas a operacéo da

multiplicacdo requer a adicdo dos expoentes (x . x = x'** = x?).

43 parada: (4x°) + (2x%), responde (6x°). Certeza? Confira com outra adicdo de

monémios. E s soma os nimeros, o x° fica igual. Troca por (6x°).

Na quarta ddvida manifesta verbalmente na adicdo do monémio (4x*) com o
mondmio (2x°), o sujeito “Us”, pelo seu resultado considerado para o coeficiente
numérico, tem presente no seu pensamento que na operacdo da adicdo entre
mondmios semelhantes uma parte da propriedade a ser aplicada orienta que 0s
coeficientes numeéricos devem ser adicionados; logo, quatro mais dois € seis (4 + 2 =
6). A dificuldade ocorre com a aplicagéo da outra parte propriedade, que orienta que

os expoentes da parte literal devem ser mantidos; logo (x* = x*). Logo, o resultado de



(4x%) + (2x°) deve seguir o seguinte pensamento: (4 + 2 = 6) e a parte literal “x*
deve ser mantida. O resultado da adi¢&o entre os dois mondmios é (6x°). Conjecturo
que a peca (6x°) escolhida pelo sujeito “Us” como primeiro resultado da adicdo me
parece ser um reflexo resultante de uma adicdo direta entre 0s coeficientes
numéricos e também uma adicdo entre 0s expoentes. Portanto, ndo ocorre
diferenciacéo de propriedades pelas localiza¢cdes numeéricas, ora como coeficientes
numericos, ora como expoentes. Somente apdés uma manifestacdo de observacéo
aferindo as suas escolhas anteriores, o sujeito “Us” faz a troca da peca (6x°) pela

peca do dominé com o resultado (6x°).

52 parada: o sujeito “Us” encerra o0 JOGO 4 ao colocar a 222 pega afirmando: N&o
tem outra peca 6x°. Sem tentativas de reorganizar as pecas, ndo consegue utilizar

todas as 30 pecas.

Para as consideragdes parciais do GRUPO 3, retomo alguns passos

seguidos pelos estudantes adolescentes “Vi”, “Fa” e “Us” nas trés entrevistas.

Durante o JOGO 1, observo que os trés estudantes escolhidos para as
entrevistas, da T71 “Vi’, da T72 “Fa” e da T73 “Us”, combinam as pecas com um
olhar unidimensional nos expoentes; obtém éxito com 0s expoentes visiveis,
entretanto permanecem em uma duvida constante quanto ao valor 1 (um) — na sua
forma invisivel; ndo conseguem organizar seu pensamento pelas duplas acdes que
exige a multiplicacdo algébrica, somente se preocupando com o resultado dos
expoentes. Quando apresento a sugestdo de novas combinacfes, eles nao
consideram a possibilidade, logo também ndo percebem a comutatividade das pecas

do jogo.

Os estudantes do GRUPO 3, durante o0 JOGO 2, em geral, necessitam de um
tempo maior para articular a combinacao das pecas em funcdo do produto (48); no
momento das suas criagcbes pode-se perceber um esquema restrito relativo ao
expoente e coeficiente numérico visiveis; ndo consideram no mondmio (2x) o
expoente 1 — na sua forma invisivel, errando a sua combinacdo por considerar 0
(zero) o expoente do mondmio (2x), desconsiderando a semelhanca (2x) = (2x%);
sobre a determinacdo de diferentes combinacdes por uma colega, argumentam

somente através dos coeficientes numéricos.



No JOGO 3, verifico que “Vi", “Fa” e “Us” apresentam resisténcia para
registrar seu raciocinio de resolucdo seja para o0 perimetro, seja para a area na
forma numérica da ficha de forma quadrangular e retangular; ndo apresentam
semelhanca entre o registro grafico das figuras e as medidas reais das fichas;
utilizam basicamente operacdes aditivas tanto para a determinacdo do perimetro
como da area, seja da ficha de forma quadrangular, seja da retangular. N&o
conseguem determinar os perimetros e as areas de forma generalizada, quando o
fazem registram graficamente por extenso as palavras “area” e “perimetro”; no geral,
nao convencionam um ou mais fatores literais para o valor possivel para a largura e
0 comprimento, assim como néo registram as unidades de medida de comprimento
(cm) e area (cm?) durante o célculo e, posteriormente, no resultado final. N&o
consideram convencdes pré-existentes na geometria e na algebra; tem dificuldades
em reorganizar seus esquemas de pensamento em funcdo da coordenacdo das
duplas variaveis envolvidas, desconsideram os expoentes 1 — na forma invisivel nos
calculos. Parece ocorrer indicios de organizacdes parciais aditivas de

generalizagcdo, mas ainda definicdo de um modelo inicial.

No JOGO 4, entre as agdes com éxito somente o sujeito “Vi’ apds nove
interrupgcdes completou o circuito com todas as pecas do “dominé algébrico”, o
sujeito “Fa” ndo quis jogar e o sujeito “Us” com quatro interrupgcdes encerrou o
circuito “sobrando” oito pecas. As duvidas manifestas estdo relacionadas ao
expoente 1 - na forma visivel e invisivel seja na adicdo/subtracdo, seja na
multiplicagdo ou divisdo entre os mondmios. Assim como na dificuldade em
coordenar a operacdo com suas propriedades especificas para determinar o
resultado com o registro grafico apresentado nas pecas. Aparentemente 0s sujeitos
nao apresentam esquemas suficientemente organizados para na sequéncia das

jogadas retomar as propriedades envolvidas em cada situacao.

5 TRIANGULACAO



Neste capitulo, apresento trés estudos de caso, realizando a triangulacdo dos
dados gerados pela observacdo em sala de aula, pela avaliacdo escrita e pelas
entrevistas. Os estudos de caso permitem aprofundar a compreensao de caminhos
individuais dos alunos adolescentes nas atividades de multiplicacdo de mondémios
propostas. Estes sujeitos foram escolhidos para exemplificar cada um dos trés

grupos entrevistados, cuja organizagao levou em conta o éxito nas tarefas.

5.1 CASO “Se” - GRUPO 1 (EXITO PLENO)

Na coleta de dados por meio do procedimento das observacdes em sala de
aula o estudante “Se” expde a sua compreensao da ordem dada para a resolucao
das situacGes de aprendizagem individualmente; € exigente nos procedimentos
numeéricos e algébricos que envolvem a compreensdo da formula para a sua
posterior aplicacdo na tentativa de solucdo da situacao-problema. A mobilidade que
esse estudante adolescente tem de transitar em noc¢des e operacdes numéricas com
nocbes e operacdes algébricas reflete-se diretamente na sua compreensdo e
resolucao das situacdes de aprendizagem propostas por esta pesquisa. A resolucéo
das situacbes algébricas ndo se tornou um obstaculo no momento em que os

sistemas simbdlicos foram utilizados pelo estudante adolescente “Se”.

Na sequéncia da discussdo em grupo, o sujeito “Se” soube mostrar o quanto
€ complexa essa situacdo e como se faz importante distinguir qual dimensao esta
sendo tratada na resolucdo do problema. Sem registro grafico no papel, somente de
forma verbal, o estudante construiu 0os passos para a determinacdo do perimetro
diretamente com supostos valores algébricos. O que temos presente é a capacidade
para raciocinar em termos de hipdteses expressas verbalmente, ndo mais

necessitando da manipulacao dos objetos.

Nas situacdes-problemas de valores ausentes, 0 raciocinio requer uma
capacidade de operar em nivel abstrato, exigindo um dominio de varios conceitos de
geometria e &lgebra. O estudante teve a capacidade de criar combinacdes
algébricas e explicar sua argumentacdo de um modo geral para o perimetro da
figura de forma retangular com a determinacdo anterior para o perimetro de uma
figura de forma quadrangular qualquer. Na busca de uma solucéo possivel, o0 sujeito

“Se” questiona, verifica hipoteses de implicagdo e de exclusdo nas suas tentativas,



isto é, nos seus “possiveis”, pensa hipoteticamente e deduz das hipéteses modelos

mais elaborados.

Piaget (1976, p.87) sustenta que, “com a aparigdo do nivel formal, as duas
novidades sdo o meétodo sisteméatico no emprego das combinacdes n a n, e a
compreensao do fato”. Combinagdes como parte e parte, isto €, lados menores entre
si (X + xX) e lados maiores entre si (y + y), e a utilizacdo dessas combinagfes para
que o perimetro de qualquer figura de forma retangular derive da adicdo dos
produtos, como tal: 2x + 2y, foram o foco do estudante. O que interessa 0 sujeito
“Se” “nao é, portanto, um acerto por meio de uma combinagdo especifica, mas a
compreensao do papel desempenhado por ela no conjunto das combinacdes
possiveis.” (1976, p.88)

Pela observacdo realizada durante as aulas, verifico na aplicacdo dos
instrumentos que o estudante adolescente “Se” teve éxito na resolucdo das
situacbes problemas. Demonstra aparente compreensdo de um conjunto de
combinac¢des possiveis existentes para a solucado dos problemas apresentados, por
meio de operacdes combinadas numa relacdo parte/todo. Possui uma grande

mobilidade algébrica e suas condutas sugerem um raciocinio formal.

Na interpretacdo dos resultados registrados no instrumento de avaliagéo
escrita com uso de notacdo simbdlica (AECNS) verifico que o estudante “Se” do
GRUPO 1 evidencia a existéncia de um saber com avancos em direcdo a
“conservacao do todo” sobre uma composicdo de partes. Piaget, afirma que o
préprio das operagdes “[...] € precisamente assegurar a livre mobilidade das partes
no seio de um todo que se conserva necessariamente como reuniao (real ou virtual)

de seus elementos.” (Battro, 1978, p.63)

Ao verificar os resultados escritos pelo estudante “Se”, constato que nos
mondmios indicados reconhece seu coeficiente numérico, diferencia a parte literal,
identifica a semelhangca de mondmios e entre os dois mondmios indicados na
AECNS, efetua corretamente as operagbes de adigdo, subtracdo, multiplicacao,
divisdo e potenciacdo. Logo, tem éxito em quase todas as atividades propostas na

avaliacdo escrita com uso de notacgdo simbdlica.

Analisando especificamente a questdo 4 da AECNS sobre multiplicacéo entre

mondmios, o estudante “Se” (componente do GRUPO1) considera de forma correta



a reunido das partes que compdem o ‘todo’ de uma multiplicacdo entre dois
mondmios. Do ponto de vista matematico, verifico seu éxito nos seguintes aspectos:
uso correto da regra dos sinais envolvendo o conjunto dos numeros inteiros;
multiplicacédo correta entre os fatores numéricos, assim P = A A B; aplicagao correta
das propriedades convencionais da multiplicacdo entre a parte literal e a adigdo dos
expoentes visiveis, assim Q = L A EY; e quanto aos expoentes invisiveis ndo tem o
mesmo &xito, logo Q~ =L A E". A mobilidade do pensamento nesse instrumento de
coleta de dados é muito importante. Continuo a perceber como o sujeito “Se”
mantém as relacbes e coordenacdes entre as propriedades envolvidas no calculo da
area de figuras de formas quadrangulares/retangulares, agora presentes na
multiplicacdo entre mondémios. Parece conseguir organizar seu pensamento de
forma biunivoca, através de multiplas coordenacdes sendo elas aritméticas e

algébricas.

Passando para a interpretacdo dos resultados registrados no instrumento da
Entrevista, que foi composta por quatro JOGOS. Aqui optei por organizar

separadamente suas acoes e relacdes por JOGO com o mote de minha pesquisa.

Durante o JOGO 1, o estudante “Se” opera e faz a leitura correta na
linguagem convencional algébrica 0s mondmios; demonstra ter compreensdo das
nocdes aritméticas e das operacdes geométricas e algébricas necesséarias a
compreensao algébrica. Apresenta conservacao do simbolo na argumentacédo; tem
como preocupacdo principal os expoentes; observa e opera na forma da parte
(expoente) para o todo (produto final). Considera o expoente 1 — como um expoente
unidimensional, isto é, apenas na sua forma invisivel durante as operacdes. Durante
a execugao do JOGO 1, observo que o sujeito “Se” tem maior facilidade de operacéo

guando o expoente 1 se encontra na forma invisivel.

Quando o estudante € questionado sobre possibilidades de mudancas na
combinacgao das pecas, retoma as propriedades do elemento neutro da multiplicagéo
= 1 (um) na condi¢cdo de coeficiente numérico e do expoente zero, na aplicagdo do
elemento neutro da adicdo. Demonstra que compreende e sabe aplicar as duas
propriedades (multiplicacdo e potenciacdo) explanadas verbalmente através da
composicdo de novas pecas para o JOGO 1; reconhece e confirma a igualdade

entre os monémios (2x) e (2x%).



Observo que o sujeito “Se” compreende a comutatividade dos mondmios;
tem conservacdo da parte e do todo e apresenta coeréncia légica nos

agrupamentos enquanto desenvolve o JOGO 1.

Durante 0 JOGO 2, o sujeito “Se” opera mentalmente sem o registro numerico
grafico, formula o resultado (48x°) através do pensamento hipotético-dedutivo;
expressa precisao absoluta tanto no registro de suas afirmagdes como nas

combinacdes das pecas.

O sujeito “Se” sabe o que pretende e aplica a propriedade distributiva
corretamente na decomposicdo dos expoentes, sempre com o foco no resultado
final, assim como reflete com rigor e atencdo na decomposi¢cdo numérica em partes
de valores numeéricos menores. Consegue montar suas combinacdes sugerindo
verbalmente quatro monémios, nestes reorganizando os coeficientes numéricos e a

parte literal com uma atencéo especial aos expoentes.

Quando o sujeito “Se” é questionado sobre novas possibilidades de
combina¢des com as oito pecas do JOGO 2 indicadas por uma colega, argumenta
com dominio demonstrando saber operar tanto com o coeficiente numérico quanto

com o expoente 1 na forma invisivel.

Observo que no JOGO 3 — com a ficha de forma quadrangular — o sujeito “Se”
tem nocédo de semelhanca de figuras, pois ocorre equivaléncia entre seu desenho
e a ficha apresentada; organiza seu pensamento exclusivamente pela compreenséao
algébrica simbdlica; ao ser inquirido, justifica sua escolha algébrica como
possibilidade de solucéo para determinagédo do perimetro e da area. Constato que o
sujeito “Se” sabe generalizar a determinacao do perimetro e da area da ficha de
forma quadrangular, pois faz de forma verbal a sequUéncia de seus procedimentos

registrados no papel.

O sujeito “Se” opera com e sem o registro numérico 1 do coeficiente numeérico
nos seus mondmios indicados como valores para as medidas dos lados de sua
figura quadrangular, assim como demonstra saber operar com o0 expoente 1 — na

sua forma invisivel, tanto no célculo do perimetro como na area.

O estudante tem presente em suas a¢gdes uma correspondéncia operatéria na
linguagem e no pensamento formal. Apresenta regulagfes ativas utilizando

basicamente simbolos algébricos, seja na sua explicagdo verbal, seja no registro



escrito do seu pensamento, para a construcdo de uma forma geral para a
determinacdo da area e do perimetro de uma ficha de forma quadrangular
qualquer. Parece ser capaz de pensar através de proposicdes e poder lidar com
uma realidade possivel apenas imaginada, a partir do pensamento hipotético-

dedutivo, apresentando nas suas agdes a generalizacao? de relagdes.

Entretanto, mesmo com esse pensamento formal, o sujeito “Se” nao
argumenta verbalmente nem registra de forma escrita as unidades de medida que
estdo diretamente envolvidas no produto final tanto do perimetro (cm = centimetros)

como na area (cm? = centimetros quadrados) da ficha de forma quadrangular.

O sujeito “Se”, no JOGO 3 — com a ficha de forma retangular - tem a
preocupacao de registrar uma figura com os lados paralelos os mais semelhantes
possiveis. Observo que ele revela nocdo de espaco e proporcionalidade, pois

relaciona valor sugerido com o seu dobro.

Quando o sujeito “Se” € questionado sobre uma possivel determinagéo de
um valor numérico para o perimetro da ficha de forma retangular, argumenta
diretamente pela linguagem verbal, associando os valores numéricos com valores
algébricos equivalentes. Parece compreender o significado da variavel Unica
compondo dois diferentes mondmios no seu retangulo. A partir desse registro verbal,
que passa para o papel, o sujeito “Se” organiza seu pensamento exclusivamente
pela compreensdo algébrica simbdlica. Registra, reflete e refaz por trés vezes seu
argumento para outro registro, considerado por ele correto na sua compreensao

algébrica do perimetro da ficha de forma retangular.

O sujeito “Se” parece ter um modelo, mas ndo consegue antecipar todas as
propriedades envolvidas na determinacdo convencional algébrica (ou formal) do
perimetro da ficha de forma retangular. O estudante vai refletindo a medida que
registra graficamente suas possibilidades de solucdo para o problema de
aprendizagem apresentado no JOGO 3 com a ficha de forma retangular.

Observo que o sujeito “Se” também sabe generalizar a determinacédo da area
da ficha de forma retangular. Logo, verifico que na sua forma retangular o sujeito
“Se” opera sem o registro grafico do numero 1 como coeficiente numérico nos seus

mondmios indicados como variaveis para as medidas dos lados da sua figura, assim



como demonstra saber operar com o expoente 1 — na sua forma invisivel, tanto

no calculo do perimetro como na area.

Quando questiono o sujeito “Se” sobre novas possibilidades de medidas para
a base e o comprimento da ficha de forma retangular sugeridas por uma colega, o
estudante argumenta verbalmente, e na sequéncia, sabe transferir graficamente
para o papel o seu argumento. Em virtude de seus argumentos, é possivel perceber
sua organizacao através do pensamento formal tanto na sua resolucdo quanto na

possibilidade criada por sua colega.

O sujeito “Se” tem uma conex&o logica, onde uma inferéncia leva a outra,
assim mantendo nas suas a¢des uma correspondéncia operatoéria na linguagem e no
pensamento formal. Demonstra compreender os diferentes tipos de relacfes para
uma determinacao geral tanto da area como do perimetro para uma ficha de forma
retangular qualquer. Apresenta regulagfes ativas, num movimento de relagbes
entre conhecimentos ja estruturados e novas possibilidades a serem construidas. O
estudante utiliza basicamente simbolos algébricos, seja na sua explicacao verbal,
seja no registro escrito do seu pensamento, para a construcdo de uma forma geral
para a determinacdo da area e do perimetro de uma figura de forma retangular

qualquer.

O sujeito “Se” também nao argumenta verbalmente nem registra de forma
escrita as unidades de medida que estdo diretamente envolvidas no produto final
tanto do perimetro (cm = centimetros) como na area (cm? = centimetros quadrados)

da ficha de forma retangular.

No JOGO 4 — dominé algébrico - o sujeito “Se” recebe as trinta pegas e é
orientado a combina-las observando a operacao e o resultado correspondente. O
estudante faz todos os calculos “de cabecga” e somente interrompe a montagem do
dominé algébrico em dois momentos: na divisdo = (9x) : (X) e na subtracdo: (11x) —
(x). Os dois questionamentos estdo diretamente relacionados com o expoente 1 — na
sua forma invisivel assim como com o coeficiente numérico 1 — também na sua

forma invisivel, em que o registro convencional algébrico do monémio € (x).

Em sua primeira divida manifestada verbalmente na divisdo do mondmio, &
preciso recordar que a operacado da divisdo entre mondémios se subdivide em duas

propriedades: 1) divisdo dos coeficientes numéricos; 2) subtracdo dos expoentes da



parte literal semelhante. Assim, (x'™* = x°) e para obter éxito deve seguir as regras e

concluir que x° é igual a 1.

Na segunda duvida, o estudante precisa relacionar que na operacado da
subtracdo entre mondmios semelhantes uma parte da propriedade a ser aplicada
orienta que os coeficientes numéricos devem ser subtraidos, ao passo que outra
parte da propriedade a ser aplicada orienta que os expoentes da parte literal devem

ser mantidos. Logo, deve ter presente as igualdades (x) = (x%).

Em sintese, pelos dados anteriormente apresentados, posso concluir que o
sujeito “Se” parece operar com noc¢les e operacdes algébricas, o que se reflete
diretamente na sua compreensdo e resolucdo das situacOes de aprendizagem
propostas por esta pesquisa. Usa adequadamente o0s sistemas notacionais
numeéricos e algébricos; considera de forma correta a reunido das partes que
compdem o ‘todo’ (sinal, fator numérico, fator literal e expoente) de uma
multiplicacdo entre dois mondmios. Privilegia o registro e a interpretacdo do
expoente 1 na sua forma invisivel durante as operacdes. Entretanto, confunde-se
com o registro grafico do expoente 1, para, reflete e supera o desafio apresentado
durante o0 JOGO 4 da entrevista. Essas respostas implicam regulag¢des ativas, num
movimento de relacdes entre conhecimentos ja estruturados e novas possibilidades

que vao sendo construidas de forma conceitualizada.

5.2 CASO “An” - GRUPO 2 (EXITO PARCIAL)

Na coleta de dados por meio do procedimento das observacdes em sala de
aula o estudante “An” participa, inicialmente, como ouvinte e observador das acoes
de seus colegas de grupo. Em um segundo momento, para operar, revela a
necessidade de recursos materiais e associagcdo com uma situacao real vivenciada
anteriormente para abordar a situacdo. De acordo com Piaget (1971), chega-se a
um valor relativo “por meio de uma operagao de correspondéncia”. (p.104) Por esta
caracteristica do ponto de vista da teoria piagetiana, o sujeito “An" esta
representando o perimetro somente pelo meio de um unico “significante”. Observo
que as acgbes continuam baseadas num principio de conservacdo por relacdes
diretas do sujeito “An” com algum objeto material. No sujeito “An" também ocorre a

desestabilizacdo de uma verdade aceita como finita: cada problema tem uma, e



somente uma, solucdo verdadeira. No momento em que a esse adolescente é
apresentada uma atividade com multiplas possibilidades como solucéo, ele encontra
dificuldade na “novidade” do conteudo e na regulagao de esquemas especificos,
aparentemente ja construidos em situacdes de aprendizagem anteriores para lidar

com a situacdo ao organizar seu fazer.

Podem-se observar indicios de regulacfes ativas em que acdes e
conceituacdes aparecem isoladas ou concomitantemente. Apresenta sucessivas
organizacbes de pensamento, utiliza como primeira via de solucdo a
correspondéncia de elementos (largura e comprimento) e como segunda via a
argumentacdo verbal de duas possibilidades para a solugdo dos perimetros das
fichas de formas quadrangulares e retangulares; necessita do registro grafico dos

calculos; com seus valores possiveis efetua a adicdo de totalidades parciais.

Em relacdo as condutas observadas pelo estudante “An", o progresso
aparente estd nas manifestacdes de compreensao na situacao-problema 4A pelo
campo perceptivo e verbal. Serd que nas tentativas, entre acertos e contradicdes,
as experiéncias realizadas foram representadas e integradas na coordenacdo das
acOes? E, a partir das relacdes conhecidas, o sujeito estaria pensando possiveis? O
sujeito “An” questiona, nega, retoma os registros e parece refletir sobre os valores
possiveis sugeridos pelo colega; confirma os valores, sem qualquer utilizacdo de
material concreto e sem qualquer manifesto para nova correcdo ou outra

possibilidade por comparacdo com algum meio material.

Penso que o sujeito “An” esta na etapa de transicdo entre o operatério
concreto e o formal, pois foi 0 componente do grupo que com a mesma intensidade
na forma verbal expressou duas possibilidades de solugcdo das situacdes de
aprendizagem propostas na sala de aula e as efetuou “mentalmente” num pequeno
espaco de tempo com, sobre e sem 0s objetos materiais. Enfim, opera com valores
ausentes e obtém progresso com a construcdo de modelos algébricos, mesmo que
ainda incorretos. O emprego sistematico de combinacfes € uma caracteristica
manifesta do inicio de uma estrutura l6gica? Piaget e Inhelder (1976), em seus
estudos, mostram-nos uma estreita ligacdo do desenvolvimento dos raciocinios
experimentais com a constituicdo da légica das proposi¢des, visto que aparece “um
certo niumero de operacfes e de nogcbes novas, cuja compreensdo ultrapassa as

capacidades do nivel concreto.” (p.79)



O estudante “An" emprega diferentes combinagdes para a determinagao
possivel do perimetro da figura de forma retangular. O pensamento formal permite
pensar possiveis a partir das relagbes conhecidas. Assim, a grande novidade
identificada nos esquemas operatorios da légica formal do sujeito “An” parece ser a
inversdo de sentido entre o possivel e o real, este adolescente comecgou a
raciocinar segundo os possiveis e, assim conseguiu desenvolver hipoteses. Esta
caracteristica implica agir de forma mais elaborada e conseguir compreender com
maior rapidez as relacdes entre 0s elementos em jogo na organizacdo proposta
como desafio. Entretanto, “An” continua determinando o resultado dos problemas
propostas pela adicdo das totalidades numéricas parciais e ndo apresenta uma

organizacao de pensamento mais elaborada.

Em “An” observo a ampliagdo dos recursos/instrumentos por ele utilizados
para alcancar o éxito na resolucdo da situacao-problema 4A - demonstra maior
compreensdao de um conjunto de combinacdes possiveis para a solucao do
problema apresentado. Penso que sejam as primeiras tentativas do pensamento do
estagio operatorio-formal, pois ele parece se orientar para uma nova forma de

equilibrio.

Na interpretacdo dos resultados registrados no instrumento de avaliagao
escrita com uso de notacdo simbdlica (AECNS) verifico que o estudante “An” do
GRUPO 2 néo evidencia a existéncia de um saber com avancos em direcdo a uma

composicao de partes.

Ao verificar os resultados escritos pelo estudante “An”, constato que nos
mondmios indicados reconhece os coeficientes numéricos, diferencia a parte literal,
mas nao identifica a semelhanca de mondmios. Entre os dois monémios indicados
na AECNS, efetua corretamente as operacdes da adicdo e da potenciacdo; nao
obtém éxito nas operacfes com a subtracdo, a multiplicacdo e a divisdo. Logo, tem
pouco éxito nas atividades propostas na avaliacdo escrita com uso de notacao

simbodlica.

Analisando especificamente a questdo 4 da AECNS, referente a multiplicacdo
entre monémios, o estudante “An” considera de forma incorreta a reuniao das partes
que compdem o ‘todo’ de uma multiplicagéo entre dois monémios. O sujeito “An" ndo
chega a associar os fatores literais em uma relacdo binaria no plano das

propriedades predeterminadas. A dificuldade referente a multiplicacdo entre termos



algébricos semelhantes com expoentes 1 — na forma invisivel como b.b?, x.x* e y2.y

— esta registrada na AECNS.

Do ponto de vista matematico, verifico seu éxito no uso correto da regra dos
sinais da multiplicacdo envolvendo o conjunto dos numeros inteiros e a efetuacao
correta da multiplicacdo entre os fatores numéricos, assim P = A A B. Porém, o
sujeito “An” ndo obtém éxito em funcédo do erro na aplicagdo da propriedade que
orienta 0s expoentes visiveis, uma vez que, ao invés de adiciona-los, multiplica-os,
logo Q= L A EV; e quanto aos expoentes invisiveis também n&do apresenta éxito,
pois opta pelo registro do maior expoente visivel entre 0s monémios, logo Q™ =
LAE"

Verifico que o sujeito “An” nesse instrumento de coleta de dados registra
apenas dois acertos em nove produtos respondidos, ndo apresentando éxito na
operacdo com regras convencionadas através do pensamento num plano abstrato.
O estudante demonstra ndo se recordar das propriedades de segunda ordem,
principalmente da potenciagdo, estabelecendo diferentes relagdes num fazer sem
compreensao das coordenacdes usadas. Ndo consegue manter as relacbes e
coordenacdes entre as propriedades envolvidas no calculo da area de figuras de
formas quadrangulares/retangulares, agora presentes na multiplicagcdo entre
mondmios. Nao parece conseguir organizar seu pensamento de forma biunivoca,

através de multiplas coordenacdes sendo elas aritméticas e algébricas.

Passando para a interpretacdo dos resultados registrados no instrumento da
Entrevista, que foi composta por quatro JOGOS. Aqui optei por organizar
separadamente suas acbOes e relagcdes por JOGO com a questdo de minha

pesquisa.

Durante o JOGO 1, o estudante “An” aplica corretamente a regra da
multiplicacdo entre mondmios; obtém éxito com os expoentes visiveis e invisiveis e
€ com perfeicdo o simbolo operatério entre as pecas. Contudo, faz a leitura

incorreta da nomenclatura dos expoentes.

O estudante efetua a adicdo dos expoentes iniciando pelos expoentes
“visiveis”, isto €, aqueles que estdo graficamente registrados, e somente no final
adiciona o expoente um (1), que esta na forma invisivel no mondmio (2x). Apresenta

na argumentagcdo a conservacdo do simbolo, tendo preocupagdo com O0S



coeficientes numéricos e com 0s expoentes; observa e opera na forma das partes

para o todo (produto final).

Quando o sujeito “An” é questionado sobre possibilidades de mudangas na
combinacdo das pecas, retoma as caracteristicas e confirma a igualdade entre os
monémios (2x) e (2x'), assim como estabelece a coordenacéo verbal na explicacéo
dada entre o expoente 1 na forma visivel com a forma invisivel entre os mondémios
anteriormente referidos. Nao tenta a comutatividade, seja entre os coeficientes

NUMEricos, seja entre 0s expoentes na sua primeira combinacao das pecas.

O sujeito “An”, quando solicitado a criar suas pecas mantendo o produto 12x2,
tem a preocupacdo de combinar monémios com coeficientes numéricos e expoentes
diferentes das pecas ocupadas no JOGO 1. Registra o coeficiente numérico 1 no
monémio (1x°) e deixa o expoente 1 — na forma invisivel no mondmio (4x). No
momento da leitura das pecas criadas, 16 o nimero 1 como coeficiente numérico,
mas nédo faz referéncia a ele quando da leitura do expoente 1 — na forma invisivel.
Na sequéncia da entrevista quando questionado sobre a determinacéo de diferentes
combinagdes por uma colega, o sujeito “An” sabe argumentar e, ao ser instigado

sobre novas possibilidades, justifica suas opgoes.

Durante o JOGO 1, observo que “An” progride nas suas agdes e efetua a
comutatividade dos mondmios; realiza a combinatéria do agrupamento
multiplicativo corretamente, tem éxito na conservacdo da parte e do todo e

apresenta coeréncia légica no seu pensamento.

No JOGO 2, o sujeito “An”, opera com a necessidade do registro numérico
grafico, formula o resultado apés um longo tempo para coordenar as relacdes
envolvidas. Ao ser questionado sobre a demora, justifica-a em razdo de o resultado
48 estar fora do alcance da contagem “rapida” com os dedos, ou da “decoreba” da

multiplicacéo até dez.

O estudante, ao ser solicitado a criar seus mondmios para o resultado 48x°,
necessita de um tempo maior na tentativa de articular coeficientes numéricos
“diferentes” das pecas ocupadas do JOGO 2. O sujeito “An”, na procura de novas
combinacgdes, surpreende-me utilizando em suas combinagdes o expoente 1 — na
forma visivel no monémio (16x%) e o expoente 1 — na forma invisivel no mondmio

(2x). Com o foco no resultado final, monta suas combinag¢bes sugerindo trés



mondmios, nestes reorganizando as partes que compdéem o mondmio, com uma

atencao especial a decomposicéo dos valores numéricos.

Quando o sujeito “An” é questionado sobre novas possibilidades de
combina¢gdes com as suas trés pecas do JOGO 2 indicadas por um colega,
argumenta compreender a igualdade (x = x') e saber operar com as duas
convencdes. Volto a questiona-lo sobre a escolha da criagdo de mondémios com
expoente com o 1 na forma visivel e invisivel. O sujeito “An” justifica suas op¢des por
observar que alguns dos seus colegas apresentam dificuldades de solucdo na

operacéo da multiplicagdo entre mondémios.

Durante o JOGO 3 observo que o sujeito “An”, — ficha de forma quadrangular,
— tem nocdo de semelhanca de figuras; quanto ao perimetro, organiza seu
pensamento exclusivamente pela compreensdo numérica, relacionando altura e
comprimento. Ao ser inquirido sobre sua indicacdo numérica, reconsidera o seu

primeiro valor, agora alcangando o valor real da medida.

O sujeito “An” apresenta duvidas na localizagao do perimetro ao ser solicitado
seu valor; apds o manuseio da ficha de forma quadrangular e na sua argumentacao,
indica sua localizacdo. Observo que o sujeito “An” chega a convencionar a
expressdo perimetro do quadrado por “P”; as contra-sugestbes ndo séo
consideradas, nem reflete sobre a nova possibilidade sugerida pelo colega, persiste
no seu valor, a informacgédo ndo produz nenhum conflito cognitivo. Nao tem éxito no

valor final para o perimetro da ficha de forma quadrangular.

O estudante “An”, ao ser solicitado a determinar a area da ficha de forma
guadrangular, convenciona-a por meio do registro simbolico geométrico: A. Primeiro
guestiona a operacdo a ser utilizada, permanece na davida e, apés muita
resisténcia, registra por escrito e verbalmente o resultado. O sujeito “An” obtém éxito
ao efetuar a multiplicacdo entre a largura e o comprimento para determinar a area;

na escrita e leitura utiliza unidade de medida em centimetros quadrados (cm?).

Ao ser informado sobre a existéncia de outras possibilidades de valores
numeéricos para a area, o sujeito “An” permanece em duvida, assim como quando
questionado sobre a validade de duas ou mais solucgdes, pois demonstra nao
compreender as possibilidades que as variaveis numeéricas e algébricas trazem para

o calculo da éarea da ficha de forma quadrangular. Utiliza basicamente simbolos



numéricos, seja nha sua explicacdo verbal, seja no registro escrito do seu
pensamento, para a construcdo de uma forma generalizada para a determinacao da

area e do perimetro para uma figura quadrada qualquer.

Observo que o sujeito “An”, no JOGO 3 - ficha de forma retangular —, parece
ter nocdo de espaco e proporcionalidade ao registrar uma figura com os lados
paralelos os mais semelhantes possiveis a ficha; registra e |é os valores numéricos
para a largura e o comprimento com suas unidades de medida em centimetros;
determina um valor numeérico para o perimetro do retangulo, argumenta diretamente
na linguagem verbal, associando os valores numeéricos; obtém éxito ao efetuar o
registro das adi¢cbes parciais das larguras com os comprimentos utilizando os

valores numéricos associados com a sua unidade de medida.

Observo um avango nas agoes e interagcées do sujeito “An" em relacédo as
organizagfes para o perimetro da ficha de forma retangular, pois esta sequéncia de
adi¢cOes parciais ndo ocorre no calculo da ficha de forma quadrangular. Entretanto,
nao utiliza mais simbolos para convencionar largura, comprimento e perimetro, e sim
escreve as palavras por extenso no papel. Registra de forma correta o valor

numérico do perimetro, mas incorretamente a unidade de medida final.

Para determinacdo da area da ficha de forma retangular, o sujeito “An”
localiza 0 espaco e registra o calculo no papel, modifica-o varias vezes; ndo utiliza
um simbolo para convencionar a area, escreve a palavra por extenso; néo faz uso
das unidades de medida de comprimento e de area, nem verbal nem registradas no
papel.

O sujeito “An", ao ser questionado sobre “outras possibilidades verdadeiras”,
aceita-as; sup6e novas possibilidades, comparando-as com as sugeridas pelos
colegas; argumenta novas construcbes conseguindo generalizar, num primeiro
momento, associando valor numérico para largura e valor generalizado para o

comprimento, processo que é registrado nas formas verbal e escrita.

Num segundo momento, o sujeito “An” desenha uma nova figura retangular.
Observo-o refletindo sobre a primeira figura retangular e, entdo, questiono-o
novamente sobre como pensar uma forma de determinar o perimetro e a area para
qualquer retangulo. O adolescente, no papel, considera a mesma variavel literal para

0s quatro lados do retangulo; questiona seu proprio registro de igualdade para todos



os lados do retangulo e decide modificar os valores considerados para a largura de
“X” para “2x”, argumentando sua validade por ser “o dobro” do comprimento.
Transfere sua organizacdo da operacao anterior para a determinacdo do perimetro
com os valores numeéricos para os valores algébricos. De forma verbal correta,
adiciona os valores chegando ao resultado igual a 6x, registrando corretamente:
Perimetro = 6x. Nao usa uma convencao para a palavra “perimetro” assim como nao

registra a unidade de medida centimetro (cm) na variavel “x” no comprimento, na

largura e no resultado geométrico do perimetro.

O sujeito “An”, também de forma correta, registra convencionalmente o
calculo da &rea da sua figura retangular na forma generalizada como se fosse para
qualquer figura retangular. Parece saber aplicar a regra do produto entre a largura e
o comprimento das medidas convencionadas, mas demonstra ndo compreender o

significado da variavel “x” ora considerada largura, ora considerada comprimento.

O estudante “An" n&o convenciona uma letra para designar a “area”, nem
registra a unidade de medida de &rea = cm? no resultado algébrico da area de uma
ficha de forma retangular qualquer. Desconsidera os expoentes 1 — na forma
invisivel no célculo da area, fato evidente no seu registro grafico, pois nao efetua a
adicdo dos expoentes dos “xis” que compdem a parte literal dos monémios. Essa
parece ser uma atitude caracteristica do adolescente diante de uma associacdo de
dois ou mais fatores, por exemplo, é a de estudar um e afastar os demais, sem
maiores interferéncias nas suas hipéteses para compreensdo de uma situacao-
problema. O sujeito “An” ndo parece ter um modelo, mas consegue antecipar
algumas das propriedades envolvidas na determinagdo convencional algébrica (ou

formal) do perimetro e da area da ficha de forma retangular.

No JOGO 4, — domind algébrico — o sujeito “An”, interrompe-o em cinco
momentos durante a sua montagem. Com dois questionamentos envolvendo a
adicdo ((7x) + (2x) = 2(9x) e (8x*) + (x*) = ?(9x®)) e um questionamento relacionado
com a subtracdo ((3x) - (x) = ?(9x)), foram interrogagdes diretamente relacionadas
com o expoente 1 — na sua forma visivel e invisivel, e com o coeficiente numérico 1
— na forma invisivel, nos quatro mondmios em questdo, assim como com Seus
resultados. Para o estudante obter éxito, precisa saber que na adicdo de mondémios
semelhantes 1) a propriedade orienta que os coeficientes numéricos devem ser

adicionados, 2) a propriedade orienta que os expoentes da parte literal devem ser



mantidos; por sua vez, na subtracdo de mondmios semelhantes a propriedade
orienta que os coeficientes numéricos devem ser diminuidos. Precisa também
compreender a igualdade entre os mondmios (x*) = (x) = (1x), porque o “erro”
observado é a néo consideracdo durante o célculo tanto do expoente como do
coeficiente numérico 1 na sua forma “invisivel”’, ou melhor dizendo, na sua forma
convencional de representagcdo. O outro “erro” ocorre na relacdo de calculo
empregado quando o expoente 1 surge na forma “visivel” e o estudante aplica a
segunda propriedade que orienta 0os expoentes da parte literal na multiplicacdo de

monomios de “adicionar os expoentes”.

BN

Os outros dois questionamentos sdo em relacdo a multiplicagdo dos
mondmios, sdo duvidas em relacédo a forma invisivel de se apresentar o expoente 1
e o coeficiente numeérico 1. Para obter éxito na multiplicacdo, existem duas questdes
muito particulares envolvendo o numero 1: 1%) questdo particular do coeficiente
numérico 1 no mondmio (x), pois, convencionalmente, ndo é registrado seu
coeficiente numérico 1. Logo, a leitura do sujeito “An” deve ser da igualdade entre (x)
e (1x), isto é (x = 1x); 23) questdo particular do expoente 1 — na forma invisivel no
mondmio (X), pois 0 niumero 1, quando ocupa a posi¢do de expoente num mondmio,
convencionalmente, também néo é registrado graficamente. Logo, a leitura deve ser
(x) = (x}). O sujeito “An” precisa recordar que a operacdo da multiplicacdo entre dois
mondmios se subdivide em duas propriedades: 1) multiplicacdo dos coeficientes
numericos, logo (1 . 1 = 1), e 2) adicdo dos expoentes da parte literal semelhante,

logo (x*** = x?).

Em sintese, posso concluir que o sujeito “An” opera em maior numero de
situacdes-problemas com nocdes e operacdes numéricas; apresenta indicios de
operacdes algébricas, o que se reflete diretamente na sua compreensao e resolucao
de algumas das situacOes de aprendizagem propostas por esta pesquisa. Usa
adequadamente o sistema notacional numérico, mas apresenta dividas (incertezas)
guanto ao sistema notacional algébrico; considera de forma incorreta a reunido das
partes que compdem o ‘todo’ (sinal, fator numérico, fator literal e expoente) de uma
multiplicacdo entre dois mondmios. Privilegia o registro e a interpretacdo durante
as operacoes do expoente 1 - na sua forma visivel. Demonstra muitas duvidas em
relacdo ao 1 - na sua forma invisivel, tanto na posicdo de expoente quanto de

coeficiente numérico nos monémios. Suas respostas implicam regulacdes ativas,



num movimento de relagcdes entre alguns conhecimentos estruturados e novas
possibilidades que vao sendo construidas em ac¢des e coordenac¢des concomitantes
e de forma ainda n&o totalmente generalizavel. O estudante “An” tem um fazer
através de operacdes combinadas numa estrutura que ainda nao integra todas as
possibilidades légicas, mas, em alguns momentos, é capaz de argumentar

explicando suas acoes.

5.3 CASO “Us” - GRUPO 3 (POUCO EXITO)

Na coleta de dados por meio do procedimento das observacdes em sala de
aula o estudante “Us” participa, inicialmente como observador das a¢des de seus
colegas de grupo. Na sequéncia das atividades propostas mede a extensdo da
lateral de cada uma das trés fichas de forma quadrangular, confere através do
registro notacional os resultados sugeridos. Num esfor¢co Unico, o grupo mostra a
precisdo na acdo de uma colega, pois ocorre a regularidade dos valores supostos
com os valores reais das medidas. Nessa situacao parecem estar presentes varios
momentos de aprendizagem que podem ser considerados etapas de uma
construcdo coordenada entre o conhecimento aritmético e o conhecimento

geomeétrico.

No caso do calculo da area de trés fichas de forma quadrangulares, as
hipéteses servem como pontos de discussdo sobre a legitimidade dos valores da
largura e do comprimento de cada ficha, assim como da retomada de um
conhecimento anteriormente adquirido. Mesmo que o sujeito “Us” ndo tenha atingido
uma explicagdo no sentido de uma conceituacgéo, verifico que nesse instrumento de
aprendizagem parece ser capaz de elaborar justificativas para a situagcdo em
questao. O sujeito “Us” demonstra a tentativa de uma explicagao dedutiva das areas
das fichas de formas quadrangulares, pois obtém éxito ao efetuar a multiplicacédo
entre os valores numéricos da largura e do comprimento. Contudo, na logica do
pensamento do estudante “Us” se faz ausente a unidade de medida correta das
medidas de &rea. O estudante ndo faz referéncia aos centimetros quadrados (cm?),

gue € a unidade das trés areas determinadas.
Na situacdo de aprendizagem — situacédo 2 — faz-se necessaria a distincao
entre a nogao de area e perimetro. A partir de uma conceituacdo individual do sujeito

“Us”, parece ter ocorrido uma tentativa de compreensao dos componentes de



trabalho, possibilitando a construcdo operatéria de uma organizacdo logico-
matematica da situagdo proposta. Para o sujeito “Us”, de alguma forma, as
combinacdes e a sequéncia de relacbes demonstradas graficamente pela colega
tentam satisfazer ou suprem em maior grau, as davidas das suas colegas do grupo

de trabalho.

Nas descricdes do sujeito “Us” observo tentativas de argumentos na direcao
de uma légica operatdria como um indice de coeréncia regendo um conjunto de
regras que orienta seu pensamento e que 0 sujeita as correspondéncias entre o
valor numérico e as unidades de medida para o calculo do perimetro. O
questionamento do sujeito “Us”, a partir do momento em que destaca as razdes para
a verificacdo da validade da unidade de medida para o perimetro, o leva a
reelaboracdo do seu raciocinio como uma necessidade dedutiva. Observo que suas
acbes sao orientadas na direcdo de uma preocupagcdo primeira que é a
determinacdo numérica do perimetro das fichas de forma quadrangular. Mas o foco
principal passa a ser a correcdo das unidades de medida da area da situacao
anterior; retoma, argumenta e corrige a unidade final da area de centimetros (cm)

para centimetros quadrados (cm?).

Na interpretacdo dos resultados registrados na avaliagéo escrita com uso de
notagdo simbdlica (AECNS) o estudante “Us”, do GRUPO 3, evidencia poucos
indicios de um saber das propriedades algébricas com avancos em direcdo de uma
composicao de partes.

Ao verificar os resultados escritos pelo estudante “Us”, constato que nos
mondmios indicados ndo reconhece seu coeficiente numérico, nao diferencia a parte
literal nem identifica a semelhanca de monémios. Entre os dois mondémios indicados
na AECNS, ndo obtém éxito nas operacdes da adicdo, da subtracdo, da
multiplicacdo, da divisdo e da potenciacdo. Logo, tem um éxito insuficiente nas

atividades propostas na avaliacdo escrita com uso de notagdo simbodlica.

Analisando especificamente a questdao 4 da AECNS, da multiplicagcdo entre
mondmios, o estudante “Us”, sendo um dos adolescentes componentes do GRUPO
3, considera de forma incorreta a reunido das partes que compéem o ‘todo’ de uma

multiplicagcdo entre dois monémios.

Do ponto de vista matematico, verifico suas dificuldades nos aspectos como

uso correto da regra dos sinais da multiplicacdo envolvendo o conjunto dos niameros



inteiros e efetuacdo correta da multiplicacdo entre os fatores numéricos. O sujeito
“‘Us” ndo apresenta éxito em nenhuma das trés multiplicacdes da questédo 4 da
AECNS. Quanto a Parte Literal, analisando os expoentes visiveis, o sujeito “Us”
acerta parcialmente as questdes, pois aplica de forma correta as propriedades da
multiplicagéo entre os monémios com termos semelhantes e diferentes, assim como
a propriedade especifica dos expoentes na multiplicacdo entre fatores algébricos.
Portanto, do ponto de vista matematico, verifico sua falta de éxito nos seguintes
aspectos: uso incorreto da regra dos sinais e multiplicacao incorreta entre os fatores
numéricos, logo P = A~ A B7; em contrapartida ocorre a aplicacdo correta das
propriedades convencionais da multiplicacao entre a parte literal no que se refere a

adicao dos expoentes visiveis, assim Q=L AE".

Analisando os registros do sujeito “Us”, especificamente os que focam os
expoentes invisiveis, ndo obtém éxito por ndo aplicar a propriedade dos
expoentes: adicionar os expoentes da parte literal semelhante. Registra o produto de
forma incorreta, desconsiderando os expoentes invisiveis das duas variaveis dos
mondmios, logo Q~ =L A E™. O sujeito “Us" ndo chega a associar os fatores numa
relagdo binaria, no plano das combinagdes possiveis. A dificuldade referente a
multiplicacdo entre termos algébricos semelhantes como b.b!, x.x* e y’y esta
registrada na AECNS. Considera somente os fatores literais que apresentam o0s
expoentes registrados graficamente, ou seja 1, 2 ou 3, como resultado de uma
relatividade em relacdo as possibilidades de operar com regras convencionadas

através do pensamento num plano abstrato.

Para Piaget e Inhelder (1976, p.123) “é preciso estar de posse de um
mecanismo operatério que apenas as operagdes formais podem constituir.” O sujeito
“Us”, através de seus registros nesse instrumento de coleta de dados, evidencia
poucos éxitos nas operacfes combinatdrias necessarias para a solucdo das
questbes apresentadas. O estudante ainda n&o coordena agrupamentos parciais
heterogéneos para uma organizacdo dos resultados através de um mecanismo
formal geral. Suponho que o pouco éxito se deve as inadaptacdes de seus
esquemas de acéo frente ao conteudo especifico, mas da necessidade de uma nova
organizacdo dos esquemas frente ao conteudo algébrico da multiplicacdo de

mondmios.



A seguir passo para a interpretagao dos resultados registrados no instrumento
da Entrevista, que foi composta por quatro JOGOS. Optei por organizar
separadamente as acoOes e relacfes feitas por Us em cada JOGO com a questédo da

pesquisa.

Durante o JOGO 1, o sujeito “Us” parece saber aplicar corretamente a regra
da multiplicagdo entre mondmios, pois nesse instrumento demonstra ter nogdo da
localizac&o dos coeficientes numeéricos e dos expoentes; continua a ter éxito com o0s
expoentes visiveis, mas apresenta duvidas quanto ao valor 1 (um) — na sua forma
invisivel. Lé com perfeicdo o simbolo operatério entre as pecas e utiliza de forma
correta a linguagem convencional da é&lgebra, no caso da nomenclatura dos
expoentes. Nao verbaliza o expoente 1 — por se apresentar na forma invisivel no

mondmio (2x).

Quando o sujeito “Us” é questionado sobre possibilidades de mudancas na
combinacdo das pecas, mantém a regularidade nas suas combinacdes, reiniciando-
as pelo monémio com o coeficiente numérico seis. Sua maior preocupacao continua
sendo a combinacdo dos mondmios através de seus expoentes; ndo procura
verificar as “novas possibilidades” entre as pecas na suas primeiras combinacgdes.
Ndo tenta a comutatividade, seja entre os coeficientes numéricos, seja entre os

expoentes na sua primeira combinacéo das pecas.

O estudante ndo consegue perceber a mudanca de posicdo dos mondmios
pelos expoentes nas combinaces de duplas. Nao se da conta da troca que efetua
entre os monémios de (2x*) por (2x); desconsidera no monémio (2x) a mudanca do
expoente 1 da sua forma visivel para a sua forma invisivel. Nao faz referéncia a
igualdade dos monémios (2x') e (2x). Ndo percebe a mudanca de posicdo dos
coeficientes numéricos nos seus mondmios combinados. Assim como ndo se
desacomoda com a afirmacéo da colega de conseguir novas combinacdes com as

mesmas pecas do JOGO 1.

O estudante “Us”, quando solicitado a criar suas pecas mantendo o produto
12x8, tem a preocupacdo de combinar seus mondmios somente através dos
expoentes, e estes diferentes das pecas ocupadas no JOGO 1. Para organizar seu
pensamento precisa de um “tempo maior’ para “lembrar’ as duplas agdes que
envolvem as partes e o todo na operacdo da multiplicagio com mondmios

(coeficientes numéricos = multiplicacdo e parte literal (expoentes) = adicdo). N&ao



consegue organizar seu pensamento pelas duplas agcdes como exige a multiplicacéo

algébrica, somente se preocupando com o resultado dos expoentes.

Durante o JOGO 1, observei que o sujeito “Us” ndo compreende a
comutatividade dos mondmios; realiza a combinatéria do agrupamento
multiplicativo incorretamente, ndo tem éxito na conservacao da parte e do todo e

apresenta pouca coeréncia l6gica no seu pensamento.

O sujeito “Us”, no JOGO 2, opera com o registro numérico grafico; combina as
pecas na preocupacao dos coeficientes numéricos, mas permanece a duvida quanto
a sua compreensdo dos processos que envolvem essas multiplicagBes entre os

mondmios.

No caso da nomenclatura dos expoentes, o estudante utiliza de forma correta
a linguagem convencional da algebra, entretanto apresenta duvida na leitura do
expoente 1 quando esta graficamente registrado e ndo se refere verbalmente ao

expoente 1 — quando na forma invisivel.

Quando ao sujeito “Us” é solicitado a criagdo de outras pegas mantendo o
resultado (48x°), permanece longo tempo sem nada registrar. Na procura de novas
combinagdes, primeiro parece articular pelo pensamento 0s possiveis, mas
permanece sem éxito. Somente consegue criar as suas peg¢as comparando-as com

as pecas ja combinadas do JOGO 2 sobre a mesa.

O sujeito “Us”, ao ser questionado sobre novas possibilidades de
combina¢des com duas pecas do JOGO 2 indicada por uma colega, argumenta a
inexisténcia de novas combina¢gdes. Em seguida, me surpreende: troca o0 monémio
(2x") por (4x) nas combinacdes, verbalmente fazendo referéncia a igualdade dos
mondmios (2x) e (2x'), mas ele se preocupa apenas com uma das propriedades da
multiplicacdo de monbmios, que se refere a adicdo dos expoentes (5 + 1),
esquecendo-se de verificar a multiplicacdo dos coeficientes para manter a validade
numerica de 48. Ao ser guestionado quanto a essa troca, 0 sujeito “Us” ndo se
preocupa em verificar a continuidade da validade do novo produto, pois 0s novos
coeficientes numéricos estdo errados. Logo, nenhuma das duas combinagfes serve
para o resultado 48. O sujeito “Us” ndo manifesta compreensao de duplas agcbes

que envolvem as partes e o todo na operacdo da multiplicagdo com mondmios



(coeficientes numeéricos = multiplicacdo e parte literal quanto aos expoentes =

adicao).

Durante o0 JOGO 2 observo que o sujeito “Us” ndo sabe aplicar corretamente
as propriedades da multiplicacdo entre os mondmios; realiza a combinatoria do
agrupamento multiplicativo incorretamente; ndo tem éxito na conservacdo das
partes e do todo, ndo percebe as relacdes de dupla entrada necessérias para a
validacdo dos seus resultados e apresenta pouca coeréncia légica no seu

pensamento.

No JOGO 3, observo que o sujeito “Us” — ficha de forma quadrangular - nao
tem nocdo de semelhanca de figuras, pois 0 seu desenho nao é equivalente ao da
ficha a ele apresentada. Quando o sujeito “Us” é questionado sobre uma possivel
determinacdo de um valor numeérico para o perimetro da ficha de forma
guadrangular, ndo demonstra ter compreensao sobre a obrigatoriedade da igualdade
numeérica. Ao ser inquirido, continua justificando seus diferentes valores e néo indica

outra possibilidade numérica para a medida dos comprimentos.

O estudante “Us” apresenta duvidas na localizacdo do perimetro ao ser
solicitado o seu valor. Sua acéo inicia apés a recordacdo de uma atividade pratica
de medicdo em sala de aula; registra seu processo aditivo das partes para as
adicBes parciais para determinacdo do perimetro da ficha de forma quadrangular.
Observo que o sujeito “Us” ndo convenciona um simbolo para o perimetro, escreve a
palavra Perimetro por extenso; ndo indica uma unidade de medida para as suas
medidas de comprimento nem no resultado final, assim como ndo nomeia os lados
como largura e comprimento. Posso constatar que o estudante “Us” ndo apresenta
nocéo de espaco, pois os valores dados: 6 e 8 estdo muito distantes da medida real
de 20cm.

O sujeito “Us”, ao ser solicitado a determinar a area da ficha de forma
quadrangular, por algum tempo parece pensar, e ao registrar no papel sua
sequéncia de calculos permanece na duvida, s6 apds muita resisténcia se decidindo

por modificar a combinag&o dos valores. Entretanto, seu registro continua sem éxito.

O estudante “Us” chega a associar a palavra d&rea com um exemplo prético
que é trabalhado em momentos anteriores, mas na sequéncia de seu pensamento

verbal e escrito percebo a sua ndo compreensao da regra para determinar a area



da ficha de forma quadrangular. Por um breve momento, chega a afirmar que area é
diferente de perimetro, mas ndo multiplica os valores 6 e 8, apenas 0s agrupa
aditivamente para determinar o valor da area. Também n&o indica as unidades de
medida, seja para os comprimentos (cm), seja para a unidade de area final (cm?).
Logo, o sujeito “Us” n&o obtém éxito ao determinar a area da ficha de forma

quadrangular.

Observo que o sujeito “Us” ndo é capaz de perceber as mudancas de
operacao necessarias entre as mesmas variaveis envolvidas no calculo do perimetro
e na area de uma figura. O estudante, nas suas explicacdes verbais, ndo apresenta
compreensao para a solucdo do problema geométrico apresentado, ndo consegue
chegar a construcdo de uma forma generalizada para a determinacéo da area e do

perimetro para uma figura quadrada qualquer.

No JOGO 3 - ficha de forma retangular — o sujeito “Us”, no seu desenho com
uma forma mais equivalente possivel, registra e 1&6 o0s valores numéricos sem suas
unidades de medida. Sua nocdo de espaco e proporcionalidade ao registrar uma
figura com os lados paralelos 0 mais semelhante possivel € prejudicada no momento

das suas indicacées numéricas.

7

Quando o sujeito “Us” é solicitado a determinar um valor numérico para o
perimetro da forma retangular, diretamente indica um valor; na sequéncia, ao efetuar
0 registro percebo que ele um agrupamento aditivo dos resultados parciais nao
registra as unidades de medida para as larguras, os comprimentos e o perimetro;
continua com dificuldades quanto a nogcdo de espaco, pois os valores sugeridos
estdo muito distantes da medidas reais da ficha de forma retangular. Também néo

convenciona simbolicamente o termo “perimetro”.

O adolescente, para determinar a area da figura retangular segue o0 mesmo
raciocinio usado no calculo do perimetro, isto €, adicionando resultados parciais,
logo ndo apresenta éxito quanto ao resultado da &rea; ndo registra unidades de
medida para os comprimentos nem para o resultado da area; ndo convenciona

simbolicamente o termo “area”.

O sujeito “Us" ao ser questionado sobre “outras possibilidades verdadeiras”,
concorda com a hipGtese proposta pelo colega, mas ndo supbde novas

possibilidades suas comparando-as com as sugeridas. Na sequéncia do seu



pensamento, solicito que esclareca esta existéncia de mais de um acerto para uma
unica area. Por meio de seu argumento unico, contido na expressdo “diferentes
comprimentos”, é possivel perceber sua pouca organizagdo do pensamento formal
tanto na sua resolucdo quanto na possibilidade criada pelo seu colega. N&o
demonstra compreender conceitos e hipoteses simples que fazem referéncia direta a
acOes sistematizadas para uma determinagdo generalizada do perimetro e da area
de uma figura de forma retangular qualquer. Nao faz, sequer, uma tentativa de supor
um modo geral para o calculo da area de qualquer figura retangular; ndo consegue
avancar do pensamento aritmético para um pensamento numa légica simbolica. O
sujeito “Us” nao parece ter um modelo, nem consegue antecipar algumas das
propriedades envolvidas na determinacdo convencional algébrica (ou formal) do

perimetro e da area do retangulo.

No JOGO 4, o sujeito “Us” — dominé algébrico —, interrompe-o em quatro
momentos de duvidas durante a sua montagem e, no quinto momento, para e

encerra o jogo ao colocar a 222 peca.

O estudante “Us”, no JOGO 4 —, para em dois questionamentos envolvendo a
subtracdo e um questionamento relacionado com a adi¢cdo, questdes diretamente
relacionadas com o expoente 1 — na sua forma invisivel e expoentes visiveis (3) e
(4). O estudante ndo obtém éxito pela sua inoperancia com as regras e propriedades
que envolvem as operagdes com monémios. Nos “erros” das duas subtragdes: (5x) —
(Bx) = ? (2X°) — (2x), 8x) — (7x*) = 1 - (x*, utiliza a0 mesmo tempo as
propriedades da subtracdo para os coeficientes numéricos e as propriedades da
multiplicacéio para os expoentes. Assim como na operacéo da adicéo: (4x%) + (2x°) =
(6x°) — (6x°), com os coeficientes numéricos aplica a propriedade da adicdo, mas
para a parte literal aplica a propriedade da multiplicagao. O “erro” ocorre na relagao
de calculo empregado quando o expoente 1 surge na forma “invisivel” e o estudante
aplica a segunda propriedade que orienta 0s expoentes da parte literal na
multiplicacdo de mondémios de “adicionar os expoentes”. Para o estudante obter
éxito precisa saber que, na adicdo e subtragcdo de mondmios semelhantes, a

segunda propriedade orienta: os expoentes da parte literal devem ser mantidos.

O quarto questionamento € em relacdo a multiplicacdo dos monémios: (9x) .
(x) = (9x) — (9x?). A dlvida surge em relacdo a parte literal dos monémios na forma

invisivel de se apresentar o expoente 1. O sujeito “Us” responde nao aplicando



nenhuma propriedade pois registra o maior coeficiente numérico desconsiderando a
operacdo e o segundo mondmio. O estudante, para obter éxito na multiplicagéo,
precisa recordar a questao particular do expoente 1 — na forma invisivel no monémio
(x), pois o0 numero 1, quando ocupa a posicdo de expoente num mondmio,
convencionalmente também n&o é registrado graficamente. Logo, a leitura deve ser
(x) = (x}). Também deve aplicar a segunda propriedade da multiplicacdo que orienta

os expoentes: a adicdo dos expoentes da parte literal semelhante, logo (x*** = x).

Em sintese, posso concluir que o sujeito “Us” opera em maior numero de
situagdes-problemas com nocdes e operacdes numeéricas; ndo manifesta indicios de
operacdes algébricas, o que se reflete diretamente na sua compreensao e resolucéo
de algumas das situacBes de aprendizagem propostas por esta pesquisa. De forma
incorreta, constitui a reunido das partes que compdem o ‘todo’ (sinal, fator numérico,
fator literal e expoente) como produto entre dois mondémios. Demonstra duvidas
tanto no registro e na interpretacdo do expoente 1 — na sua forma visivel, quanto na
sua forma invisivel durante todas as opera¢cfes apresentadas nos quatro jogos. Tem
um fazer por meio de operacdes fragmentadas de uma estrutura que ainda nao é
muito l6gica e em raros momentos € capaz de argumentar explicando suas acdes.
Na permanéncia da duvida seu recurso mais evidente é a leitura oral para efetivacao
do seu pensamento. O sujeito “Us” ndo demonstra a ter a capacidade da
comutatividade, pois ndo parece entender regras, propriedades e hipotese simples
gue fazem referéncia direta a acbes anteriores e que podem ser coordenadas por
meio de associagOes. Percebo que muitos resultados parecem ser reflexo resultante
de uma escolha aleatoéria, ndo da sistematizacdo com identificacdo das variaveis
envolvidas nos monémios. Assim, ndo ocorre diferenciacdo de propriedades pelas

localizacBes numéricas, ora como coeficientes numéricos, ora como expoentes.

6 CONSIDERACOES FINAIS

Penso que o estudo da algebra constitui um espaco bastante significativo

para que o aluno desenvolva e exercite sua capacidade de analise e sintese, de



abstracdo e generalizacdo, além de Ihe possibilitar a aquisicdo de uma poderosa

ferramenta para a resolucdo de problemas em outras ciéncias.

Embora niveis adequados de conhecimento e técnicas sejam resultados
importantes num programa de algebra, a necessidade maior dos alunos é uma
compreensao soélida dos conceitos algébricos e a capacidade de usar o

conhecimento em situagfes novas e, as vezes, inesperadas.

Nos PCNs (1999) temos a recomendacao de que € preciso mudar convic¢des
equivocadas, culturalmente difundidas em toda a sociedade, como por exemplo, a
atribuicdo de toda a responsabilidade do fracasso na algebra ao proprio aluno. O
debate sobre a educagdo matemaética, em sintese, destaca a preocupacdo com uma
visdo de algebra dissociada tanto dos outros conteldos da matematica como das

outras disciplinas e da vida real dos educandos.

E preciso examinar detidamente o processo de aprendizagem de um
conteldo especifico da algebra em pesquisa para compreender as condi¢fes
necessarias para uma aprendizagem significativa dos estudantes adolescentes;
guestionar a compreensdo que o estudante tem do significado dos fatores literais
como variaveis — varidvel como simbolos que representam indistintamente os
elementos de um conjunto; observar as operacdes com essas variaveis e a
compreensao das propriedades especificas na multiplicacdo de mondmios. Foi essa
uma escolha que tem em seus fundamentos a afirmacéo de Usiskin (1995) de que
“as finalidades da algebra sdo determinadas por, ou relacionam-se com concepcdes
diferentes da algebra que correspondem a diferente importancia relativa dada aos
diversos usos das variaveis” (p.35), e a contribuicdo de Booth (1995) sobre a
dificuldade em aprender algebra e a investigacao dos tipos de erros que os alunos

cometem e das razdes desses erros.

A pesquisa de Booth (1995) me auxiliou na analise dos Grupos no aspecto
quanto as notagdes e convencgdes em algebra, focando a interpretacdo dos simbolos
pelos alunos e a necessidade de uma notacgéo precisa. No primeiro aspecto, o autor
aponta que o dilema simbolos para operacdes (+, -, X, :) € 0 simbolo de igualdade
(=) podem ser fontes de dificuldade para o aluno, ora indicando o resultado de uma
operacéo, ora indicando uma relacao de equivaléncia e conservacgao, questao que

surgiu nas entrevistas, no decorrer da pesquisa. Os estudantes do GRUPO 1,



durante a entrevista, nos JOGOS 1 e 2 mostraram-se capazes de indicar novos
mondmios nos dois jogos e efetuar seu produto, assim como, pelo sinal de
igualdade, indicar a relacdo de equivaléncia tanto entre suas diferentes combinacdes
como de conservacgao do ‘todo’ pelo produto das ‘novas partes’. No GRUPO 2, os
estudantes mostraram-se capazes de indicar com maior éxito novos mondmios no
JOGO 1 em relacédo direta com o valor do coeficiente numérico 12. A dificuldade no
JOGO 2 se fez presente na relacdo de equivaléncia do produto entre 0s novos
valores a serem sugeridos para os coeficientes numéricos na conservacao do
produto 48. No GRUPO 3, os estudantes indicaram novos mondmios, entretanto
preocupam-se com uma relagcdo de equivaléncia unidimensional contemplando
somente uma das variaveis, ndo obtendo éxito na equivaléncia e na conservacao do

‘todo’ do mon6émio.

Demana e Leitzel (1995) também destacam a compreensédo das variaveis e
acreditam que existe a necessidade da “introducdo de variaveis para representar
relacBes funcionais em situacdes-problema concretas” (p.74). Essa compreensao
de variaveis sera instrumento util nas generalizacGes; logo, se o aluno tiver
dificuldades para conceitualizar uma variavel, “essa dificuldade pode ser decisiva

para um fracasso em algebra.” (p.75)

Esses autores auxiliaram na compreensdao dos grupos no aspecto da
operacao concreta presente nas observacdes e entrevistas — JOGO 3, referente ao
perimetro e a area das fichas de formas quadrangulares e retangulares. No GRUPO
1 os estudantes tratam as variaveis numéricas e algébricas através de operacdes-
ac6es. Como exemplo, a coordenacao sucessiva dos valores numéricos da largura e
do comprimento da ficha de forma retangular para sua correspondéncia algébrica.
Nessa coordenacdo das modificacdes perceptiveis ou representaveis das pecas do
JOGO 3 estéo presentes as operacdes concretas de segundo grau, quando esses
estudantes realizam diretamente um conjunto de a¢cdes combinando mentalmente as
operacOes aritméticas com as geométricas na multiplicagdo e potenciacdo. Sua
compreensao incide sobre as reunides dos elementos individuais: base e expoente,
considerados como indecomponiveis. No GRUPO 2 os estudantes tratam as
variaveis numericas e algebricas por meio de operagdes concretas do primeiro grau
quando realizam um conjunto de acdes isoladas com o auxilio do registro gréfico

apos a exemplificagdo de um fato experenciado no seu dia a dia, agindo sobre as



pecas do JOGO 3 pelas operagBes aritméticas: adicdo e multiplicagdo. Aqui sua
acdo tem indicios de reunides dos elementos individuais: base e expoente, ndo
considerados como indecomponiveis. No GRUPO 3 os estudantes operam com as
variaveis numéricas por meio de operacdes concretas realizando um conjunto de
acOes somente por meio da operagdo da adicdo, sem articulagcdo com as acdes
anteriores. Eles agem sobre as pecas do JOGO 3 de forma superficial e ndo chegam

a estabelecer entre eles relacdes invariantes de largura e comprimento.

Lins e Gimenez (1997, p.10), na sua leitura de significados para a algebra,
sugerem que “é preciso comegar mais cedo o trabalho com algebra, e de modo que
esta e a aritmética desenvolvam-se juntas, uma implicada no desenvolvimento da
outra.” Consideram como fundamental para um bom sentido numérico, “identificar
significados para os numeros e as operagoes, [...] descobrir relagbes e padrdes”.
(p.60) Destacam que, para que ocorra um sentido numérico, existe a implicacao de
diversas acgbes cognitivas: “operatividade, processo de autorregulagdo do
pensamento (incerteza nos dados), diversidade de soluc¢des (producdo de juizos) e

complexidade (atribuicao de significados).” (p.44)

Os referidos autores subsidiaram a compreensao dos grupos no aspecto das
estruturas presentes nas observagdes, nas entrevistas e na AECNS — expoente 1
na forma invisivel e visivel. No GRUPO 1 os estudantes apresentam uma estrutura
‘acabada’, isto €, com um estado de equilibrio quanto a propriedade que orienta 0s
expoentes da parte literal dos mondmios. Os estudantes desse grupo operam de
forma consciente e organizada com 0s expoentes como variaveis numéricas visiveis
e invisiveis na multiplicacdo e nas demais operacdes envolvidas pelo JOGO 4 —
domind algébrico. No GRUPO 2 os estudantes apresentam uma estrutura ‘em
construcao’, operam com regularidade e de forma organizada com o0s expoentes 1
como variavel numérica visivel e de forma desorganizada com os expoentes 1 como
variavel invisivel na multiplicagdo entre monémios e nas demais operacdes
envolvidas pelo JOGO 4 - dominé algébrico. No GRUPO 3 o0s estudantes
apresentam uma estrutura inacabada, sem formas particulares de equilibrio; agem
de forma instavel quanto a propriedade que orienta os expoentes da parte literal dos
mondmios, tanto na relacdo com os expoentes 1 visiveis quanto aos expoentes 1 na

sua forma invisivel. Os estudantes desse grupo operam de forma desorganizada



com 0S expoentes como variaveis numericas visiveis e invisiveis na multiplicacéo e

nas demais operac¢des envolvidas pelo JOGO 4 — domind algébrico.

Meus dados convergem com o0 ponto de vista dos autores citados nas
atividades desenvolvidas, bem como na interpretacdo. Para muitos estudantes
adolescentes da sétima série ou do oitavo ano o seu desempenho na algebra esta
relacionado com um contexto numérico. Por que a importancia com o himero numa
abordagem algébrica? Fundamento minha escolha por duas vias: na matematica, o
numero é definido “como conjunto de todos 0s conjuntos equivalentes a um conjunto
dado” (CARACA, 1989, p.4) e, na epistemologia genética € definido como “uma
estrutura operatoria de conjunto”. (PIAGET; SZEMINSKA, 1971, p.15).

Com base nessas fundamentacdes, a minha abordagem nesta pesquisa
apoia-se na resolucado de situacdes problemas aritméticos e geométricos tendo uma
questao algébrica especifica: multiplicacdo de mondémios, e como foco principal o
expoente 1 na sua forma invisivel. A fim de possibilitar aos estudantes a
compreensao dos conceitos aritméticos que sdo basicos para a algebra, eles séo
levados, primeiro, a observar os objetos — cartbes nas formas quadrangular e
retangular; assim que se familiarizam com esses, passam a supor valores numeéricos
para as medidas da largura e do comprimento; resolvem problemas geométricos
determinando o valor numérico dos perimetros e das areas das fichas de formas
guadrangulares e retangulares. Penso e afirmo que aprender a usar os objetos com
a logica geométrica numa hierarquia algébrica exige que os estudantes
compreendam as propriedades aritméticas basicas. Por exemplo, compreender que
a ordem de uma operacdo aditiva € diferente daquela de uma operacédo
multiplicativa, mas ambas séo essenciais para determinar o valor numérico de

expressodes algébricas.

Em resumo, acredito que esta pesquisa demonstra uma relacdo entre as
estratégias de acdo que o sujeito elabora acerca do conteido e as compreensdes
gue possui a respeito das situagdes-problemas abordadas. Dessa maneira, parece
relevante destacar novamente como o “fazer € compreender em agao uma dada
situagdo em grau suficiente para atingir os fins propostos”. (PIAGET, 1978a, p.176)
Contudo, para além do simples fazer, ha um compreender, que € “conseguir

dominar, em pensamento, as mesmas situacdes até poder resolver os problemas



por elas levantados em relacdo ao porqué e ao como das ligagdes constatadas e,
por outro lado, utilizadas na agéo”. (PIAGET, 1978a, p.176)

Dessa maneira, parece-me relevante destacar as diferentes dimensdes dessa

pesquisa, a seguir, em forma de finalizacao.

6 EM SINTESE



Para finalizar € relevante retomar a abordagem metodoldgica e as intengdes
gue orientaram minha escolha pelos trés instrumentos e pelas trés situacdes de
coleta de dados escolhidos. A observacédo dos grupos de estudantes, a aplicacéo da
AECNS em sala de aula e a aplicacdo dos quatro jogos durante a entrevista
evidenciaram as compreensdes que 0s estudantes adolescentes tém do expoente 1
na sua forma invisivel em uma multiplicacdo de mondmios. Durante as atividades
propostas a partir de situacfes-problema, os estudantes mostraram toda a riqueza
de um pensamento de adolescente que comeca a ser sustentado por operacdes

l6gico-matematicas mais elaboradas.

A evidéncia dos conhecimentos expressados me permitiu descrever
particularidades do raciocinio, das operacdes e da estrutura do pensamento em

transformacao e evolucéo.

Os estudantes dos GRUPO 1, 2 e 3 evidenciam uma forma légico-matemética
ao organizar as situacdes, diferenciando-se em funcdo de particularidades nas
coordenacbes das acdes sobre os materiais disponibilizados (fichas, cartbes
quadrangulares e retangulares). Percebi que as formas de organizacdo foram
evoluindo para formas mais gerais de pensamento em todos os estudantes
entrevistados, ao mesmo tempo em que foram se constituindo, diante das novidades
mais especificas para cada sujeito, com mostras e tentativas de explorar diferentes

solucdes possiveis.

Quando comecei esta pesquisa, ndo tinha previsto observar trés grupos
diferentes. A decisdo de propor as atividades em sala de aula, como experiéncias de
aprendizagem importantes para todos os alunos, e a constatacao das diferencas de
éxito nos grupos de trabalho me levaram a decidir descrevé-las como o contexto
mais amplo do qual seriam extraidos 0s grupos e casos analisados. Um dos focos
da observacéo foi a possibilidade de assimilacdo dos conhecimentos implicitos nas
situacOes propostas, mostrando a compreenséo da atividade e a organizacdo das
acOes para resolucao das questdes. A diferenca entre os sujeitos foi escalonada em
trés grupos: dificuldades de assimilagdo (POUCO EXITO), assimilacdo por
superacdes durante as atividades (EXITO PARCIAL) e assimilacdo imediata (EXITO
PLENO). O uso dos materiais escolhidos para as acdes de medida foi essencial para
0 estabelecimento de relagbes entre procedimentos aritméticos, geométricos e

algébricos.



Constatei que os estudantes do GRUPO 1 apresentam uma capacidade de
considerar as possibilidades e testa-las, com a fusdo de novas operagdes com um
esquema ja existente. Assim ocorrendo o englobamento de um ‘todo’ na
coordenacdo entre o estudante e os diferentes objetos utilizados nos trés
momentos da coleta de dados. Os estudantes do GRUPO 2 estdo a caminho da
assimilacdo, pois o resultado da sequéncia das suas acOes ainda depende das
coordenacdes das significacdes das pecas nos diferentes jogos, em um sistema
mais ou menos complexo de inferéncias. Estes estudantes apresentam-se num
estagio em que as operacdes ja podem se referir a elementos verbais, mas ha
necessidade de acédo imediata sobre os objetos. Os estudantes do GRUPO 3
demonstram dificuldades em reconhecer o conjunto de dados presentes em uma
organizacdo definida nas situacfes-problema. Como parece ndo apresentarem
esquemas de compreensdo definidos, ndo conseguem efetivar a incorporacdo de

novos dados presentes nos objetos.

Percebo durante a coleta de dados o quanto € essencial a construcao dos
esquemas de conservacdo para as significacfes. Atribuo como essenciais as
relacbes que envolvem a conceituacdo de perimetro como uma totalidade que
mobiliza um conjunto de regras aditivas envolvendo conhecimentos aritméticos e
geomeétricos; assim como a conceituacdo de area como outra totalidade que
coordena regras multiplicativas necessitando da compreensdo ampliada dos
conhecimentos aritméticos e geométricos. Na sequéncia da coleta de dados com 0s
registros graficos da multiplicacdo entre mondmios na aplicacdo da AECNS me
surpreendo com as dificuldades enfrentadas pelos estudantes das trés turmas.
Dificuldades quanto a regra dos sinais, a multiplicacdo de fatores numéricos, de
registro dos fatores literais e principalmente da propriedade que rege os expoentes
das bases iguais, seja com 0s expoentes visiveis e seja principalmente com os
expoentes invisiveis. Na analise detalhada das seis diferentes tabelas, com a
dissecacdo de um monémio em quatro partes para compor um todo no seu produto,
me detive nos detalhes dos éxitos e “erros”. Durante a coleta de dados com a
entrevista por meio de quatro jogos, constatei que alguns estudantes de forma
individual manifestaram maior dificuldade de formular conceituacbes do que em
momentos anteriores, de forma coletiva. Assim, como outros estudantes revelaram

maior numero de éxitos organizando uma rede mais complexa de relacfes entre as



modalidades matematicas reunindo aritmética, geometria e algebra num nivel nédo
registrado anteriormente nas situacdes de aprendizagem propostas. Neste conjunto
de dados coletados por vias aritméticas, geométricas para alcancar o éxito numa
questdo algébrica entendo ser a construgdo do esquema de conservacao e
representacdo do expoente 1, a que passei designar como “o expoente invisivel”
uma das essencialidades. Pois a sua representacdo € crucial para a obtencdo do
éxito dos estudantes adolescentes seja na aritmética, na geometria ou na algebra,
pois as regras e propriedades que regem o expoente 1 nos diferentes momentos

matematicos sdo as mesmas seja com uma base numérica ou uma base algébrica.

Percebi que o pensamento algébrico do adolescente tem seu poder de
significacdo ligado a constru¢cdo dos esquemas praticos e conceituais aritméticos e
geométricos anteriores e em funcdo do grau de novidade das atividades propostas
nas situacdes-problema sofre um estranhamento. Esta novidade proposta por meio
de diferentes situacfes de aprendizagem parece ter sido a razdo de alguns conflitos
particulares, talvez do medo dos estudantes de participarem como co-autores do
processo de construcdo do seu conhecimento; da ansiedade do desconhecido, da
possibilidade da descoberta de uma matemética ndo mais finita, exclusivamente
numeérica, regrada e comandada pela visao e postura de uma resposta aceita como

verdade Unica.

Também observei que ndo havendo esquemas ou estes ndo sendo 0s mais
adequados para interpretar as situacfes-problema as respostas dos estudantes
ficaram bastante abreviadas. Penso que todo esquema precisa se adequar as novas
situacdes, 0 que implica acomodacdes, as quais se constituem em modificacdes
desses esquemas. Observei que foi exigida do estudante, diante de novas
situacdes, certa mobilidade de esquemas, e muitas vezes estes ndo se figuraram em
razdo da complexidade do problema a ser enfrentado. Quando da anélise dos dados
coletados, percebi que a novidade e a complexidade foram os dois fatores que
influenciaram diretamente nas formas de compreenséo do conteudo multiplicagéo de
mondmios. A novidade e a complexidade se configuraram durante as atividades de
coleta de dados quando os estudantes se depararam com uma variedade de objetos
como fichas quadrangulares e retangulares para determinacdo das suas areas e
perimetros com a livre possibilidade de indicacdo da variavel numérica. Assim como

na sequéncia das atividades propostas com a possibilidade de elaboracdo de uma



estrutura geral na forma algébrica para a determinacdo do perimetro e da area de
qualquer ficha de forma quadrangular e retangular. A complexidade se configurou
em funcdo da abrangéncia dos elementos, no caso a consideracao das larguras e
dos comprimentos; na reunido dessas variaveis por meio das propriedades aditivas
para a determinacdo do perimetro das fichas, e por meio das propriedades
multiplicativas no caso da determinacdo das areas das fichas quadrangulares e
retangulares. A complexidade também esteve presente no momento da indicacéo de
uma variavel para a ficha de forma quadrangular para caracterizacdo da igualdade
da largura e do comprimento; assim como na indicacdo de duas variaveis para a
ficha de forma retangular para caracterizacdo diferenciada entre largura e

comprimento da mesma.

Os modelos de compreensao construidos pelos estudantes adolescentes em
funcdo dos conteldos aritmética, geometria e &lgebra evidenciam as primeiras
organizacgdes singulares diante dos objetos, que ddo origem, a0 mesmo tempo em
gue se apoiam, as operacles logico-matematicas de natureza mais profunda e
universal. As organizacées podem explicar as divergentes condutas de sujeitos de
um mesmo grupo de trabalho nesta pesquisa, bem como a infinidade de
procedimentos revelados pela andlise individual. Em resumo, fica evidente a relagéo
da estrutura formal com as relagdes extraidas dos objetos de conhecimento que o

sujeito se esforca em assimilar.

Voltando a questado inicial: “Como o sujeito da aprendizagem relaciona a
permanéncia numérica do expoente 1, quando invisivel, na multiplicacdo algébrica

entre monémios?”’

Os sujeitos do GRUPO 1 (EXITO PLENO) mostraram-se capazes de
raciocinar sem utilizar o real, isto €, no nivel de um raciocinio hipotético-dedutivo.
Esses estudantes organizaram suas acfes e notacles aritméticas, geométricas e
algébricas de forma coerente no emprego do expoente 1 na sua forma invisivel ndo
apenas na multiplicagdo mas nas quatro operagbes envolvendo monémios. Os
estudantes do GRUPOL1 apresentaram uma conceituagéo elaborada, cujos modelos
produziram explicacbes que levaram a sistemas implicativos de conjunto,
demonstrando inferéncias ligadas por conexdes légicas entre os significados. Os
sujeitos ndo somente aplicaram as operagdes aos objetos, executaram em

pensamento acdes possiveis sobre estes objetos. Refletiram as operacdes



independentemente dos objetos e as substituiram por simples proposicdes. Esta
reflexdo é como um pensamento de segundo grau que implica na representacdo de

acles possiveis.

Na observacédo das compreensées do GRUPO 2 (EXITO PARCIAL) encontrei
ainda modelos intermediarios nos quais os adolescentes apresentaram indices de
conflitos, negacéo e reconfiguracdo da situacao problema em fungdo dos esquemas
gue possuem para significar a situacdo. Tendo a concluir que o0s estudantes do
GRUPO 2 organizam parcialmente suas acdes, a forma adotada pelas suas
estruturas operatérias consiste em varias tentativas de dissociar-se dos objetos.
Esses estudantes j4 passam a considerar possibilidades, mas sem compreender as

implicacdes de uma sintese possivel e necesséria.

No GRUPO 3 (POUCO EXITO) encontrei modelos simples e indicios de
modelos intermediarios nos quais os adolescentes apresentam altos indices de
conflitos, negacdo da situacdo problema como exemplo a regra multiplicativa dos
sinais e a propriedade dos expoentes que orienta a adicdo dos expoentes das
variaveis literais semelhantes. Sendo que essas regras e propriedades foram
estudadas nas séries anteriores a sétima série ou oitavo ano. A acdo desses
estudantes € configurada na coordenacdo dos objetos, com um raciocinio voltado
sobre proposicdes verbais verificadas pela constatacéo concreta e observacao atual.
As causas dos “poucos éxitos”, seja no sentido restrito ou amplo, podem estar
ligados aos niveis inicias de desenvolvimento, evidenciando uma possivel auséncia

de esquemas de assimilacdo compativeis com a instrucao.
Acredito, pela andlise dos trés grupos e casos, na confirmacao das hipéteses:

5) Se o “expoente visivel” é, para o adolescente, uma representagdo conceitual,

ocorre a sua conservacao grafica e mental e a sua generalizacao.

6) Se o0 ‘“expoente invisivel” é, para o adolescente, uma representagéo

conceitual, ocorre a sua conservacao grafica e mental.

7) Se o adolescente assimilou a propriedade da multiplicacdo de mondémios,

considera o expoente 1 invisivel.

8) Se a organizagado dos agrupamentos nao € estavel, o “expoente invisivel”

apaga-se.



ApGs a analise dos dados coletados nos trés diferentes momentos,
compreendi que os estudantes adolescentes da sétima série ou oitavo ano somente
determinardo modos de chegar aos resultados envolvendo o expoente 1 na sua
forma invisivel, com a tomada de consciéncia das razdes de seus éxitos e fracassos,
ou, em outras palavras, com a compreensdao das suas acdes, operagbes e
coordenacdes. O gque evidencia uma tomada de consciéncia, por parte dos alunos &
passagem do porqué ou das razfes funcionais para 0 como, isto é, consiste numa
conceituacado, ou seja, em uma passagem da assimilacao pratica a um esquema por
meio de conceitos, nesta pesquisa, especificamente de expoente 1 — na forma

invisivel.

Segundo Piaget, na adolescéncia, é alcancada a independéncia do real,
surgindo o periodo das operac¢fes formais. Seu carater geral € o modo de raciocinio,
que ndo se baseia apenas em objetos ou realidades observaveis, mas também em
hipéteses, permitindo, dessa forma, a construcdo de reflexdes e teorias. Nesse
periodo, além da légica de proposicdes, sdo desenvolvidas, entre outras, operacdes
combinatérias e de correlacdo. Assim, € possivel afirmar que em geral a
aprendizagem é provocada por situacdes de interesse. Se o0 desenvolvimento
cognitivo do adolescente € um processo continuo de construcdo de estruturas
variaveis que, ao lado de caracteristicas que sdo constantes e comuns a todas as
idades, refletem o seu grau de desenvolvimento intelectual. Logo, a cada explicacéo
particular para um certo interesse, ha uma integracdo com a estrutura existente que,

em um primeiro momento, é reconstituida e, em seguida, ultrapassada para uma

dimensdo mais ampla acarretando o desenvolvimento mental.

Para que ocorra efetivamente o desenvolvimento cognitivo do adolescente,
somente com a técnica de aplicacdo de exercicios escolares na algebra pura nao
teremos muita influéncia na compreenséao dos estudantes no momento da resolugao
dos problemas reais e possiveis. Percebi que o caminho e os instrumentos utilizados
nesta pesquisa tiveram um papel fundamental no favorecimento das relagbes de
compreensao desses estudantes na combinagao das vias

aritmética+geometria+algebra.

Na minha avaliacdo, o ponto culminante da coleta de dados ocorreu no
JOGO4 - domin6 algébrico, porque nessas pecgas estdo contidas todas as

possibilidades de relagcbes envolvendo as operacbes de adicdo, subtracédo,



multiplicacdo e divisédo; explorando o expoente 1 na forma invisivel e visivel, como
também o coeficiente numérico na forma visivel e invisivel. Sobre a multiplicidade e
complexidade de relacdes entre regras e propriedades especificas que o estudante
precisa aplicar em cada jogada para chegar ao final do jogo coordenando as trinta
pecas sequer eu tinha nocdo quando as elaborei. Essa multiplicidade de relacdes

necessitaria ser mais bem explorada em outros momentos de reflexao.

Observei que todos os estudantes participantes desta pesquisa conseguiram
estabelecer alguma relacdo com os materiais utilizados, estes se tornaram capazes
de colocar em conflito inferéncias equivocadas e que vinham dominando o modo de
compreender a situacdo-problema até entdo. Em alguns casos, os dados oriundos
das relacbes permitiram que o0s sujeitos modificassem profundamente suas
condutas, ao passo que em outros permitiram que o sujeito superasse um conflito de
forma positiva e, por fim, alguns outros ndo se permitiram ousar nas a¢des sobre os

materiais durante os diferentes momentos proporcionados durante essa pesquisa.

No que tange as praticas no Ensino Basico, a inter-relacdo dos conteudos
aritméticos e geométricos nos conteudos algébricos mostrou uma riqueza de
significacbes a respeito do tema proposto como mote desta pesquisa. Se a
dificuldade do adolescente para a compreensao do expoente 1 na forma invisivel
numa operagdo de multiplicagdo de monomios reside em uma dificuldade de
aprendizagem de regras e propriedades universais, € preciso trazer novamente a
tona esse problema ou, em outras palavras, realizar uma “limpeza” das coisas que
nao estdo suficientemente bem elaboradas para permitir que o estudante sujeito
prossiga livremente pelo seu processo de aprendizagem.

Este estudo mostra que muitos estudantes adolescentes ao iniciar seu estudo
na algebra, ainda tém a necessidade da realidade observavel ou de objetos para
construir suas reflexdes ou teorias, ndo conseguindo raciocinar em termos de
hipoteses e deducdes, acdes necessarias em todas as disciplinas a partir da sétima

série ou oitavo ano, assim como nas suas atividades extra-escolares.

Penso que a instrucdo escolar ndo deveria s6 objetivar a promocdo da
aprendizagem no sentido restrito, isto €, como uma compreensao imediata
entendida como a aprendizagem do senso comum ou a aprendizagem para a
devolugdo num instrumento de avaliagdo. Acredito numa aprendizagem no sentido

amplo, numa aquisicdo que evolui no tempo, no sentido de que o0 sujeito pode



chegar a compreender um evento, inferir sua lei de formagcdo através de
assimilagcdes e acomodacdes, construindo novos esguemas, mas que ndo Sao
generalizaveis a qualquer situacédo nova. Onde 0 sujeito procura ter sucesso na sua
acao ou operacao. E quando ocorresse a aprendizagem no sentido amplo que ela
correspondesse a evolugdo das estruturas de conhecimento. Assim, esta evolugéo
poderia significar a reconstrucdo do conhecimento pelo sujeito e que poderia ser
entendida, no contexto educacional, como a propria evolucdo conceitual em
matematica de um conhecimento especifico como nesta pesquisa o expoente 1 — na

forma invisivel, através da multiplicacdo de monémios.

A articulagdo de aspectos piagetianos relacionados com a aprendizagem
pode significar o estabelecimento de diretrizes basicas para um programa de
reformulacdo de curriculo no Ensino Basico, agora no oitavo ano sobre 0 processo
de ensino-aprendizagem cujo foco principal seria a evolugao conceitual em algebra.
Foram cinco anos dedicados a pesquisa e a aplicagdo de novos instrumentos, com
um elevado indice de aproveitamento na aprendizagem dos educandos; com a
participacdo de outras cinco educadoras, das instituicbes estaduais, de diferentes

disciplinas da mesma série no desenvolvimento das situacdes de aprendizagem.

Este trabalho procurou mostrar através da pesquisa no campo da
Epistemologia Genética, como se d& a constru¢do do conhecimento pelos sujeitos e
do significado de aprendizagem de uma varidvel 1 — na forma invisivel. Os
resultados dessa investigacdo podem contribuir para a ampliacdo do debate sobre
0s objetivos do processo de ensino-aprendizagem da algebra seja nas instituicdes
municipais, estaduais como superiores de ensino. Acredito que esses aspectos sao
de interesse de professores que estejam também envolvidos na sistematizacédo dos
resultados dessa pratica através da pesquisa educacional e, em particular, da
pesquisa em ensino de matematica relacionados a investigacdo da algebra. Sinto a
necessidade de maior dedicacdo das IES na formacdo dos docentes quanto ao
conteudo especifico da algebra de uma forma interdisciplinar com situacdes reais de

aplicacdo, acompanhamento, de avaliacdo e divulgacdo das préticas.

As perspectivas futuras e possiveis ampliacbes do estudo podem ser
realizadas sobre uma gama consideravel de outros conteudos. Nessa pesquisa
explorei 0 expoente 1 na sua forma invisivel e visualizei no campo da educagéo

matematica, a possibilidade de pesquisa do coeficiente numérico 1 na sua forma



visivel e invisivel; investigagdo das unidades de medida de comprimento e largura
como uma variavel Unica necessaria na indicacdo do produto entre variaveis
algébricas no caso da area de uma figura resultante do produto entre duas unidades
de medida com expoentes 1 convencionados na forma invisivel; investigar o
‘esquecimento” da indicagdo da unidade de comprimento para o resultado do
perimetro dos objetos quando tratados de forma algébrica, assim como investigar a
importancia, a funcdo, a utilizacdo e as consequéncias das significacbes do
expoente 1 e do coeficiente 1 nas formas invisivel e invisivel sobre as outras areas
escolares, tais como a Geografia, a Biologia, a Fisica, as Artes, bem como extra-
escolares, na engenharia de minas, de estradas, na agronomia, num laboratério de

analises.

As possibilidades de avanco dentro da teméatica sdo animadoras, bem como
suas contribuicbes para o campo da Educacdo revelam as caracteristicas
particulares de uma reorganizacdo dos conteudos, da necessidade de integracédo
vertical e horizontal dos curriculos, isto €, uma reestruturacdo dos conteudos dentro
do curriculo da matematica do Ensino Basico e uma integracéo efetiva de e com as
demais disciplinas em cada série do referido ensino. Contudo, essas a¢gfes somente
terdo éxito a partir do momento em que, além do aluno, também o professor
assumir a postura de pesquisador, de um educador aberto ao estudo e a
mudancas de compreensdo, permitindo-se participar de praticas educativas mais
interativas, na preocupacao de um crescimento de aprendizagem com copatrticipante

das acdes entre professor-aluno.
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Apéndice 1 — Oficio a equipe diretiva

&
UENGCES
PPGEdu

Mestrado Académico

EDUCACAO - 42001013001P5

Doutorado

Prezado diretor ......
Prof. ......

EU, .., , orientadora do PPGEDU-UFRGS, tenho como orientanda
do Programa de Pds-Graduacdo em Educacdo — FACED a académica ..................
com o projeto de tese intitulado: (x}): a complexidade da reconstituicido de

totalidades invisiveis.

Venho através deste documento solicitar a autorizacdo do prezado diretor do
Instituto para que minha orientanda possa desenvolver seu projeto de pesquisa
neste educandéario. Sendo que o projeto de tese foi defendido e aprovado pela
banca entrevistadora da FACED em dezembro de 2006.

Como pesquisadora minha orientanda pretende investigar os fatores que
influenciam a aprendizagem de um conteudo especifico envolvendo a algebrizacéo

da Matemética: multiplicacdo de monémios.

A pesquisa devera ser efetuada especificamente nas sétimas séries do ensino
fundamental, pois o critério de indicacdo da série esta baseado no fator de iniciacédo

dos pré-adolescentes na algebrizacdo da matematica.

Porto Alegre, 03 de marco de 2007.

Orientadora


http://www.ufrgs.br/faced/pos/

Apéndice 2 — Oficio de autorizacao dos responsaveis

&
U ENGCES
PPGEdu

EDUCACAO - 42001013001P5

Mestrado Académico
Doutorado

TERMO DE CONSENTIMENTO

Autorizo meu (minha) filho (a) a participar da pesquisa intitulada
“‘Aprendizagem do pré-adolescente: reconstituicdo de um todo invisivel (x1) na
educacao algébrica”, realizada pela professora Susana Klajn, doutoranda da
UFRGS, sob orientagao da profa. Dra. Maria Luiza R. Becker e coorientagdo do prof.
Dr. Marcus V. de A. Basso, durante o ano de 2008.

Declaro estar ciente de que a pesquisa tem por objetivo de investigar a
aprendizagem dos alunos pré-adolescentes da 72 série com relacdo as dificuldades
de um conteudo especifico da algebra: multiplicacdo de monémios.

Da mesma forma, declaro ter conhecimento de que o procedimento
metodoldgico utilizado serd a observagcdo sistematica das aulas, a aplicacdo de
algumas situacdes-problema matematicos de forma coletiva e em entrevista
individual, para que o aluno explique 0 seu pensamento ao resolvé-las e possam
assim ser analisadas as estratégias cognitivas que ele utilizou.

Autorizo também a divulgacdo dos resultados encontrados, em forma de
artigos cientifico-académicos, na condicdo de manter incognita a identidade do meu
(minha) filho (filha), assim como concordo com a manutenc¢éo do carater confidencial
das informac0Oes registradas relacionadas com a privacidade dos participantes da
pesquisa.

Tenho o conhecimento de que receberei informacdes a qualquer duvida sobre

os procedimentos e demais assuntos relacionados com esta pesquisa.

ALUNO ASSINATURA ASSINATURA SIM | NAO
ALUNO RESPONSAVEL

Data:



http://www.ufrgs.br/faced/pos/

Apéndice 3 — Avaliacdo Escrita Com uso de Notacdo Simbdlica (AECNS)

Escola
Disciplina: Matematica Professora: Susana Klajn
NOME: Turma: Data:

ATIVIDADE 1 — Operagdes com mondmios

1. Separar o coeficiente numérico (CN) e a parte literal (PL) de cada mondmio:

a) 4xy® c) 8/3 a’b

b) — 12a® d) x°

2. Circular os monémios semelhantes e justificar sua escolha:

a) 4mx b) — 7mx? c) 1,6mx
d) 37 m?x e) m?x? f) -415mx

3. Efetuar as adicdes e subtracoes:
a) (2x) + (x) + (6x) + (10x) =
b) (3x) +(-5x) + (8x) +(-Xx) =

c) (7ab) + (5ab) — (12b) + (6b) =

d) (9x%) + (-3x) + (5x°) - (10x) =
e)13m + 4m -(2m - 3m) =

4. Efetuar as multiplicacoes:
a) (6x%) . (5x°) =

b) (-8a’b) . (2a°b?) =

c) (7xy%) . (4x’ym?) =

5. Efetuar as divisoes:

a) (30x°) : (5x%) =

b) (-12a*b’c?) : (-3ab’c) =
c) (20x°y") 1 (-4x%) =

6. Indicar as poténcias:
a) () =

b) (2x)°* =

c) (-3a’b)? =



Apéndice 4 - JOGOS 1,2,3¢e 4

JOGOS
JOGO 1:

Composto por 09 pecas (semelhante a uma carta) com os monémios: 6x°, 6x’, 6x2,
3x3, 2x°, 2xh, 2x°, 2x* e 2x. Objetivo: combina-los para fornecer o produto 12x° (doze

Xis na oitava poténcia).

JOGO 2:

Composto por 08 pecas (semelhantes a uma carta) com os mondmios: 1x°, 12x°,
6x%, 24x°, 4x, 2x*, 8x* e 48x. Objetivo: combina-los para fornecer o produto 48x°
(quarenta e oito xis na sexta poténcia).

JOGO 3:

Composto por 02 pecas — um cartdo quadrado de 20 x 20 cm e um cartédo retangular

de 20 x 40 cm. Objetivo: determinar os seus perimetros e suas areas.

JOGO 4:

Composto por 30 pecas — representadas por mondmios utilizando as quatro
operacOes (adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisdo). Cada peca € composta por
duas partes: na metade esquerda, por uma operacdo algébrica: adicdo, subtracao,
multiplicacéo ou divisédo e, na metade direita, pelo resultado de uma das operacdes.
O objetivo do dominé algébrico é fechar o circuito, combinando as trinta pecas e

associando a operagao com seu respectivo resultado.



APENDICE 5

TABELA 1 - T71 - Geral com todas as operagdes

N°/NOME
TABELA 1 -T71

Reconhece
coeficiente
numeérico

Diferencia

a parte
literal

Identifica semelhanca

de monémios

Efetua
adicbes

Efetua

subtracdes

Efetua
multiplicagbes

Efetua
divisGes

Efetua
potenciactes

DATA: 09/05

SIM | NAO

SIM

NAO

SIM NAO

SIM | N

SIM

NAO

SIM NAO

SIM

NAO

SIM NAO

1-Ma

X

X

X

X

2-Br

X

X

X

3 - Li

XXX

p=
><><><O

X

X

X

x| X

4 - Da

X

5-Su

X

6 - Bh

x| X

7 -Es

8- An

X

9-To

10 - Ju

XXX | X[ XX

11-Jo

XXX X[ XX

12 — Ale

XXX XX

13-Le

x

x

14 — Vi

x

XXX X[ X

x

15 - El

x

16 - Bi

17 - Ste

XXX

XXX | X[ X

x| X

18 - Ga

19 - Ro

XX XX

20— Mn

21 -Sa

DX XXX XX XX XX XX XX XX XX XXX XXX XXX

x| X

XXX X XXX

XXX X[ X

22 —Fe

23 -Er

24 - Bru

XXX

25-Lu

26 - Pe

XXX [ X

DK XXX XXX XXX XX XX X X XXX X XX XX XXX X[ X

XXX XXX X [ X

XXX

XX | XX

XXX

X[X|X




APENDICE 6

TABELA 2 — T71 — Multiplicagéo de mondmios

N°/NOME
TURMA: 71

EXPONTE VISIVEL

EXPOENTE INVISIVEL

Coefici
Numé

ente
rico

Parte Literal

Coeficiente
Numérico

Parte Literal

DATA: 09/05
TABELA 2

Sinal

Fator
numeérico

Fator
literal

Expoentes

Borroes

Sinal

Fator
numeérico

Fator
literal

Expoentes

Borroes

C

E

E C E

NAO

C

E

E

C

NAO

1-Ma

Xim

X0

X

Xim

2 -Br

X

X

X

3 - Li

4 - Da

X
X X
X

5-Su

XXX | X[ X|m

6 - Bh

XX |[X|[X

(2]
><><><><><><Z

XXX X

(2]
><><><><><><Z

7 -Es

XXX

8 - An

x

9-To

x| X

10 - Ju

11-Jo

XXX XX

XXX XX XXX XXX O

XXX

XXX X[ X

XXX X[ X

XX XX XXX XXX | X0

12 — Ale

13-Le

X

14 — Vi

XXX

XXX

15-El

X

X

16 - Bi

x| X

17 - Ste

XXX XX

XXX

XXX X[ X

XXX

XXX

18 - Ga

XX XXX XXX XXX X X[ X

19 - Ro

XXX

x| X

20— Mn

XX |[X | X

XXX X

21 -Sa

22 —Fe

XX ([ X

XX ([ X

23 —Er

XXX

XXX

24 - Bru

XXX X

XXX XXX X

25-Lu

XXX X[ X

26 - Pe

X
X
X

XXX X XXX

XXX

XXX

XXX

XXX XX XX

S XX XX X XXX XXX XX XXX | X[ X|O

C=CERTO

E = ERRADO




APENDICE 7
TABELA 3 —T71 - Multiplicagdo de mon6mios — expoente visivel

N°/NOME
TURMA: 71

EXPONTE VISIVEL

Coeficiente
Numérico

Parte Literal

INTERPRETACAO

DATA: 09/05
TABELA 3

Sinal Fator
numeérico

Fator Expoentes
literal

P opera
com
C.N.

P™ nado
opera
com
C.N.

Q opera
com
P. L

Q nédo
opera
com
P. L.

1-Ma

X|m

X0
X

X

2-Br

3 - Li

4 - Da

XXX

5-Su

6 - Bh

XXX X

XXX X

7 -Es

XXX

XXX

8- An

9-To

10 - Ju

11-Jo

S XXX XXX X[ X[O

XXX | X[ X

XXX

XXX X[ X

XXX

12 — Ale

13-Le

14 — Vi

XXX

XXX

15-El

16 - Bi

17 - Ste

X
XXX X[ X

XXX

XXX

18 - Ga

XXX XXX X XX X X X X X | X | X

19 - Ro

20— Mn

XXX X

21 -Sa

22 —Fe

XXX
XXX

XXX

23 —Er

XXX

XXX

24 - Bru

X

25-Lu

X

26 - Pe

XXX XX XX

X

X X
X X
X X

X
X
X

X
X
X

C = CERTO

E = ERRADO

P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico).

P~ = ndo opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico).

C.N. = COEFICIENTE NUMERICO

P.L. = PARTE LITERAL

Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal e expoentes).
Q™ = ndo opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal ou expoente).



APENDICE 8

TABELA 4 — T71 — Expoente visivel - combinacdes

N°/NOME
TURMA: 71

EXPOENTE VISIVEL

DATA: 09/05
TABELA 4

Coeficiente
Numeérico (P)

Coeficiente numérico (P")
B = fator numérico

A = sinal

Parte
Literal (Q)

L = fator literal

Parte literal (Q")

E' = expoente visivel

P=AAB

P=AAB

P=AAB

P=AAB

Q=LAE’

Q=L AEY

Q=LAE"

Q=L AE"

1-Ma

X

2-Br

3 - Li

4 - Da

5-Su

6 - Bh

XXX X

7 -Es

XXX

8- An

9-To

10-Jd

11-Jo

XXX X[ X

XXX

12 — Ale

13-Le

14 — Vi

15-El

16 - Bi

17 - Ste

XXX

18 - Ga

19 - Ro

20— Mn

21 -Sa

22 —Fe

XXX

23 —Er

XXX

24 - Bru

25-Lu

26 - Pe

X[X|X

X[X|X




APENDICE 9
TABELA 5 — T71 — Multiplicacdo de mondmios — expoente invisivel

N°/NOME
TURMA: 71

EXPONTE INVISIVEL

Coeficiente Parte Literal

Numérico

INTERPRETACAO

DATA: 09/05
TABELAS

Sinal

Fator Fator Expoentes
numérico literal

P opera
com
C.N.

P~ néo Q opera
opera com
com P. L.
C.N.

Q nédo
opera
com

1-Ma

X|m

X

2-Br

3 - Li

4 - Da

5-Su

XXX [ X[X|m

XXX X[ X

6 - Bh

XXX X

XXX X

7 -Es

8- An

9-To

x| X

x| X

10 - Ju

11-Jo

XXX | X[ X

S XXX XXX X[ X[O

XXX X[ X

12 — Ale

13-Le

14 — Vi

XXX

15-El

X

16 - Bi

17 - Ste

XXX X[ X
XXX

18 - Ga

19 - Ro

20— Mn

XXX X

21 -Sa

22 —Fe

23 —Er

XXX

XXX

24 - Bru

X

XXX XXX X

XXX XX XX

25-Lu

X

X

X

26 - Pe

X

DX X XXX XX XX X XX XX XX XX X XXX XXX XXX XXX |0
x

XXX XX XX

X

X
X
X

X

C = CERTO

E = ERRADO

P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico).

P~ = ndo opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico).

C.N. = COEFICIENTE NUMERICO

P.L. = PARTE LITERAL

Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal e expoentes).
Q™ = ndo opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal ou expoente).



APENDICE 10

TABELA 6 — T71 — Expoente invisivel — combinagdes

N°/NOME
TURMA: 71

EXPOENTE INVISIVEL

DATA: 09/05
TABELA 6

Coeficiente
Numérico (P)

Coeficiente numérico (P")
B = fator numérico

A = sinal

Parte
Literal (Q)

L = fator literal

Parte literal (Q")

E'= expoente invisivel

P=AAB

P =A"AB

P =AAB"

P =A AB

Q=LAFE

Q =L AF

Q =LAE"

Q =L AE"

1-Ma

X

2 -Br

3 - Li

4 - Da

5-Su

XXX X[ X

6 - Bh

XXX | X

7 -Es

8 — An

9-To

x| X

10-Ju

11-Jo

XXX X[ X

12 — Ale

13-Le

14 - Vi

15 - El

16 - Bi

17 - Ste

XXX

18 - Ga

19 -Ro

20— Mn

21 -Sa

22 —Fe

23 —Er

X|[X|X

24 - Bru

XXX XXX X

25-Lu

26 - Pe

X|[X|X




APENDICE 11

TABELA 1 - T72 - Geral com todas as operagdes

N°/NOME Reconhece | Diferencia | Identifica semelhanca | Efetua Efetua Efetua Efetua Efetua

TABELA 1-T72 coeficiente a parte de mondmios adicoes subtracbes | multiplicacbes | Divisbes potenciacdes
numérico literal

DATA: 07/05 SIM | NAO | SIM | NAO SIM NAO SIM | NAO | SIM [ NAO [ SIM_ [ NAO [SIM | NAO | SIM [ NAO

1—Ni X X X X X X X X

2 —Tai X X X X X X X X

3-Tha X X X X X X X X

4 —-We X X X X X X X X

5 — Hia X X X X X X X X

6 — Edu X X X X X X X X

7-Ro X X X X X X X X

8 — Jus X X X X X X X X

9 — LuDal X X X X X X X X

10— Se X X X X X X X X

11 — MalLu X X X X X X X X

12 — Jea X X X X X X X X

13 — Dy X X X X X X X X

14 — Jes X X X X X X X X

15—Lra X X X X X X X X

16 — Fa X X X X X X X X

17 — Ale X X X X X X X X

18 - Na X X X X X X X X

19 — Lumi X X X X X X X X

20 — Ali X X X X X X X X

21 — Lui X X X X X X X X

22 - Xan X X X X X X X X

23 - Pa X X X X X X X X

24 - Ne X X X X X X X X

25 - Po X X X X X X X X




APENDICE 12
TABELA 2 — T72 — Multiplicagéo de mondmios

N°/NOME EXPONTE VISIVEL EXPOENTE INVISIVEL
TURMA: 72 Coeficiente Parte Literal Coeficiente Parte Literal
Numérico Numérico

DATA: 07/05 Sinal Fator Fator Expoentes Borrdes Sinal Fator Fator Expoentes Borrdes
TABELA 2 numerico literal numerico literal

C E C E C E C E SIM NAO C E C E C E C E SIM NAO
1 - Ni X X X X X X X X X X
2—Tai X X X X X X X X X X
3-Tha X X X X X X X X X X
4 -We X X X X X X X X X X
5 - Hia X X X X X X X X X X
6 - Edu X X X X X X X X X X
7 - Ro X X X X X X X X X X
8 — Jus X X X X X X X X X X
9 - LuDal X X X X X X X X X X
10 — Se X X X X X X X X X X
11 — Malu X X X X X X X X X X
12 — Jea X X X X X X X X X X
13- Dy X X X X X X X X X X
14 — Jes X X X X X X X X X X
15 - Lra X X X X X X X X X X
16 - Fa X X X X X X X X X X
17 — Ale X X X X X X X X X X
18 - Na X X X X X X X X X X
19 - LuMi X X X X X X X X X X
20 — Ali X X X X X X X X X X
21 - Lui X X X X X X X X X X
22 — Xan X X X X X X X X X X
23 - Pa X X X X X X X X X X
24 - Ne X X X X X X X X X X
25 - Po X X X X X X X X X X
C =CERTO E = ERRADO




APENDICE 13
TABELA 3 — T72 - Multiplicagdo de monémios — expoente visivel

N°/NOME EXPONTE VISIVEL INTERPRETACAO
TURMA: 72 Coeficiente Parte Literal
Numérico
Sinal Fator Fator Expoentes P opera P~ néo Qopera | Q nao
DATA: 07/05 numérico literal com opera com opera
TABELA 3 C.N. com P. L. com
C.N. P. L.
C|E| C E C E C E
1-Ni X X X X X X
2-Tai X X X X X X
3-Tha X X X X X X
4-We X X X X X X
5 - Hia X X X X X X
6 - Edu X X X X X X
7-Ro X X X X X X
8 —Jus X X X X X X
9 - LuDal X X | X X X X
10 - Se X X X X X X
11 —MalLu | X X X X X X
12 — Jea X X X X X X
13 - Dy X X X X X X
14 — Jes X X X X X X
15-Lra X X X X X X
16 - Fa X X X X X X
17— Ale X X X X X X
18 - Na X X X X X X
19 - LuMi X X | X X X X
20 — Ali X X X X X X
21 - Lui X X X X X X
22 — Xan X X | X X X X
23 -Pa X X X X X X
24 — Ne X X | X X X X
25 - Po X X X X X X
C =CERTO E = ERRADO C.N. = COEFICIENTE NUMERICO P.L. = PARTE LITERAL
P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico). Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal e expoentes).

P~ = néo opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico). Q =ndo opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal ou expoente).



APENDICE 14

TABELA 4 — T72 — Expoente visivel - combinacdes

N°/NOME
TURMA: 72

EXPOENTE VISIVEL

DATA: 07/05
TABELA 4

Coeficiente
Numérico (P)

Coeficiente numérico (P")
B = fator numérico

A = sinal

Parte
Literal (Q)

L = fator literal

Parte literal (Q")

E' = expoente visivel

P=AAB

P =A AB

P =AAB

P =A AB

Q=LAE’

Q =L AE’

Q =LAE”

Q =L AE”

1-Ni

2—Tai

3-Tha

4-We

5 - Hia

6 - Edu

7-Ro

8 — Jus

X[X|X

9 - LuDal

10— Se

11— MalLu

12 — Jea

13 — Dy

XX X[ X

XX X[ X

14 — Jes

15 - Lra

16 - Fa

17 — Ale

X|[X|X

18 - Na

XX X[ X

19 - LuMi

20 — Al

x

21 - Lui

22 — Xan

23 -Pa

24 — Ne

25 -Po

XXX XXX X




APENDICE 15
TABELA 5 — T72 — Multiplicacdo de mondmios — expoente invisivel

N°/NOME EXPONTE INVISIVEL INTERPRETACAO
TURMA: 72 Coeficiente Parte Literal
Numérico
Sinal Fator Fator Expoentes P opera P™ nédo Qopera | Q nao
DATA: 07/05 numérico | literal com opera com opera
TABELAS C.N. com P.L com
C.N. P.L.
C|E| C E C E C E
1-Ni X X X X X X
2—-Tai X X X X X X
3-Tha X X X X X X
4-We X X X X X X
5 - Hia X X X X X X
6 - Edu X X X X X X
7 -Ro X X X X X X
8 —Jus X X X X X X
9 - LuDal X X X X X X
10 — Se X X X X X X
11— Malu | X X X X X X
12 — Jea X X X X X X
13 - Dy X X X X X X
14 — Jes X X X X X X
15-Lra X X X X X X
16 - Fa X X X X X X
17 — Ale X X X X X X
18 - Na X X X X X X
19 - LuMi X X | X X X X
20 — Ali X X X X X X
21 - Lui X X X X X X
22 — Xan X X | X X X X
23 - Pa X X X X X X
24 — Ne X X | X X X X
25-Po X X X X X X
C = CERTO E = ERRADO

P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico).

P~ = ndo opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico).

C.N. = COEFICIENTE NUMERICO

P.L. = PARTE LITERAL

Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal e expoentes).
Q™ = ndo opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal ou expoente).



APENDICE 16

TABELA 6 — T72 — Expoente invisivel — combinagdes

N°/NOME EXPOENTE INVISIVEL

TURMA: 72

DATA: 07/05 Coeficiente Coeficiente numérico (P") Parte Parte literal (Q")

TABELA 6 Numérico (P) A =sinal B = fator numérico Literal (Q) L = fator literal E'= expoente invisivel
P=AAB PP=AAB | P=AAB |P =AAB |Q=LAFE Q =L AFE Q =LAE" |Q =L AFE"

1-Ni X X

2—Tai X X

3-Tha X X

4-We X X

5 - Hia X X

6 - Edu X X

7 - Ro X X

8 —Jus X X

9 - LuDal X X

10 - Se X X

11 — Malu X X

12 — Jea X X

13 — Dy X X

14 — Jes X X

15-Lra X X

16 - Fa X X

17 — Ale X X

18 - Na X X

19 - LuMi X X

20 — Ali X X

21 - Lui X X

22 — Xan X X

23 - Pa X X

24 — Ne X X

25 - Po X X




APENDICE 17

TABELA 1 - T73 - Geral com todas as operagdes

N°/NOME
TABELA 1-T73

Reconhece
coeficiente
numeérico

Diferencia
a parte

literal

Identifica semelhanca

de monémios

Efetua
adicoes

Efetua
subtracdes

Efetua
multiplicacdes

Efetua
divisbes

Efetua
potenciacdes

DATA: 05/05

SIM | NAO

SIM

NAO

NAO

SIM | NAO

SIM | NAO

SIM | NAO

SIM | NAO

SIM | NAO

1-VanB

X

X

X

X

X

2 — Edu

X

X

X

3—-Ma

X

4 — Asc

5—-Lsb

X
X
X

X

X
X
X

6 —Je

7 — Bia

XXX XXX

8 —Jaq

XX | X

9 - Aca

><><><><><><><><><(£

XX

10 — Ped

XX XX

11-Ju

x

12 — Viv

XX XX XXX XX [ XX

XX | X|X

X

13 — Dan

14 — VanD

XX [ XX

15 — Kel

XX

KX XK XXX XX XXX X X[ X | X

XX

16 — Us

X[ XXX

XX

X

17-Jh

XX

18 - Gui

X

19 - Vin

XXX

20 - Tha

XXX

21-Ci

22 - Do

XX XXX X

23 - Ad

XXX | X

24 - Jo

XX [ XX

XXX XXX

25-Ru

XXX XXX | X

26 -Ra

XXX XX XXX X | X

XXX XX XXX X | X

XX XX [ XX

X|[X|X

X|[X|X

X

X




APENDICE 18
TABELA 2 — T73 — Multiplicacdo de mondmios

N°/NOME
TURMA: 73

EXPONTE VISIVEL

EXPOENTE INVISIVEL

Coeficiente
Numérico

Parte Literal

Coeficiente
Numérico

Parte Literal

DATA: 05/05
TABELA 2

Sinal Fator
numérico

Fator Expoentes

literal

Borroes

Sinal Fator

Fator Expoentes
numérico literal

Borroes

C E

E

E

E

SIM

NAO

C E

E

E

E

SIM N

(@]

1-VanB

X

X

2 — Ghi

XX

3-—Ma

XX |X|0O

XX |X|0

4 — Asc

5—Lsb

XXX X[X[O

6 —Je

7 — Bia

XX X[ X

8 —Jag

XXX XXX X|X| >

9-Aca

10 — Vin

XXX XXX XXX

XX

XXX XXX XXX

XX X[ X

x

11 —Ju

x

12 — Viv

I X XXX XXX X[ X0
XXX XXX X XXX X[ X0

XXX XXX XXX X[ X[O

>

13 — Dan

14 — VanD

XXX

X|[X|X

X[X|X

15 — Kel

XXX XXX X XXX | X

XXX XXX XXX | X

16 — Us

XX X[ X

17 -Jh

18 - Gui

19 - Vin

X
XXX

XXX XX [ X

>
X|[X|X

20 - Tha

XXX X[ XXX

21-Ci

XXX

X|[X|X

X|[X|X

XXX

22 - Do

XXX XXX XXX
>

23 - Ad

XXX

24 - Jo

25-Ru

XXX XXX X

26 - Ra

XXX XXX

X

XXX X | X

XXX XXX

X|[X|X

XX X[ X

C=CERTO

E = ERRADO




APENDICE 19
TABELA 3 — T73 - Multiplicagdo de mon6mios — expoente visivel

N°/NOME
TURMA: 73

EXPONTE VISIVEL

Coeficiente

Numeérico

Parte Literal

INTERPRETACAO

DATA: 05/05
TABELA 3

Sinal

Fator
numéerico

Fator Expoente
literal s

opera
com
C.N.

P™ nédo
opera
com
C.N.

Q opera
com
P. L.

Q néo
opera
com
P. L.

@]

1-VanB

X

2 —Ghi

3-Ma

X[X[X[O

XX

4 — Asc

5—Lsb

6—Je

7 — Bia

8 —Jaq

9-Aca

10 —Vin

XX XXX XXX [ X

XXX XXX

11 -Ju

12 — Viv

XXX XX XXX XX [X[X[O
XXX XX XXX XX XX O

XXX XXX XXX X [ X

13 — Dan

14 —VanD

X|X|X

XXX

15 — Kel

XXX XX XXX XX | X

16 — Us

17 -Jh

18 - Gui

19 - Vin

XXX

XXX XXX

20 - Tha

XXX X[ XXX
XXX [X XX

21-Ci

XXX

XXX

22 - Do

X

23 - Ad

XXX

XX

24 - Jo

X

25-Ru

X

X

X

26 - Ra

X

XXX |X|X|X

XXX | XX
x

X

X

X

C =CERTO

P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico).

E = ERRADO

P~ = ndo opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico).

C.N. = COEFICIENTE NUMERICO

P.L. = PARTE LITERAL

Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal e expoentes).
Q™ = ndo opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal ou expoente).
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TABELA 4 — T73 — Expoente visivel - combinacdes

N°/NOME EXPOENTE VISIVEL

TURMA: 73

DATA: 05/05 Coeficiente Coeficiente numérico (P") Parte Parte literal (Q")

TABELA 4 Numérico (P) A = sinal B = fator numérico Literal (Q) L = fator literal E' = expoente visivel
P=AAB P =AAB | P=AAB [P =A AB Q=LAE’ Q=L AE" | Q=LAE” | Q=L AE”

1-VanB X X

2 — Ghi X X

3 —Ma X X

4 — Asc X X

5—Lsb X X

6 —Je X X

7 — Bia X X

8 —Jag X X

9-Aca X X

10— Vin X X

11-Ju X X

12 — Viv X X

13 — Dan X X

14 — VanD X X

15 — Kel X X

16 — Us X X

17 -Jh X X

18 - Gui X X

19 - Vin X X

20 - Tha X X

21 - Ci X X

22 - Do X X

23 - Ad X X

24 - Jo X X

25-Ru X X

26 - Ra X X
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TABELA 5 — T73 — Multiplicacdo de mondmios — expoente invisivel

N°/NOME EXPONTE INVISIVEL INTERPRETACAO
TURMA: 73 Coeficiente Parte Literal
Numérico
Sinal Fator Fator Expoentes P opera P~ néo Qopera | Q nao
DATA:05/05 numérico literal com opera com opera
TABELA 5 C.N. com P. L. com
C.N. P. L.
C|E| C E C E C E
1-VanB X X X X X X
2 —Ghi X X X X X X
3—-Ma X X X X X X
4 — Asc X X X X X X
5—Lsh X X X X X X
6 —Je X X X X X X
7 — Bia X X X X X X
8 —Jaq X X X X X X
9 —Aca X X X X X X
10 — Vin X X X X X X
11 -Ju X X X X X X
12 — Viv X X X X X X
13 — Dan X X X X X X
14 VanD X X X X X X
15 — Kel X X X X X X
16 — Us X X X X X X
17 -Jh X X X X X X
18 - Gui X X X X X X
19 - Vin X X X X X X
20 - Tha X X X X X X
21-Ci X X X X X X
22 - Do X X X X X X
23 - Ad X X X X X X
24 - Jo X X X X X X
25-Ru X X X X X X
26 - Ra X X X X X X
C =CERTO E = ERRADO C.N. = COEFICIENTE NUMERICO P.L. = PARTE LITERAL
P = opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal e fator numérico). Q = opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal e expoentes).

P~ = néo opera com o coeficiente numérico (C.N.) = (sinal ou fator numérico). Q = ndo opera com a parte literal (P.L.) = (fator literal ou expoente).
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TABELA 6 — T73 — Expoente invisivel — combinagdes

N°/NOME
TURMA: 73

EXPOENTE INVISIVEL

DATA: 05/05
TABELA 6

Coeficiente
Numeérico (P)

Coeficiente numérico (P")
B = fator numérico

A = sinal

Parte
Literal (Q)

L = fator litersal

Parte literal (Q")

E'= expoente invisivel

P=AAB

P =AAB

P =AAB

P =A AB

Q=LAFE

Q =L AFE

Q =LAE"

Q =L AE"

1-VanB

X

2 — Ghi

3—-Ma

X |[X

4 — Asc

5—Lsb

=L
X
X
X
X
X

6—Je

7 — Bia

8 —Jaq

9-—Aca

10 - Vin

XXX XXX

XX | XX

11-Ju

12 — Viv

13 — Dan

14 —VanD

XXX

15 — Kel

16 — Us

XXX

17-Jh

18 - Gui

19 - Vin

20 - Tha

21 -Ci

22 - Do

XXX |[X

23 - Ad

24 - Jo

25-Ru

X|X

26 - Ra




ENTREVISTA 1 - Pe

GRUPO1 -T71 - (SABE ++++)—Escola (1) IESTA
A) JOGO 1: 09 pecas

P = Voceé tem estas (6x°, 6x’, 6x%, 3x°, 2x°, 2x*, 2x°, 2x* e 2x) nove pecas contendo
monémios que, combinados no seu jogo, deverdo fornecer o produto 12x® (doze xis
na oitava poténcia).

Pe = Todas as pecas serdo combinadas?
P = Tudo depende de vocé.

Pega as pecas. Distribui-as sobre a mesa. Observa. [ ... ]| Embaralha todas as
pecas. [ ... ] Suspira.

P = O que vocé esta cuidando?

Pe = Estou pensando: duas vezes seis. A gente deve somar 0s expoentes e fazer
vezes 0s [ ... ] os numeros grandes digamos e, [ ... ] quando tiver que nem 2x sem
nada € dois xis na um e quando € dois xis na [ ... ] (se atrapalha), ndo, ndo pensei
errado.

P = Entdo vamos pensar: que produto tens que encontrar aqui no jogo? Quanto €?
Pe = Doze, doze xis na oito.
P = Ok, o que mais vocé esta procurando?

Pe = Cinco mais, seis, sete, oito. (em voz alta vai contando e somando o0s
expoentes) Os expoentes, ndo so eles, também estou cuidando os niameros para
chegar nesse resultado (aponta para 12x5).

Monta os pares: 2x° . 6x> e 2x'. 6x’. Precisa contar apoiando o indicador
sobre os expoentes.

Pe = Acabei! Pera deixa eu conferir. (novamente confere os coeficientes e 0s
expoentes apoiando o dedo indicador sobre as pecas)

Montou: 2x° . 6x°
2xt . 6x’
2x° . 6X°
2x . 3x3 . 2x*
P = Entéo, leia as combinacdes.
Pe = Ta sdo: dois xis elevado ao expoente cinco vezes seis xis elevado ao expoente
trés = 2x° . 6x°;
Dois xis elevado ao expoente um vezes seis xis elevado ao expoente sete = 2x*
. 6x’;
Dois xis elevado ao expoente seis vezes seis xis elevado ao expoente dois =
2x° . 6X%;
Dois xis elevado ao expoente um (lé o “um” sem estar representado

graficamente) vezes trés xis elevado ao expoente trés vezes dois xis elevado
ao expoente quatro = 2x . 3x° . 2x*.



P = La na outra sétima série uma aluna conseguiu outras combinacdes. O que vocé
acha sobre? O que tentaria fazer?

Pe = (Observa e troca duas pecas) S6 posso trocar 2x por 2x*. E a mesma coisa,
porque com ou sem o expoente um (1) escrito é sempre um. ISso eu sei de cor.

P = E a resposta da outra aluna?

Pe = Ela s6 pode ter mudado a mesma coisa para ficar certa a resposta. Nao tem
outro jeito de montar.

P = Sem possibilidades? (n&o tenta mudar a posicdo dos mondmios dentro do
produto — ndo aplica a reversibilidade)

Pe = Sem.

P = Entdo agora com estas quatro cartelas em branco, monte as tuas combinacdes
para o produto 12x%.

Observa as combinacdes sobre a mesa e sem procurar outros coeficientes
numeéricos, mantém o 2 e o 6, apenas reorganizando 0s expoentes.

Monta as combinacdes: 2x°. 6x°
2x" . 6x*
P = Vocé pode ler as tuas combinacfes?
Pe = Dois xis elevado ao expoente trés vezes seis xis elevado ao expoente cinco =
2x% . 6X°;
Dois xis elevado ao expoente sete vezes seis xis elevado ao expoente um = 2x’
. 6x*. E eu podia ter deixado sem o um (1).
P = Por que sem o expoente um?
Pe = Porque a pessoa tem que olhar e saber que tem 1.
P = E vocé sempre sabe que tem 1 de expoente na forma escrita e na invisivel?
Pe = Claro, né, eu aprendi isso esse ano.

B) JOGO 2: 08 pecgas

P = “Pe” aqui vocé tem 08 pegas — representadas pelos monoémios: 1x°, 12x°, 6x?,
24x°, 4x, 2x*, 8x* e 48x, que fornecem o produto 48x° (quarenta e oito xis na sexta
poténcia). Combine-as do seu modo.

Distribuiu as pecas com cuidado sobre a mesa. Olhou, pensou e pediu:
Pe = Posso usar um rascunho?
P = Pode, aqui estdo o papel e a caneta.

Rascunhou as multiplicacdes para combinar os coeficientes numeéricos que
estavam presentes nas pecas a sua frente.

Montou as combinagdes: 2x'. 24x°
1x° . 48x
8x* . 6x°



4x . 12x°
Pe = Pronto, demorei mas fiz todas.
P = Certa das combinacdes, entao leia-as.

Pe = Dois xis elevado ao expoente um vezes vinte e quatro elevado ao expoente
cinco = 2x* . 24x>;

Um xis elevado ao expoente cinco vezes quarenta e oito xis elevado ao
expoente um = 1x°> . 48x (& o expoente um (1) sem estar representado
graficamente);

Oito xis elevado ao expoente quatro vezes seis xis elevado ao expoente dois
=8x*. 6x%;
Quatro xis elevado ao expoente um (novamente |é o expoente um (1) sem

estar representado graficamente) vezes doze xis elevado ao expoente cinco = 4x .
12x°.

P = Muito bem, agora com essas quatro cartelas em branco monte as tuas
combinacgdes, se precisar de mais cartelas podes pegar na mesa ao lado.

Pe = Pode ter expoente zero?
P = O que vocé acha?
Pe = E, [ ... ] claro que pode, s6 que ele precisa aparecer escrito.
P = Por qué?
Pe = Porque se ndo aparecer escrito vai valer um (1) de expoente no xis.
Montou o produto 48x° com os mondmios:  24x° . 2x°
48x° . 1x

Usou novamente o papel para efetuar o produto do primeiro par de
mondmios.

C) JOGO 3: 02 pecas = uma ficha de forma quadrangular de 20 cm x 20 cm e uma
ficha de forma retangular de 20 cm x 40 cm.

P = Que figura representa essa ficha?

Pe = E um quadrado.

P = Olhando esse seu “quadrado”, diga uma das suas caracteristicas.
Pe = Todos os lados iguais.

Tem a ficha de forma quadrangular entre as méos. Coloca-a sobre a mesa e,
com uma caneta por aproximag¢do do seu diametro, conta vinte (20) larguras da
mesma sobre uma das bordas da ficha.

Pe = Tem vinte centimetros (20 cm).

P = Se um lado mede vinte centimetros, logo, a ficha de forma quadrangular, que
tem quatro lados, teria quanto de perimetro?

Pe = (Passando o dedo indicador na borda “do quadrado” conta em voz alta) Vinte,
guarenta, sessenta, oitenta. E oitenta centimetros.



P = E a area dessa ficha de forma quadrangular?

Pe = Dentro?

P = A éarea disponivel neste papeldo quadrangular.

Pe = N&o sei! Seria 20 x 20? E 20 x 20, mas néo vai dar.

P = Vamos pensar juntos: numa situacdo em que vocé precise plantar arvores. Se
vocé fosse planta-las na periferia de uma &area quadrangular, de quantas mudas
precisaria?

Pe = Divididas de um em um?
P =Sim.
Pe = Oitenta (80) mudas.

P = E se tivesse que preencher a area desse terreno quadrangular, com a distancia
por vocé considerada, quantas mudas precisaria?

Pe = E 0 espaco de dentro. Se é o de dentro é 20 por 20, que da 400 mudas.
P = Vocé consegue representar no papel esse pensamento?
Pe = Posso.
Monta sua figura quadrangular, registra nas quatro laterais: 20 cm. Escreve:
Perimetro = 20 x 20 = 400 cm?
Perimetro = 20 + 20 + 20 + 20 = 80 cm (ANEXO 24)
Pe = Errei. Nao é perimetro aqui (aponta com a caneta sobre o primeiro registro).
Risca e abaixo escreve Area.
P = E se néo tivermos as medidas? O que fazer? Como fazer?
Pe = Letras, expoentes. N&o sei o que fazer.

P = Certo, vou guardar essa cartela e trocar por essa outra. Que figura lembra vocé
essa ficha?

Pe = Agora é um retangulo.
P = Por que é um “retangulo”?

“Pe” coloca a ficha de forma retangular sobre a ficha de forma quadrangular.
Ela parece comparar as medidas dos seus lados.

Pe = Acho que s&o assim mais ou m
P = Assim como?

Pe = Mais ou menos vinte centimetros (20 cm) em cima e embaixo e dos lados
quarenta centimetros (40 cm).

P = Esse embaixo é o qué?
Pe = A base. Que é quase 20 cm.



P = O lado seria?

Pe = A altura de 40 centimetros porque é maior.

P = Quanto maior?

Pe = E o dobro.

P = Como fica o perimetro nessa ficha de forma retangular?

Pe = E aqui por fora, entdo é 20 e aqui 40. Oitenta com quarenta sdo cento e vinte.
(80 + 40 =120)

P = E a area da ficha retangular?
Pe = Dentro, né profe!

Neste momento “Pe” volta-se para o papel. Desenha o seu “retangulo”,
identifica a base e a altura numericamente e registra os calculos da area e do
perimetro, da seguinte forma:

Base =20 cm

Altura =40 cm

Area = 20 x 40 = 800 cm?

Perimetro = 20 + 20 =40 80
40 +40 =80 +40

120 (ANEXO 24)

P = Tanto na figura representando seu “quadrado” como o seu “retangulo” é possivel
identificar outros valores?

Pe = Sim, é possivel.

P = Como assim?

Pe = Se a gente ndo medir, sim.
P = Como medir? O que medir?

Pe = Assim, né. [ ... ] Na sétima comecaram as letras. E as letras também servem
como numero. Ah, da para colocar uma letra para cada numero.

P = Um colega da outra turma de sétima série (oitavo ano) me afirmou que as
medidas dessa ficha de forma quadrangular sdo 30 x 30 cm e da ficha de forma
retangular 27 x 50 cm. O que vocé acha dessas possibilidades?

Pe = Assim como eu dei o valor de 20 cm, pode ser 15 cm ou 18 cm!
P = E possivel trés respostas e verdadeiras para 0 mesmo perimetro ou area?

Pe = Sim. E porque cada um escolheu um tipo, isto € um nimero, uma medida. [...]
Antes da sétima série (oitavo ano) ndo era possivel. SO podia resolver se era dado
um numero. Agora da para trocar 0s numeros pelas letras.

P = O que significam as letras?
Pe = A mesma coisa que um numero.
P = Vocé pode registrar graficamente esse seu pensamento?



Pe = Posso, assim vou fazer um desenho mais quadrado possivel sem usar a régua.
E como ele é quadrado tem todos os lados iguais. Como eu n&o sei sua medida e
posso dar uma medida para o lado, vou escolher o “B”. (Desenha e nomeia os lados)
E para representar o perimetro e a area?

P = Sim, como vocé fez nos desenhos anteriores.

e Pe = Se o perimetro é por fora, entdo vou somar os “Bes”. (Registra: B + B +
B + B = 4B) Sim € um be mais um, mais um e mais um be que da quatro bes.
Ja na area, so6 preciso multiplicar um “B” que é a base por um “B” que é a
altura e da [...] (pensa um pouco) ndo da 2B por que estou multiplicando.
Mas, B vezes B é: be ao quadrado “B?.

P = E no caso da figura retangular?

Desenha o retangulo (observando o tracado do quadrado com o canto do
olho) e nomeia os lados: altura = a e base = c.

Pe = Vou colocar letras diferentes porque o retangulo ndo tem as mesmas medidas.

Pode ser o “c”, né, ndo precisa ser o “b”.
P = Como vocé achar melhor.

Pe = Como no quadrado resolvendo o perimetro vou somar a + ¢ + a + ¢ (segue o
contorno da figura mantendo um ponto fixo). E d& um resultado com duas letras,
porque sao diferentes. Nao acho que ndo é assim, perimetro € somar os lados e
agui ndo tem o sinal da soma.

Na primeira vez registra: a a ¢ c. Olha, pensa e risca esse resultado. Refaz
seu registro:a+c+a+cC.

Pe = Se sao duas bases iguais, entao tenho “2c” e sao duas alturas iguais, tenho
“2a”.

Refazendo sua resposta, registrou: 2a 2c.
Pe = Falta alguma coisa, acho que nao pode ficar assim. [...]
Parece pensar, joga-se para tras na cadeira e leva a caneta até a boca.
Pe = Ja sei é aqui entre os dois, tem um sinal de mais.
P = Por que um sinal de mais?
Pe = Porque sao letras diferentes. Fica assim: 2a + 2c.
P = Como seréa entdo a area?
Pe = Ja no caso da area como é s6 multiplicar uma base com uma altura. Vou

multiplicar s6 um “a” por um “c”. Que antes e depois fica igual, porque o sinal “x” € a

mesma coisa que “.” na multiplicagao.
Registra na folha: A=axc=a.c

[{Peet)

Pe = E agora substituo meu “a” e meu “c” por diferentes numeros.

D) JOGO 4: 30 pecas — representadas por mondémios utilizando as quatro operacdes
(adicdo, subtracdo, multiplicagcdo e divisdo) - domind algébrico elaborado pela
pesquisadora.



Sobre a mesa séo colocadas 30 pecas do dominé algébrico e a pesquisadora
faz sua solicitacéo:

P = “Pe” as pecas foram construidas de acordo com uma regra basica: na esquerda
uma operacao algébrica e, na direita, o resultado de outra operacdo algébrica. O
jogo termina quando vocé montar o domino usando todas as 30 pecas.

“Pe” parou em cinco momentos durante a sua montagem do domino algébrico,
gue abaixo passo a descrever:

1) (9x) + (x) , perguntou: fica ou soma? Pensou e escolheu a pe¢a com o (10x);

2) (9x) : (), coloca a peca com (9x). Desconfia do resultado, indaga: onde néo
tem, sei que é um. Entdo eu diminuo, dai da zero. Mas ndo tem peca com
(9x°). Espera, eu fazia alguma coisa com (x°). Como eu escrevia (x°)? H& eu
cortava o (x°). Entdo aqui ele ndo vai mais, é s6 (9). Coloca a peca com o (9).

3) (8x% — (7x%), afirma: se 8 — 7 é igual a 1, entdo aqui é (1x*. Mas ndo tem
(1x*). S6 tem (x*), pode? Esta certo aqui na frente vale um (coloca o dedo
sobre o local registro do coeficiente numérico). Coloca a peca com (x*).

4) (x%) — (x%), afirma: piorou! Um menos um da zero. Zero bala. S6 tem essa
peca igual a zero, mas e o (x?)? Multiplicando zero por (x?), sé da zero? Claro,
desaparece o (x%) e s6 fica 0 zero. Coloca a peca com 0 (zero).

5) (X). (x), indaga: e agora? Quem sado os coeficientes numéricos? Ha, ta, dal e
1 igual a 1, e dois de “xis”, que é de 1 + 1. Coloca a peca com (x?).
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